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摘要 设 Bn 表示 q- 展式中存在点恰好具有 n 个展式的基的全体构成的集合. Sidorov (2009) 首次研

究了集合 Bn 并对集合 B2 提出了一些问题. 最近, Komornik 和 Kong (2019) 对集合 B2 进行了进一步

的研究并部分地回答了 Sidorov 提出的问题. 本文对集合 Bn, n > 3 开展进一步研究.
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1 引言

给定实数 q > 1, 序列 (ci) ∈ {0, 1}N, 记

((ci))q =

∞∑
i=1

ci
qi

=: x. (1.1)

对于表达式 (1.1), 称序列 (ci) 或级数
∑∞

i=1
ci
qi 为 x 的一个 q- 展式.

我们将集合
∪∞

k=1{0, 1}k 中的元素称为词, 例如, 称 1011 为一个长度为 4 的词. 对于一个词 a 及

正整数 n, an 表示 n 个 a 连接而成的词, 而 a∞ 表示集合 {0, 1}N 中的一个序列, 它由词 a 不断连接

而成, 如 (1011)2 = 10111011, (1011)∞ = 101110111011 · · · . 特别地, a0 表示空词. 称一个序列 (ci) 是

无限的 (infinite),是指该序列不以 10∞ = 1000 · · · 结尾;而称序列 (ci)是双面无限的 (doubly infinite),

是指 (ci) 本身以及它的反射 (reflection) (ci) = (1− ci) 均是无限的. 于是, 以 10∞ 结尾的序列 (ci) 被

称为有限的 (finite).

注意到任给序列 (ci) ∈ {0, 1}N, 总有

0 = ((0∞))q 6 ((ci))q 6 ((1∞))q =
1

q − 1
.

http://doi.org/10.1360/SSM-2025-0029
www.scichina.com
mathcn.scichina.com
mailto:caiyi@sit.edu.cn,~wxli@math.ecnu.edu.cn


蔡懿等: 支持 n 个展式的基

于是, (1.1) 中得到的 x 一定落在区间 Iq := [0, 1
q−1 ] 中.

容易证明: 每个 x ∈ Iq 均存在至少一个 q-展式当且仅当 1 < q 6 2. 事实上,当 1 < q 6 2时,区间

Iq 恰为由迭代函数系统 {fk(x) = x+k
q : k = 0, 1} 生成的自相似集. 特别地, 当 q = 2 时, f0(I2)∩ f1(I2)

仅含一个点. 这一特征表明, I2 中有可数个点, 它们恰好具有两个 2- 展式, 而其他的点只有唯一一个

2- 展式. 然而, 当 1 < q < 2 时, f0(Iq) ∩ f1(Iq) 具有非空的内部. 此时 Lebesgue 几乎所有的 x ∈ Iq

均具有不可数个 q- 展式. 更具体地, 当 q ∈ (1, G) 时, 每个 x ∈ (0, 1
q−1 ) 都有不可数个 q- 展式, 这里

G = 1+
√
5

2 ≈ 1.618 为黄金分割数; 当 q ∈ [G, 2) 时, Lebesgue 几乎所有的 x ∈ Iq 均具有不可数个 q- 展

式, 其他的数则具有可数或有限个 q- 展式 (参见文献 [12, 26,28,29]).

本文总假设 q ∈ (1, 2], 于是区间 Iq 中的每个点均存在至少一个 q- 展式.

Erdős 等 [10, 11,13] 发现存在具有唯一 q- 展式的点, 之后有关唯一 q- 展式研究的文章大量涌现.

de Vries 和 Komornik [6] 研究了全体具有唯一 q- 展式的点构成的集合 Uq (称为唯一 q- 展式集) 的拓

扑结构 (也见参见文献 [7, 14]); 之后, Komornik 等 [19]、Kong 和 Li [23] 研究了它们的 Hausdorff 维数

dimH Uq, 并给出了计算 dimH Uq 的方法 (也可参见文献 [15–17]). 集合 (1, 2] 中那些使得 1 具有唯一

q- 展式的 q 组成的集合, 我们将它记为 U (参见文献 [8, 9, 20–22]). 另一个重要的集合 V 定义为 (1, 2]

中的那些 q 所构成的集合, 它使得实数 1 具有唯一双面无限 q- 展式. 集合 V 为闭集, 它满足

U ⊆ U ⊆ V.

记 (1, 2) \ U = ∪(q0, q∗0), 其中 (q0, q
∗
0) 是连通分支, 这里 q0 取遍 {1} ∪ (U \ U), 而 q∗0 取自于 U 的某个

真子集 U∗ (参见文献 [8]).

给定 q ∈ (1, 2] 和正整数 n, 记 Un
q 为 Iq 中恰好具有 n 个 q- 展式的数构成的集合. 于是, U1

q 即为

前面提及的唯一 q- 展式集 Uq. 用 U ′
q 表示 Uq 中的数所对应的 q- 展式集合, 即 U ′

q = {(ci) ∈ {0, 1}N :

((ci))q ∈ Uq}. 对于正整数 n > 1, 设

Bn = {q ∈ (1, 2] : ∃x ∈ Un
q }, (1.2)

即 Bn 表示 (1, 2]中那样的 q 组成的集合,在基 q 下存在 x,它恰好具有 n个 q-展式. 显然 B1 = (1, 2],

2 ∈ B2 且 B2 ⊆ (G, 2]. 此外, 由上面的讨论可知当正整数 n > 3 时有 Bn ⊆ (G, 2). 于是, 由 (1.2) 可得

Bn = {q ∈ (G, 2) : ∃x ∈ Un
q }, n > 3.

Sidorov [27] 证明了 minB2 ≈ 1.71064. Baker 和 Sidorov [5] 证明了 minBn ≈ 1.75488 (n > 3), 同时

它也是集合 B2 中第二小的数. Komornik 和 Kong [18] 回答了 Sidorov [27] 提出的部分问题, 证明了 B2

为紧集, 它的第二小的数是聚点, 它在 (1, qKL) (qKL ≈ 1.78723 为 Komornik-Loreti 常数) 中存在无穷

多个孤立点, 同时也存在无穷多个聚点等. 涉及集合 Bn 的相关研究可参见文献 [3, 24, 30,31] 等.

此外, Sidorov [27] 宣称对每个 3 6 m ∈ N 均存在正数 γm, 满足 limm→∞ γm = 0, 使得

[2− γm, 2) ⊆ Bm, m > 3. (1.3)

然而, 人们发现上述结果 (1.3) 的推理过程存在一些不可修复的错误. 2025 年, Baker 和 Bender [4] 给

出了一个更强的结论. 他们证明了对于每个 Bm, m > 3, 它包含数 qk, k > Km 的一个 (显式的) 非常

接近 2 的小邻域, 这里 qk 是 Multinacci 数, 满足

qkk = qk−1
k + qk−2

k + · · ·+ qk + 1.

除了上述区间外, Bm 还包含哪些点呢? 本文对集合 Bm, m > 3 开展进一步研究, 主要结果如下.
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定理 1.1 V \ {G, 2} ⊆ B3.

定理 1.2 V \ ({G, 2} ∪ (U \ U∗)) ⊆ Bn, n > 3.

本文余下内容的安排如下. 第 2节简要介绍有关唯一展开集合与唯一基集合的若干性质. 第 3节

给出集合 B3 的一些刻画和定理 1.1 (即定理 3.1) 的证明. 定理 1.2 (即定理 4.1) 的证明放在第 4 节.

2 有关 q- 展式的若干已知结果

本节介绍一些符号和本文需要用到的一些已有的结论.

在 {0, 1}N 中可以定义字典序关系 ≺: 对于 (ai), (bi) ∈ {0, 1}N,如果存在某个正整数 n使得对所有

的 i < n都有 ai = bi 成立且 an < bn,则记 (ai) ≺ (bi). 用 (ai) 4 (bi)表示 (ai) ≺ (bi)或 (ai) = (bi). 此

外,对于
∪∞

n=1{0, 1}n 中两个词 A和 B及一个序列 (ai),若 A0∞ ≺ B0∞ (A0∞ 4 B0∞),则记 A ≺ B

(A 4 B); 若 A0∞ ≺ (ai) (A0∞ 4 (ai)), 则记 A ≺ (ai) (A 4 (ai)).

对 x ∈ Iq, x 的贪婪 q- 展式是指 x 的所有 q- 展式中按字典序最大的那个, x 的拟贪婪 q- 展式是

指 x 的所有无限 q- 展式中按字典序最大的那个. 区间 Iq 中的每个点的贪婪及拟贪婪 q- 展式总是唯

一存在的. 若点 x 的贪婪 q- 展式是无限时, 则它同时也是 x 的拟贪婪 q- 展式.

特别地, 1 的拟贪婪 q- 展式和贪婪 q- 展式分别使用记号 α(q) 和 β(q) 来表示. 1 的拟贪婪 q- 展

式 α(q) 在 q- 展式研究中发挥着重要的作用.

我们如下定义一个词 c1 · · · cn 或一个序列 (ci) 的反射:

c1 · · · cn := (1− c1) · · · (1− cn) 和 (ci) := (1− c1)(1− c2) · · · .

对于词 c1 · · · cn, 若 cn = 0, 记

c1 · · · cn−1c
+
n := c1 · · · cn−1(cn + 1);

若 cn = 1, 记

c1 · · · cn−1c
−
n := c1 · · · cn−1(cn − 1).

以下关于 1 的拟贪婪 q- 展式 α(q) 的性质源于 Parry [25] 的工作 (或参见文献 [2, 7]).

引理 2.1 映射 q 7→ α(q) 是一个将 (1, 2] 映到满足下列不等式的 (非 0∞) 无限序列 (αi) 所成的

集合上的严格递增双射:

αn+1αn+2 · · · 4 α1α2 · · · 对所有 n > 0. (2.1)

上述引理表明, 若 (非 0∞) 无限序列 (αi) ∈ {0, 1}N 满足条件 (2.1), 则存在唯一一个 q ∈ (1, 2] 使

得 α(q) = (αi), 即 (αi) 是 1 的拟贪婪 q- 展式. (2.1) 也告诉我们, 序列 α(q) 一定以 1 开头.

给定 q ∈ (1, 2]. 对 x ∈ Iq, 分别记 x 的拟贪婪 q- 展式和贪婪 q- 展式分别为 a(x) = (ai(x)) 和

b(x) = (bi(x)). 下面的引理给出了如何使用 α(q) 来判断 {0, 1}N 中一个序列是否能成为 Iq 中某个点

的贪婪或拟贪婪 q- 展式.

引理 2.2 设 q ∈ (1, 2].

(i) 映射 x 7→ (ai(x)) 是一个将 [0, 1
q−1 ] 映到满足下列不等式的无限序列 (ai(x)) 所成的集合上的

严格递增双射:

an+1(x)an+2(x) · · · 4 α1(q)α2(q) · · · 只要 an(x) < 1,
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这里 (αi(q)) = α(q).

(ii) 映射 x 7→ (bi(x)) 是一个将 [0, 1
q−1 ] 映到满足下列不等式的序列 (bi(x)) 所成的集合上的严格

递增双射:

bn+1(x)bn+2(x) · · · ≺ α1(q)α2(q) · · · 只要 bn(x) < 1,

这里 (αi(q)) = α(q).

下面的引理给出了如何使用 α(q)来判断 {0, 1}N 中一个序列是否能成为 Iq 中某个点的唯一 q-展

式 (参见文献 [2, 25]).

引理 2.3 设 q ∈ (1, 2], 则 (ci) ∈ U ′
q 当且仅当

cn+1cn+2 · · · ≺ α1(q)α2(q) · · · 只要 cn = 0,

cn+1cn+2 · · · ≺ α1(q)α2(q) · · · 只要 cn = 1,

这里 (αi(q)) = α(q).

de Vries 等 [8] 给出了集合 U , U 和 V 中的 q 所对应的 α(q) 的基本性质 (参见文献 [18, 引理 2.5]).

引理 2.4 (i) q ∈ U \ {2} 当且仅当 α(q) = (αi(q)) 满足

α(q) ≺ αn+1(q)αn+2(q) · · · ≺ α(q) 对所有的 n > 1 成立.

(ii) q ∈ U 当且仅当 α(q) = (αi(q)) 满足

α(q) ≺ αn+1(q)αn+2(q) · · · 4 α(q) 对所有的 n > 1 成立.

(iii) q ∈ V 当且仅当 α(q) = (αi(q)) 满足

α(q) 4 αn+1(q)αn+2(q) · · · 4 α(q) 对所有的 n > 1 成立.

下面的引理给出了集合 U \ U 和 V \ (U ∪ {G}) 中的 q 所对应的 α(q) 的基本特征 (参见文献 [18,

引理 2.7]).

引理 2.5 (i) 若 q ∈ U \ U , 则存在一个序列 (qn) ∈ U 满足: 当 n → ∞ 时有 qn ↑ q.

(ii) 若 q ∈ U \ U , 则存在一个词 a1 · · · an (其中 n > 3) 使得

α(q) = (a1 · · · an)∞.

(iii) 若 q ∈ V \ (U ∪ {G}), 则存在一个词 a1 · · · an (其中 n > 2) 使得

α(q) = (a1 · · · a+n a1 · · · a+n )∞,

其中 G 是黄金分割数且 (a1 · · · an)∞ 满足

(a1 · · · an)∞ 4 σi((a1 · · · an)∞) 4 (a1 · · · an)∞, ∀ i ∈ N ∪ {0},

这里 σ 为 {0, 1}N 中的左移位映射.
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3 集合 B3 的刻画

本节针对 B3 给出一些刻画. 由第 1 节的讨论可知 ∅ ≠ B3 ⊆ (G, 2).

回顾, 当 q ∈ (1, 2) 时, 我们用 Jq 表示闭区间 f0(Iq) 与闭区间 f1(Iq) 的重叠部分, 即

Jq = f0(Iq) ∩ f1(Iq) =

[
1

q
,

1

q(q − 1)

]
.

投影映射 Πq : {0, 1}N 7→ [0, 1
q−1 ] 定义为

Πq(s) = (s)q =
∞∑
i=1

si
qi
, s = (si) ∈ {0, 1}N.

显然投影映射 Πq 为满射. 对于 x ∈ Iq, Π
−1
q (x) 为 x 的全体 q- 展式. 令

ϕq,k(x) = qx− k, k = 0, 1.

映射 ϕq,k 对于刻画数 x ∈ Iq 的 q-展式起到至关重要的作用: 数 x ∈ Iq 具有以 0开头的 q-展式当且仅

当 ϕq,0(x) = qx ∈ Iq,数 x ∈ Iq 具有以 1开头的 q-展式当且仅当 ϕq,1(x) = qx−1 ∈ Iq. 于是,数 x ∈ Iq

既有以 0 开头的 q- 展式又有以 1 开头的 q- 展式当且仅当 x ∈ Jq. 由此可知, 如果 x ∈ Iq 的贪婪 q-

展式以 0 开头, 则 x ∈ [0, 1/q); 如果 x 的拟贪婪 q- 展式 a(x) = (ai(x)) 以 0 开头并且 σ(ai(x)) ≺ α(q),

则 x ∈ [0, 1/q). 事实上, 由引理 2.2 可知 σ(ai(x)) 仍为拟贪婪 q- 展式. 于是, a(x) = (ai(x)) 以 0 开头

并且 σ(ai(x)) ≺ α(q) 说明 qx < 1, 故有 x ∈ [0, 1/q).

此外, 对于 (ai) ∈ {0, 1}N 及正整数 ℓ, 有

Πq(σ
ℓ(ai)) = ϕq,aℓ

◦ ϕq,aℓ−1
◦ · · · ◦ ϕq,a1(Πq((ai))),

这里 σ 为 {0, 1}N 中的左移位映射. 这意味着, 若 (ai) ∈ {0, 1}N 为数 x ∈ Iq 的一个 q- 展式, 则对任意

正整数 ℓ, 有

ϕq,aℓ
◦ ϕq,aℓ−1

◦ · · · ◦ ϕq,a1
(x) ∈ Iq.

接下来在 q 明确的前提下, 我们通常将映射 Πq 简写为 Π, 将映射 ϕq,k(x) 简记为 ϕk(x).

下面的引理给出了集合 B3 的一个刻画.

引理 3.1 设 q ∈ (G, 2), 则 q ∈ B3 当且仅当 1 ∈ Uq − U2
q 或 −1 ∈ Uq − U2

q .

证明 我们先证明充分性.

情形 1 1 ∈ Uq − U2
q . 设 1 = z − x, 其中 z ∈ Uq, x ∈ U2

q . 下面证明 y := z
q ∈ U3

q .

因为 y = z
q = 1

q + x
q . 于是有

ϕ0(y) = qy = z ∈ Uq 且 ϕ1(y) = qy − 1 = x ∈ U2
q .

这说明 y 恰好具有三个 q- 展式, 分别是一个以 0 开头和两个以 1 开头的 q- 展式. 因此 y = z
q ∈ U3

q .

情形 2 −1 ∈ Uq − U2
q . 设 −1 = z − x, 其中 z ∈ Uq, x ∈ U2

q . 下面证明 y := x
q ∈ U3

q .

因为 y = x
q = 1

q + z
q , 于是有

ϕ0(y) = qy = x ∈ U2
q 且 ϕ1(y) = qy − 1 = z ∈ Uq.

5
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这说明 y 恰好具有三个 q- 展式, 分别是两个以 0 开头和一个以 1 开头的 q- 展式. 因此 y = x
q ∈ U3

q .

下面证明必要性. 设 q ∈ B3. 任取一个 x ∈ U3
q , 它的三个 q- 展式分别是 (ai), (bi) 和 (ci). 不失一

般性, 假设

a1 = 0, b1 = c1 = 1 或 a1 = 1, b1 = c1 = 0.

情形 1 a1 = 0, b1 = c1 = 1. 于是, ϕ0(x) = qx ∈ Uq 且 ϕ1(x) = qx− 1 ∈ U2
q , 即 1 = qx− (qx− 1)

∈ Uq − U2
q .

情形 2 a1 = 1, b1 = c1 = 0. 于是, ϕ0(x) = qx ∈ U2
q 且 ϕ1(x) = qx− 1 ∈ Uq, 即 −1 = (qx− 1)− qx

∈ Uq − U2
q .

称 x ∈ Iq 的一个 q- 展式 (ci) 是懒惰 q- 展式, 如果它的反射 (ci) 是
1

q−1 − x 的贪婪 q- 展式. 于

是, 若 x ∈ Iq 的懒惰 q- 展式以 1 开头, 则 x ∈ (1/(q(q − 1)), 1/(q − 1)]. 回顾我们使用 σ 表示 {0, 1}N

中的左移位映射.

命题 3.1 设 q ∈ (G, 2), 则 q ∈ B3 当且仅当存在一个长度为 n > 1 的词 d = d1 · · · dn 和三个序
列 (ai), (bi), (ci) ∈ U ′

q 满足下列陈述之一:

(i) Π(1d0(bi)) = Π(1d1(ci)) = Π(0(ai)) 且对任意 1 6 k 6 n, 有

Π(σk(1d0(bi))) /∈ Jq, Π(σk(1d1(ci))) /∈ Jq; (3.1)

(ii) Π(0d0(bi)) = Π(0d1(ci)) = Π(1(ai)) 且对任意 1 6 k 6 n, 有

Π(σk(0d0(bi))) /∈ Jq, Π(σk(0d1(ci))) /∈ Jq. (3.2)

注 3.1 在命题 3.1中,验证条件 (3.1) (或 (3.2))是一件麻烦的事. 注意到 Π(1d0(bi)) = Π(1d1(ci))

(或 Π(0d0(bi)) = Π(0d1(ci)))表明序列 d0(bi) 与 d1(ci) 是同一个数 Π(d0(bi)) =: x 的两个不同 q- 展式.

于是, 若序列 d1(ci) 与 d0(bi) 恰好分别为 x 的贪婪及懒惰 q- 展式, 则根据贪婪与懒惰展式的定义可

知 (3.1) (或 (3.2)) 成立.

证明 命题 3.1 的充分性显然成立. 事实上, (i) 表明 x = Π(1d0(bi)) 恰好具有三个 q- 展式, 它们

分别为 1d0(bi), 1d1(ci) 和 0(ai). 同样地, (ii) 表明 y = Π(0d0(bi)) 恰好具有三个 q- 展式, 它们分别为

0d0(bi), 0d1(ci) 和 (ai). 于是, 得到 q ∈ B3.

下面证明命题 3.1 的必要性. 假设 q ∈ B3, 则存在 u ∈ Iq, 它恰好具有三个 q- 展式, 它们分别为

(xi), (yi) 和 (zi). 不妨假设 x1 = 0, y1 = z1 = 1 或 x1 = 1, y1 = z1 = 0.

情形 1 x1 = 0, y1 = z1 = 1. 记 (ai) = σ((xi)), 则 (xi) = 0(ai) 且 (ai) ∈ U ′
q. 由于 (yi) ̸= (zi), 所

以 (yi) 和 (zi) 可以写成 (yi) = 1d0(bi) 和 (zi) = 1d1(ci), 其中 d 是长度为 n > 1 的词 (若为空词, 即

n = 0, 此时可以验证等式 Π(1d0(bi)) = Π(1d1(ci)) = Π(0(ai)) 不会成立).

故当 1 6 k 6 n时,均有Π(σk(yi)) = Π(σk(zi)) /∈ Jq. 然而Π(0(bi)) = Π(σn+1(yi)) = Π(σn+1(zi)) =

Π(1(ci)) ∈ Jq. 由于 u 只有三个 q- 展式, 故 (bi), (ci) ∈ U ′
q.

情形 2 x1 = 1, y1 = z1 = 0. 记 (ai) = σ((xi)), 则 (xi) = 1(ai) 且 (ai) ∈ U ′
q. 由于 (yi) ̸= (zi), 所

以 (yi) 和 (zi) 可以写成 (yi) = 0d0(bi) 和 (zi) = 0d1(ci), 其中 d 为长度为 n > 1 的词. 故当 1 6 k 6 n

时, 均有 Π(σk(yi)) = Π(σk(zi)) /∈ Jq. 然而 Π(0(bi)) = Π(σn+1(yi)) = Π(σn+1(zi)) = Π(1(ci)) ∈ Jq. 由

于 u 只有三个 q- 展式, 故 (bi), (ci) ∈ U ′
q.

引理 3.2 集合 U \ {2} ⊂ B3.

6
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证明 任取一个 q ∈ U \ {2}. 记 α(q) = (αi(q)), k 是满足 αk(q) = 0 的最小正整数. 令

(ai) = α1(q) · · ·αk−1(q)(αk(q) + 1)αk+1(q) · · · , (bi) = α(q), (ci) = 0∞, d = 0k−1.

显然 (bi), (ci) ∈ U ′
q. 下面验证 (ai) ∈ U ′

q. 由 (ai) 的定义及引理 2.4(i) 可得

ai+1ai+2 · · · 4 αi+1(q)αi+2(q) · · · ≺ α(q).

由于 α(q)是唯一 q-展式,故 αk+1(q)αk+2(q) · · · 也是唯一 q-展式. 注意到 (ai) = 1kαk+1(q)αk+2(q) · · · ,
从而当 ai = 0 时,

ai+1ai+2 · · · ≺ α(q).

由引理 2.3, 得到 (ai) ∈ U ′
q.

下面验证序列 0(ai), 1d0(bi) 和 1d1(ci) 满足命题 3.1(i). 首先, 不难验证 Π(0(ai)) = Π(1d0(bi)) =

Π(1d1(ci)) =
1
q + 1

qk+1 . 其次, 对任意 1 6 i 6 k − 1, 有

Π(σi(1d0(bi))) 6
1

q2
, Π(σi(1d1(ci))) 6

1

q2
,

即命题 3.1 中的 (3.1) 成立.

注 3.2 上述引理 3.2也可以直接使用引理 3.1得到. 事实上,我们有 1 = Π((ai))− 1
qk
,而 1

qk
∈ U2

q ,

因为它只有两个 q- 展式: 0k−110∞ 和 0kα(q).

引理 3.3 集合 U \ U ⊂ B3.

证明 设 q ∈ U \ U . 由引理 2.5(ii) 知, 存在一个词 a1 · · · am 满足 α(q) = (a1 · · · am)∞, 并且

m > 3 是 α(q) 的最小正周期. 于是, β(q) = a1 · · · am−1a
+
m0∞. 由引理 2.2(ii) 有 σi(β(q)) ≺ β(q), 从而

有 ai+1 · · · a+m 4 a1 · · · am−i. 因为 q ∈ U \ U , 所以由引理 2.5(i) 知存在一个 q > p ∈ U 满足

α1(p) · · ·αm(p) = α1(q) · · ·αm(q) = a1 · · · am.

取 d = a1 · · · am−1, (bi) = a1 · · · a+mα(p), (ci) = 0mα(p) 及 (ai) = 1ma1 · · · a+mα(p). 我们将验证

(ai), (bi), (ci) ∈ U ′
q, 并且 1d0(bi), 1d1(ci) 和 0(ai) 满足命题 3.1(i). 因为 α(p) 是唯一 q- 展式, 从而

α(p) 是也唯一 q- 展式, 因此根据引理 2.3 得 (ci) ∈ U ′
q. 由引理 2.4(ii) 可知, 对每个 0 < i < m 有

ai+1 · · · a+m ≺ ai+1 · · · am 4 a1 · · · am−i. (3.3)

于是, 对每个 0 < i < m 有 σi((bi)) ≺ α(q). 当 0 < i < m 时,

σi((bi)) = ai+1 · · · a+ma1 · · · aiαi+1(p)αi+2(p) · · ·

4 a1 · · · amα(p) ≺ a1 · · · amα(q) = α(q).

由引理 2.1 和 2.4(i) 知, 对所有的 i > 0 有

α(q) ≺ α(p) 4 σi(α(p)) 4 α(p) ≺ α(q), (3.4)

因此 (bi) ∈ U ′
q. 并且由引理 2.3 有 (ai) ∈ U ′

q. 由于

Π(0(bi)) = Π(1(ci)) = (10mα(p))q,

7
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从而得到

Π(1d0(bi)) = Π(1d1(ci)) = Π(0(ai)) = (1a1 · · · am0mα(p))q.

下面证明 d0(bi) = a1 · · · a+ma1 · · · a+mα(p) 和 d1(ci) = a1 · · · am0mα(p) 分别是 Π(d0(bi)) 的懒惰和贪婪

q- 展式. 由 (3.3) 有 ai+1 · · · am0i 4 α1(q) · · ·αm(q), 所以根据 (3.4) 和引理 2.2(ii) 可知 d1(ci) 是贪婪

展式. 为了证明 d0(bi) 是懒惰展式, 只需要证明 d0(bi) = a1 · · · a+ma1 · · · a+mα(p) 是贪婪展式. 1 的贪婪

展式是 β(q) = a1 · · · a+m0∞. 由贪婪展式的性质知 σi(β(q)) ≺ β(q). 对每个 0 < i < m, 有

ai+1 · · · am ≺ ai+1 · · · a+m 4 a1 · · · am−i.

所以 ai+1 · · · a+ma1 · · · a+mα(p) ≺ α(q). 再次利用 (3.3), 对每个 0 6 i < m, 有

ai+1 · · · a+mα(p) ≺ α(q).

于是, 根据引理 2.2 可知 d0(bi) 是贪婪展式.

定理 3.1 集合 V \ {G, 2} ⊂ B3.

证明 由引理 3.3 和 3.2, 只需要证明 V \ (U ∪ {G}) ⊂ B3. 任取 q ∈ V \ (U ∪ {G}), 由引理 2.4(iii)

和 2.5(iii) 有

α(q) = (a1 · · · a+ma1 · · · a+m)∞, β(q) = a1 · · · a+ma1 · · · am0∞,

且

α(q) 4 σi(α(q)) 4 α(q), (a1 · · · am)∞ 4 σi((a1 · · · am)∞) 4 (a1 · · · am)∞. (3.5)

令

d = a1 · · · a+ma1 · · · am−1, (ai) = 12ma1 · · · a+m(a1 · · · am)∞

和

(bi) = a1 · · · a+m(a1 · · · am)∞, (ci) = 02m(a1 · · · am)∞.

我们将验证 (ai), (bi), (ci) ∈ U ′
q, 并且 1d0(bi), 1d1(ci) 和 0(ai) 满足命题 3.1(i).

首先, 注意到由 (3.5) 可得

ai+1 · · · a+ma1 · · · ai 4 a1 · · · am−iam−i+1 · · · am ≺ a1 · · · am−iam−i+1 · · · a+m

且

ai+1 · · · a+m ≺ ai+1 · · · am 4 a1 · · · am−i. (3.6)

于是, 当 0 < i < m 时, 有 α(q) ≺ σi((bi)) ≺ α(q). 其次,

ai+1 · · · ama1 · · · ai 4 a1 · · · am−iam−i+1 · · · am ≺ a1 · · · am−iam−i+1 · · · a+m,

ai+1 · · · am ≺ ai+1 · · · a+m 4 a1 · · · am−i.
(3.7)

于是, 当 m 6 i 时, 有 α(q) ≺ σi((bi)) ≺ α(q). 因此, 由引理 2.3 知 (ai), (bi), (ci) ∈ U ′
q. 易验证

Π(1d0(bi)) = Π(1d1(ci)) = Π(0(ai)) = (1a1 · · · a+ma1 · · · a+m02m(a1 · · · am)∞)q.

最后, 由 (3.6) 和 (3.7) 可得 d1(ci) 和 d0(bi) 是贪婪展式.

8
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4 Bj 的刻画

本节给出 Bj 的刻画, j > 4. 回顾 U j
q 表示有且仅有 j 个 q- 展式的数构成的集合, 用 U ′

q,j 表示 Uj
q

中的数所对应的 q- 展式集合.

引理 4.1 给定 j > 4 及 q ∈ (G, 2), 则 q ∈ Bj 当且仅当存在正整数 m 和 n 满足 m+ n = j 使得

1 ∈ Um
q − Un

q 或 −1 ∈ Um
q − Un

q .

证明 先证充分性. 假设 1 ∈ Um
q − Un

q , 从而可以选择某个 x ∈ Un
q 使得 1 + x ∈ Um

q .

取 y = 1+x
q , 下面验证 y ∈ Uj

q . 首先易验证 y ∈ Jq, 于是 y 的 q 展式的第一个数字可以选择 0, 也

可以选择 1. 若选择数字 0, 则由 ϕ0(y) = qy = x+ 1 ∈ Um
q 可知 y 以 0 开头的 q 展式只有 m 个. 若选

择数字 1, 则由 ϕ1(y) = qy − 1 = x ∈ Un
q 可知 y 以 1 开头的 q 展式只有 n 个. 这样得到 y ∈ Uj

q .

假设 −1 ∈ Um
q − Un

q , 可用类似方法找到数 y, 它落在 Uj
q 中.

接下来证明必要性. 取定一个 q ∈ Bj , 则存在 x ∈ Uj
q , 它恰好有 j 个展式为 (a1k), (a

2
k), . . . , (a

j
k) 并

且这 j 个展式既有以 0 开头的, 也有以 1 开头的. 不妨假设 a11 = · · · = am1 = 0, am+1
1 = · · · = aj1 = 1

(或 a11 = · · · = am1 = 1, am+1
1 = · · · = aj1 = 0), 从而有 ϕ0(x) = qx ∈ Um

q 且 ϕ1(x) = qx − 1 ∈ Un
q (或

ϕ1(x) = qx− 1 ∈ Um
q 且 ϕ0(x) = qx ∈ Un

q ). 因此 1 ∈ Um
q − Un

q 或 −1 ∈ Um
q − Un

q , 其中正整数 m 和 n

满足 m+ n = j.

上述引理 4.1 告诉我们, 对于给定的 q ∈ (G, 2) 和 j > 4, x ∈ U j
q 当且仅当存在正整数 m 和 n

(m+ n = j), 一个长度为 N > 0 的词 d ∈ {0, 1}N (N = 0 时为空词) 及 (ai) ∈ U ′
q,m, (bi) ∈ U ′

q,n 满足

x = Π(d1 · · · dN0(ai)) = Π(d1 · · · dN1(bi))

以及

Π(σk(d1 · · · dN0(ai))),Π(σ
k(d1 · · · dN1(bi))) /∈ Jq 对每个 0 6 k < N 成立.

引理 4.1 也可以写成如下形式.

命题 4.1 设 q ∈ (G, 2) 和 j > 4, 则 q ∈ Bj 当且仅当存在两个正长度的词 u ∈ {0, 1}n1 , v

∈ {0, 1}n2 和序列 (aki ) ∈ U ′
q,mk

(mk ∈ Z>0 且 m1 +m2 +m3 +m4 = j) 满足

Π(1u0(a1i )) = Π(1u1(a2i )) = Π(0v0(a3i )) = Π(0v1(a4i )) (4.1)

以及

Π(σk(1u0(a1i ))),Π(σ
k(1u1(a2i ))) /∈ Jq, 1 6 k 6 n1,

Π(σℓ(0v0(a3i ))),Π(σ
ℓ(0v1(a4i ))) /∈ Jq, 1 6 ℓ 6 n2.

(4.2)

这里若某个 mk = 0, 应理解为对应的序列 (aki ) 不存在.

注 4.1 在 m1 和 m2 均为正整数情形, 若 u0(a1i ) 和 u1(a2i ) 分别是数 Π(u0(a1i )) (= Π(u1(a2i )))

的懒惰 q- 展式和贪婪 q- 展式, 则 (4.2) 中的第一个条件成立. 同样, 在 m3 和 m4 均为正整数的情形,

若 v0(a3i ) 和 v1(a4i ) 分别是数 Π(v0(a3i )) (= Π(v1(a4i ))) 的懒惰 q- 展式和贪婪 q- 展式, 则 (4.2) 中的第

二个条件成立.

证明 现在证明命题 4.1 的充分性. 不妨假设 mk, k = 1, 2, 3, 4 均为正整数, 对于有取 0 的情形,

可以同法讨论. 记 x = Π(1u0(a1i )), 则等式 Π(1u0(a1i )) = Π(1u1(a2i )) 及 (4.2) 中的第一个条件说明 x

9
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仅有 m1 +m2 个以 1 开头的 q- 展式. 而等式 Π(0v0(a3i )) = Π(0v1(a4i )) 及 (4.2) 中的第二个条件说明

x 仅有 m3 +m4 个以 0 开头的 q- 展式. 于是 q ∈ Bj .

下面证明命题 4.1 的必要性. 取 q ∈ Bj , 则存在 x ∈ Uj
q . 不妨假设 x 有 1 6 α < j 个以 1 开头的

q- 展式, 同时具有 β = j − α 个以 0 开头的 q- 展式.

(i)假设 α > 1, β > 1. 对于 x的以 1开头的 q-展式,设它们的开头公共部分为词 1u = 1u1 · · ·un1 .

对于 x 的以 0 开头的 q- 展式, 设它们的开头公共部分为词 0v = 0v1 · · · vn2 . 令

y = ϕun1
◦ ϕun1−1 ◦ · · · ◦ ϕu1 ◦ ϕ1(x), z = ϕvn2

◦ ϕvn2−1 ◦ · · · ◦ ϕv1 ◦ ϕ0(x),

则 y, z ∈ Jq. 于是 y 恰有 α 个 q- 展式, 设其中 m1 > 1 个以 0 开头, m2 > 1 个以 1 开头. 这样就有

ϕ0(y) ∈ Um1
q , ϕ1(y) ∈ Um2

q . 从而存在 (a1i ) ∈ U ′
q,m1

, (a2i ) ∈ U ′
q,m2
满足 ϕ0(y) = Π((a1i )), ϕ1(y) = Π((a2i )).

综上得到

x = Π(1u0(a1i )) = Π(1u1(a2i )). (4.3)

对 z 重复上述推导可得 (a3i ) ∈ U ′
q,m3

, (a4i ) ∈ U ′
q,m4

, m3,m4 > 1, 使得 x = Π(1v0(a3i )) = Π(0v1(a4i )). 于

是, (4.1) 成立. 此外, 上述推理表明 (4.2) 成立.

(ii) 假设 α > 1, β = 1. 由上述论述可知, x 有 α (= j − 1) 个以 1 开头的 q- 展式, 它们的开头

公共部分为词 1u = 1u1 · · ·un1 . 重复上面推理可以得到 (4.3). 此外, x 有 β = 1 个以 0 开头的 q- 展

式, 即 ϕ0(x) ∈ U1
q . 于是, ϕ0(x) = Π((bi)), (bi) ∈ U ′

q,1. 记 (bi) = v0(a3i ), (a
3
i ) ∈ U ′

q,1 或 (bi) = v1(a4i ),

(a4i ) ∈ U ′
q,1. 这样有

Π(1u0(a1i )) = Π(1u1(a2i )) = Π(0v0(a3i )) 或 Π(1u0(a1i )) = Π(1u1(a2i )) = Π(0v1(a4i )).

最后必须指出 u 和 v 必须具有正的长度, 否则等式 (4.1) 不能成立. 对于 α = 1 和 β > 1, 可以同法

证明.

回顾 U 的闭包 U 的有关结果. 首先 U 是 Cantor 集, 并且 (1, 2) \ U = ∪(q0, q∗0), 其中 (q0, q
∗
0) 是连

通分支, q0 取遍 {1}∪ (U \U), q∗0 取遍 U 的真子集 U∗ (参见文献 [8]). 此外, U∗ 中的数都是超越数 (参

见文献 [23]). 对每个连通分支 (q0, q
∗
0), 1 的拟贪婪展式 α(q∗0) 是一个 Thue-Morse 型序列

α(q∗0) = a1 · · · a+ma1 · · · ama1 · · · a+ma1 · · · a+m · · · , (4.4)

其中, 当 q0 ̸= 1 时, α(q0) = (a1 · · · am)∞, m > 2; 当 q0 = 1 时, α(q) = (a1 · · · am)∞, q ∈ V ∩ (1, qKL).

称一个序列 (τi) 是由 a1 · · · am 生成的 Thue-Morse 型序列, 如果 τ1 · · · τm = a1 · · · a+m 且

τ2nm+1 · · · τ2n+1m = τ1 · · · τ2nm+ 对每个 n = 0, 1, . . . 成立.

关于 Thue-Morse 型序列更多内容参见文献 [1, 6, 22].

通过观察定义 (4.4), 可以发现 α(q∗0) 中从第 km + 1 项到第 (k + 2)m 项 (k 为非负整数) 所组成

的词共有以下几种形式:

a1 · · · a+ma1 · · · am, a1 · · · a+ma1 · · · a+m, a1 · · · ama1 · · · a+m,

a1 · · · a+ma1 · · · am, a1 · · · a+ma1 · · · a+m, a1 · · · ama1 · · · a+m.

10



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 8 期

引理 4.2 设 q∗0 ∈ U∗, 它的拟贪婪展式 α(q∗0) = (λi) 是由 a1 · · · am 生成的 Thue-Morse 型序列.

记 u = a1 · · · a+m, v = a1 · · · am. 则对每个 0 6 i 6 m− 1, 有

σi(uv) 4 λ1 · · ·λ2m−i, σi(uu) ≺ λ1 · · ·λ2m−i, σi(vu) ≺ λ1 · · ·λ2m−i,

σi(uv) ≺ λ1 · · ·λ2m−i, σi(uu) ≺ λ1 · · ·λ2m−i, σi(vu) ≺ λ1 · · ·λ2m−i.

证明 由已知可知, q∗0 ∈ U∗ 是某个连通分支 (q0, q
∗
0) 的右端点, 它的拟贪婪展式 α(q∗0) = (λi) 由

(4.4)表出,是由 a1 · · · am 生成的 Thue-Morse型序列. 注意到 α(q) = (a1 · · · am)∞, β(q) = a1 · · · a+m0∞,

q ∈ V \ U . 由引理 2.4(ii)、2.4(iii) 和引理 2.2(ii) 知, 对每个 i > 0 有

(a1 · · · am)∞ 4 σi((a1 · · · am)∞) 4 (a1 · · · am)∞

和 σi(β(q0)) ≺ β(q0). 所以

a1 · · · am−i 4 ai+1 · · · am ≺ ai+1 · · · a+m 4 a1 · · · am−i, (4.5)

即

ai+1 · · · a+ma1 · · · ai ≺ a1 · · · a+m和ai+1 · · · a+m ≺ a1 · · · am−i.

设 ηi := λ1 · · ·λ2m−i, 因此可以得出 σi(uv) 4 ηi, σ
i(uu) ≺ ηi, σ

i(uv) ≺ ηi, σ
i(uu) ≺ ηi. 第一个不等式

σi(uv) 4 ηi 等号成立当且仅当 i = 0. 最后两个不等式 σi(vu) ≺ ηi 和 σi(vu) ≺ ηi 可以由 (4.5) 直接

得到.

引理 4.3 集合 U∗ ⊂ Bj , j > 3.

证明 任取 q ∈ U∗, 则 α(q) = (λi) 具有表达式 (4.4). 设 k 是满足 λk = 0 的最小正整数. 首

先递归地定义一个非负整数序列 (nt)t>1 : 令 n1 = n2 = n3 = 0; 对 t > 4, 令 nt = 3 · 4t−4m. 记 St

=
∑t

i=1 ni. 于是, S1 = S2 = S3 = 0, St = (4t−3 − 1)m, t > 3. 对于正整数 j > 4, 令

Aj
1 = 1λ1 · · ·λSj0

k−110∞,

Aj
2 = 1λ1 · · ·λSj0

k(λi),

Aj
t = 1λ1 · · ·λ+

Sj−St
1StλSt+1 · · ·λSt+k−1(λSt+k + 1)λSt+k+1 · · · , 3 6 t 6 j − 1,

Aj
j = 01SjλSj+1 · · ·λSj+k−1(λSj+k + 1)λSj+k+1 · · · .

(4.6)

需要指出的是 λSt+k = λSj+k = 0, 故上面定义有意义. 接下来证明

Π(Aj
1) = Π(Aj

2) = · · · = Π(Aj
j) =: zj , (4.7)

并且 zj 只有 (4.7) 中这 j 种 q- 展式, 从而 q ∈ Bj .

我们使用归纳法加以证明. 当 j = 4 时, 有 S4 = 3m, 故

A4
1 = 1λ1 · · ·λ3m0k−110∞,

A4
2 = 1λ1 · · ·λ3m0k(λi),

A4
3 = 1λ1 · · ·λ+

3mλ1 · · ·λk−1(λk + 1)λk+1 · · · ,

A4
4 = 013mλ3m+1 · · ·λ3m+k−1(λ3m+k + 1)λ3m+k+1 · · · .

(4.8)

11
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首先, 易于看出

Π(A4
1) = Π(A4

2) = Π(1λ1 · · ·λ3m0k−110∞) =: z4.

其次, 有

Π(A4
3) = Π(1λ1 · · ·λ+

3mλ1 · · ·λk−1(λk + 1)λk+1 · · · )

= Π(1λ1 · · ·λ3m−1(λ3m − 1)0∞) + Π(03m10k−110∞)

= Π(1λ1 · · ·λ3m0k−110∞) = z4

以及

Π(A4
4) = Π(013mλ3m+1 · · ·λ3m+k−1(λ3m+k + 1)λ3m+k+1 · · · )

= Π(0(λ1 + λ1) · · · (λ3m + λ3m)λ3m+1 · · ·λ3m+k−1(λ3m+k + 1)λ3m+k+1 · · · )

= Π(0(λi)) + Π(0λ1 · · ·λ3m0k−110∞)

= Π(1λ1 · · ·λ3m0k−110∞) = z4.

这验证了 (4.7) 当 j = 4 时成立.

下面说明 z4 只有 (4.8) 中这 4 种 q- 展式. 注意到

σ(A4
1) = λ1 · · ·λ3m0k−110∞ = uvu0k−110∞,

σ(A4
3) = λ1 · · ·λ+

3mλ1 · · ·λk−1(λk + 1)λk+1 · · · = uvv0kλk+1λk+2 · · ·,

这里 u 和 v 的定义见引理 4.2. 由引理 4.2 可知, 当 0 < i < 2m 时有

σi(uvu0k−110∞) ≺ (λi), σi(uvv0kλk+1λk+2 · · ·) ≺ (λi).

此外, 有 0k−110∞ ≺ uv0∞, 0kλk+1λk+2 · · · ≺ (λi) = uv · · · . 因此, 当 2m 6 i < 3m 时, 由引理 4.2 得

σi(uvu0k−110∞) ≺ σi(uvuuv0∞) ≺ (λi),

σi(uvv0kλk+1λk+2 · · ·) ≺ σi(uvv(λi)) = σi(uvvuv · · · ) ≺ (λi).

当 i > 3m 时, 可直接验证 σi(uvu0k−110∞) ≺ (λi), σ
i(uvv0kλk+1λk+2 · · ·) ≺ (λi), 所以由引理 2.2 得

σ(A4
1) 和 σ(A4

3) 是贪婪展式. 最后不难验证

0∞, (λi), λ1 · · ·λk−1(λk + 1)λk+1 · · · , 13mλ3m+1 · · ·λ3m+k−1(λ3m+k + 1)λ3m+k+1 · · · ∈ U ′
q.

因此根据命题 4.1 和注 4.1 可知 z4 只有上面 (4.8) 中 4 种 q- 展式, 故 q ∈ B4.

假设对某个 j = r > 4 结论成立. 下面证明 q ∈ Br+1. 由 (4.6) 可得

Ar+1
r+1 = 01Sr+1λSr+1+1 · · ·λSr+1+k−1(λSr+1+k + 1)λSr+1+k+1 · · · .

因为 ni = 3 · 4i−4m, 设 θi = λ1 · · ·λ4i−4m, 根据 Thue-Morse 型序列 (λi) 定义, λ1 · · ·λ3·4i−4m =

θiθi
+
θi, 所以 λ3·4i−4m = λ4i−4m. 此外, 从 (λi) 的构造可以看出, 对每个 j > 0 有 λ4jm = 1, 因此

λni = λ4i−4m = 0 对每个 i > 4 成立.

12
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另外, λ1 · · ·λSr = λ1 · · ·λ(4r−3−1)m. 设 ωr = λ1 · · ·λ4r−3m,再次根据 Thue-Morse型序列 (λi)的构

造知 λ1 · · ·λ4r−2m = ωrωr
+ωrωr. 于是, λ1 · · ·λ4r−3m = λ3·4r−3m+1 · · ·λ4r−2m,也就有 λ1 · · ·λ(4r−3−1)m =

λ3·4r−3m+1 · · ·λ(4r−2−1)m, 即

λ1 · · ·λSr = λ1 · · ·λ(4r−3−1)m = λ3·4r−3m+1 · · ·λ(4r−2−1)m = λnr+1+1 · · ·λSr+1 .

于是, 得到 λni = 0, i > 4, 以及 λ1 · · ·λSr = λnr+1+1 · · ·λSr+1 . 从而根据 (4.6), 可得

Ar+1
t = 1λ1 · · ·λnr+1−1A

r
t , 1 6 t 6 r. (4.9)

由归纳假设有 Π(Ar
1) = · · · = Π(Ar

r) = Π(1λ1 · · ·λSr0
k−110∞). 从而由 (4.9) 可以得到

Π(Ar+1
1 ) = · · · = Π(Ar+1

r ) = Π(1λ1 · · ·λnr+1−1A
r
1).

此外,

Π(Ar+1
r+1) = Π(01Sr+1λSr+1+1 · · ·λSr+1+k−1(λSr+1+k + 1)λSr+1+k+1 · · · )

= Π(0(λ1 + λ1) · · · (λSr+1 + λSr+1)λSr+1+1 · · ·λSr+1+k−1(λSr+1+k + 1)λSr+1+k+1 · · · )

= Π(1λ1 · · ·λSr+10
k−110∞) = Π(Ar+1

1 ) =: zr+1.

下面说明 zr+1 只有上面 r + 1 种 q- 展式. 注意到

σ(Ar+1
1 ) = λ1 · · ·λnr+1−1A

r
1 = λ1 · · ·λSr+10

k−110∞

= λ1 · · ·λSr+1λ1 · · ·λk0
∞

= λ1 · · ·λSr+1λSr+1+1 · · ·λSr+1+k0
∞

≺ λ1 · · ·λSr+1λSr+1+1 · · ·λSr+20
∞.

由 (λi) 唯一性和引理 2.2 可得 σ(Ar+1
1 ) 是贪婪展式. 此外,

σ(Ar+1
r ) = λ1 · · ·λnr+1−1Ar

r

= λ1 · · ·λnr+1−110
SrλSr+1 · · ·λSr+k−1(λSr+k + 1)λSr+k+1 · · ·

= λ1 · · ·λnr+1−1λ
+
nr+1

0SrλSr+1 · · ·λSr+k−1(λSr+k + 1)λSr+k+1 · · ·.

已经证明了当 r = 4 时有 σi(λ1 · · ·λ+
n4
0kλk+1λk+2 · · ·) ≺ (λi). 类似地, 当 r = 5 时同样可以用引理 4.2

得到 σi(λ1 · · ·λ+
n5
0S4) ≺ λ1 · · ·λ15m−i 对每个 0 < i < 15m 成立. 假设对某个 r > 5 及 0 < i < Sr 有

σi(λ1 · · ·λ+
nr
0Sr−1) ≺ λ1 · · ·λSr−i.

我们说明 σi(λ1 · · ·λ+
nr+1

0Sr ) ≺ λ1 · · ·λSr+1−i 对每个 0 < i < Sr+1 也成立. 回顾 nr = 3 · 4r−4m 和

θr = λ1 · · ·λ4r−4m, 则

λ1 · · ·λ+
nr

= θrθr
+
θr

+
及 λ1 · · ·λ+

nr+1
= θrθr

+
θrθrθrθ

−
r θrθr

+
θrθ

−
r θrθr

+
.

13
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于是,

σi(λ1 · · ·λ+
nr+1

) ≺ σi(λ1 · · ·λ+
nr
0Sr−1) ≺ (λi), 当 0 < i < 4r−4m 时,

σi(λ1 · · ·λ+
nr+1

) ≺ σi(λ1 · · ·λ+
nr
0Sr−1) ≺ (λi), 当 4r−4m 6 i < 2 · 4r−4m 时,

σi(λ1 · · ·λ+
nr+1

) ≺ σi(λ1 · · ·λ+
nr
0Sr−1) ≺ (λi), 当 2 · 4r−4m 6 i < 3 · 4r−4m 时,

σi(λ1 · · ·λ+
nr+1

) ≺ (λi), 当 i = 3 · 4r−4m 时,

σi(λ1 · · ·λ+
nr+1

) ≺ σi−3·4r−4m(λ1 · · ·λ+
nr
0Sr−1) ≺ (λi), 当 3 · 4r−4m < i < 4r−3m 时.

对于 4r−3m 6 i < 12 · 4r−4m 的其他情形, 同理可得 σi(λ1 · · ·λ+
nr+1

0Sr ) ≺ (λi). 最后可由 (λi) 的唯

一性得到当 i > Sr+1 时 σi(Ar+1
r ) ≺ (λi), 所以由引理 2.2 可知 σ(Ar+1

r ) 是贪婪 q- 展式. 同时不难

验证 σ(Ar+1
r+1) 是唯一 q- 展式, 因此根据命题 4.1 和注 4.1 得到 zr+1 只有上面 r + 1 种 q- 展式, 故

q ∈ Br+1.

引理 4.4 集合 U \ U ⊂ Bj , j > 3.

证明 设 q ∈ U \U . 由引理 2.5(ii)知,存在一个词 a1 · · · am 满足 α(q) = (a1 · · · am)∞,其中 m > 2

是 α(q) 的最小正周期. 根据引理 2.5(i), 存在一个 q > p ∈ U 使得 α(p) = (αi(p)) 满足

α1(p) · · ·αm(p) = α1(q) · · ·αm(q) = a1 · · · am.

记 A = a1 · · · am, B = a1 · · · a+m. 对于 j > 4, 令

Aj
1 = 1Aj−20mα(p),

Aj
2 = 1Aj−3BBα(p),

Aj
t = 1Aj−1−tB1(t−2)mBα(p), 3 6 t 6 j − 1,

Aj
j = 01(j−2)mBα(p).

(4.10)

我们将证明

Π(Aj
1) = Π(Aj

2) = · · · = Π(Aj
j) =: zj

并且 zj 只有这 j 种 q- 展式, 从而得到 q ∈ Bj . 我们使用数学归纳法证明这个事实.

首先, 验证 j = 4 的情形. 注意到

A4
1 = 1A20mα(p), A4

2 = 1ABBα(p), A4
3 = 1B1mBα(p), A4

4 = 012mBα(p).

因为 β(q) = a1 · · · a+m0∞, 故有 BB = A0m, 所以 Π(A4
1) = Π(A4

2) =: z4. 其次,

Π(A4
3) = Π(1B1mBα(p)) = Π(1B(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)Bα(p)) = Π(1ABBα(p)) = Π(1A20mα(p))

和

Π(A4
4) = Π(012mBα(p)) = Π(0[(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)]2Bα(p))

= Π(1a1 · · · a+m(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)Bα(p)) = Π(1A20mα(p)).

下面说明 z4 只有上面 4 种 q- 展式. 注意到 σ(A4
1) = A20mα(p), σ(A4

3) = B0mBα(p). 因为 α(q) =

(a1 · · · am)∞, β(q) = a1 · · · a+m0∞, 由引理 2.2(ii) 和 2.4(ii) 可知, 当 0 < i < m 时有

a1 · · · am−i 4 ai+1 · · · am ≺ ai+1 · · · a+m 4 a1 · · · am−i, (4.11)
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所以 ai+1 · · · ama1 · · · ai 4 a1 · · · am, 从而有 σi(A20mα(p)) ≺ α(q). 同理, 当 m 6 i < 2m 时有

σi(A20mα(p)) ≺ α(q). 当 2m 6 i 时, 由 α(p) 唯一性得到同样的结论, 因此根据引理 2.2 可知 σ(A4
1)

是贪婪展式. 我们也可以用类似方法说明 σ(A4
3) 是贪婪展式. 最后从 (4.11) 和 α(p) 唯一性可以得出

σ(A4
4) 是唯一展式. 因此, 根据命题 4.1 和注 4.1 可得 z4 只有上面 4 种 q- 展式, 故 q ∈ B4.

假设当 j = r > 4 时, 结论成立. 当 j = r + 1 时, 由 (4.10) 可知

Ar+1
r+1 = 01(r−1)mBα(p).

注意到 a1 · · · am−11 = a1 · · · am = A, a1 · · · am−10 = a1 · · · a+m = B, 观察 (4.10) 可以得到

Ar+1
t = 1a1 · · · am−1A

r
t , 1 6 t 6 r. (4.12)

由归纳假设 Π(A1) = · · · = Π(Ar) = Π(1Ar−20mα(p)) = zr 及 (4.12) 可得

Π(Ar+1
1 ) = · · · = Π(Ar+1

r ) =: zr+1.

另外, 因为 β(q) = a1 · · · a+m0∞, 所以

Π(Ar+1
r+1) = Π(01(r−1)mBα(p)) = Π(0[(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)]r−1Bα(p))

= Π(1a1 · · · a+m[(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)]r−2Bα(p))

= Π(1a1 · · · ama1 · · · a+m[(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)]r−3Bα(p))

= · · ·

= Π(1(a1 · · · am)r−10mα(p)) = Π(Ar+1
1 ) = zr+1.

下面说明 zr+1 只有 Ar+1
t , 1 6 t 6 r + 1 这 r + 1 种 q- 展式. 注意到 α(q) = (a1 · · · am)∞, β(q) =

a1 · · · a+m0∞, 由引理 2.2(ii) 和 2.4(ii) 可知, 当 0 < i < m 时有

a1 · · · am−i 4 ai+1 · · · am ≺ ai+1 · · · a+m 4 a1 · · · am−i, (4.13)

所以

ai+1 · · · ama1 · · · ai 4 a1 · · · am.

于是, 当 1 < i 6 (r − 1)m 时, 有

σi(Ar+1
1 ) = σi(1Ar−10mα(p)) ≺ (a1 · · · am)∞ = α(q);

当 i > (r − 1)m 时, 由 α(q) 唯一性同样有 σi(Ar+1
1 ) ≺ α(q). 因此 σ(Ar+1

1 ) 是贪婪展式. 另外,

σ(Ar+1
r ) = B0(r−2)mBα(p) = a1 · · · a+m0(r−2)ma1 · · · a+mα(p). 当 0 < i < m 时有 ai+1 · · · a+m0(r−2)m

≺ α1(q) · · ·α(r−2)m+m−i(q), 即

σi(B0(r−2)mBα(p)) = ai+1 · · · a+m0(r−2)mBα(p) ≺ α(q).

当 m 6 i < (r − 1)m 时, 显而易见有 σi(B0(r−2)mBα(p)) ≺ α(q); 当 (r − 1)m 6 i < rm 时, 由 (4.13)

得到相同的不等关系. 当 rm 6 i 时, 同样有类似结论. 因为 α(p) ∈ U ′
q, 所以 σ(Ar+1

r ) 是贪婪展式. 最

后不难验证 σ(Ar+1
r+1) 是唯一展式. 因此, 由命题 4.1 和注 4.1 可知 zr+1 只有上面 r + 1 种 q- 展式, 故

q ∈ Br+1.
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定理 4.1 集合 V \ ({G, 2} ∪ (U \ U∗)) ⊆ Bj , j > 3.

证明 根据引理 4.3 和 4.4, 只需要证明 V \ (U ∪ {G}) ⊂ Bj . 设 q ∈ V \ (U ∪ {G}), 由引理 2.5(iii)

知存在一个词 a1 · · · am,m > 2 满足

α(q) = (a1 · · · a+ma1 · · · a+m)∞, β(q) = a1 · · · a+ma1 · · · am0∞,

其中 (a1 · · · am)∞ 满足 (a1 · · · am)∞ 4 σ((a1 · · · am)∞) 4 (a1 · · · am)∞.

记 A = a1 · · · a+ma1 · · · am, B = (a1 · · · am)∞. 对于 j > 4, 令

Aj
1 = 1(A+)j−202mB,

Aj
2 = 1(A+)j−3AAB,

Aj
t = 1(A+)j−1−tA12m(t−2)AB, 3 6 t 6 j − 1,

Aj
j = 012m(j−2)AB.

(4.14)

我们将证明

Π(Aj
1) = Π(Aj

2) = · · · = Π(Aj
j) =: yj

并且 yj 只有这 j 种 q- 展式, 从而得到 q ∈ Bj . 我们同样使用数学归纳法证明这个事实. 首先验证

j = 4 的情形. 注意到

A4
1 = 1(A+)202mB, A4

2 = 1A+AAB, A4
3 = 1A12mAB, A4

4 = 014mAB.

因为 β(q) = a1 · · · a+ma1 · · · am0∞ = A0∞, 可以得出 AA = A+02m, 所以 Π(A4
1) = Π(A4

2) =: y4. 其次,

Π(A4
3) = Π(1A12mAB) = Π(1A(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)(a1 + a1) · · · (am + am)AB)

= Π(1A+AAB) = Π(1(A+)202mB),

Π(A4
4) = Π(014mAB) = Π(0[(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)(a1 + a1) · · · (am + am)]2AB)

= Π(1A+AAB) = Π(1(A+)202mB).

下面说明 y4 只有上面 4 种 q- 展式. 注意到 σ(A4
1) = (A+)202mB, σ(A4

3) = A02mAB. 回顾 α(q) =

(a1 · · · a+ma1 · · · a+m)∞, β(q) = a1 · · · a+ma1 · · · am0∞, 由引理 2.2(ii), 2.4(iii) 和 2.5(iii) 知, 对于每个 0 < i

< m, 有

a1 · · · am−i 4 ai+1 · · · am ≺ ai+1 · · · a+m 4 a1 · · · am−i. (4.15)

于是, 对于每个 0 < i < m, 有

ai+1 · · · a+m ≺ ai+1 · · · am 4 a1 · · · am−i,

ai+1 · · · a+ma1 · · · ai ≺ a1 · · · am−iam−i+1 · · · a+m.
(4.16)

于是, 当 0 < i < 4m 时, 有 σi((A+)202mB) ≺ α(q). 当 4m 6 i 时, 由 (4.15) 也会有 σi((A+)202mB)

≺ α(q). 因此,由引理 2.2可知 σ(A4
1)是贪婪展式. 我们也可以用类似方法说明 σ(A4

3)是贪婪展式. 最

后再次应用 (4.15) 可以得出 σ(A4
4) 是唯一展式. 因此, 由命题 4.1 和注 4.1 可得 y4 只有上面 4 种 q-

展式, 故 q ∈ B4.
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假设 j = r > 4 时, 结论成立. 当 j = r + 1 时, 由 (4.14), 有

Ar+1
r+1 = 012m(r−1)AB.

注意到 a1 · · · a+ma1 · · · am−11 = a1 · · · a+ma1 · · · a+m = A+, a1 · · · a+ma1 · · · am−10 = a1 · · · a+ma1 · · · am = A,

观察 (4.14) 可以得到

Ar+1
t = 1a1 · · · a+ma1 · · · am−1A

r
t , 1 6 t 6 r. (4.17)

由归纳假设 Π(Ar
t ) = yr 和 (4.17) 可得

Π(Ar+1
1 ) = · · · = Π(Ar+1

r ) =: yr+1.

此外应用 β(q) = a1 · · · a+ma1 · · · am0∞, 可得

Π(Ar+1
r+1) = Π(012m(r−1)AB)

= Π(0[(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)(a1 + a1) · · · (am + am)]r−1AB)

= Π(1A[(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)(a1 + a1) · · · (am + am)]r−2AB)

= Π(1A+A[(a1 + a1) · · · (a+m + a+m)(a1 + a1) · · · (am + am)]r−3AB)

= · · ·

= Π(1(A+)r−102mB) = yr+1.

下面说明 yr+1 只有上面 r + 1 种 q- 展式. 回顾 σ(Ar+1
1 ) = (A+)r−102mB, σ(Ar+1

r ) = A02m(r−2)AB.

于是, 当 1 < i 6 2m(r − 1) 时, 由 (4.16) 有

σi(Ar+1
1 ) = σi(1(A+)r−102mB) ≺ α(q);

当 i > 2m(r − 1) 时, 同样可由 (4.16) 得出 σi(Ar+1
1 ) ≺ α(q), 因此 σ(Ar+1

1 ) 是贪婪展式. 另外, 当

1 < i 6 2m 时, 再次应用 (4.16) 有 σi(Ar+1
r ) < α(q); 当 2m < i 时, 同样有类似结论, 所以 σ(Ar+1

r ) 是

贪婪展式. 最后不难验证 σ(Ar+1
r+1) = 12m(r−1)AB 是唯一展式. 因此由命题 4.1 和注 4.1 可得 yr+1 只

有上面 r + 1 种 q- 展式, 故 q ∈ Br+1.

致谢 作者感谢 Vilmos Komornik 教授对文章提出的有价值的建议.
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conduct further research on the set Bn, n > 3.
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