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第一章 解方程组的基本理论

1.1 Hilbert基定理—约化为有限个方程

1.1.1 背景

• 本课程是《高等代数与解析几何》的延续.

• 本课程的起源是解方程的理论. 即解如下方程组:

(1)


f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

· · · · · · · · ·
fm(x1, x2, · · · , xn) = 0

• 交换代数 (Commutative Algebra)是从代数的角度解方程.

• 代数几何 (Algebraic Geometry)是从几何的角度解方程.

• Hilbert基定理 与零点定理 是基础.

• 线性方程组 (1)的研究工具是线性空间:

L(f1, f2, · · · , fm) = {
m∑
i=1

λifi | λi ∈ K}

通过之前课程的学习, 我们已经知道如上定义的线性空间满足以下性质:

(i) 方程组 (1)无解⇐⇒ 1 ∈ L(f1, f2, · · · , fm). 即存在 λ1, λ2, · · · , λm ∈ K 使得:

λ1f1 + λ2f2 + · · ·+ λmfm = 1

(ii) 若有另一方程组: (2)


g1 = 0

g2 = 0

· · ·
gk = 0

则方程组 (2)与 (1)同解⇐⇒ L(f1, f2, · · · , fm) = L(g1, g2, · · · , gk).

(iii) 若 (1)的解都能够使 f = 0, 则 f ∈ L(f1, f2, · · · , fm).

(iv) (1)的解包含 (2)的解⇐⇒ L(f1, f2, · · · , fm) ⊆ L(g1, g2, · · · , gk)

(v) 若方程组 (1)有解, 则解集是 Kn中的 d−维平面 (d-维仿射空间 , d-维线性流形 · · · )
且满足

d = n− dimL(f1, f2, · · · , fm)

这说明, 解集是Kn中很好的几何体.
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读者也许会问为什么用线性空间 L(f1, f2, · · · , fm)代替线性方程组呢? 因为我们在解线性

方程组的时候用到高斯消元法. 高斯消元法的本质是: 在向量空间 L(f1, f2, · · · , fm)中找

一组基 g1(x1, x2, · · · , xn), g2(x1, x2, · · · , xn), · · · , gn−d(x1, x2, · · · , xn)使得:

L(f1, f2, · · · , fm) = L(g1, g2, · · · , gn−d) ⊆ K[x1, x2, · · · , xn]

而初等变换不会改变上述的向量空间.

• 多项式方程组理论归根究底是环的理想 理论. 如果用消元法化简方程, 有这样的初等变换:

将第 i个方程乘以某个多项式加入到第 j 个方程中去 (j 6= i). 从而等价方程组具有相同的

理想.

I(f1, f2, · · · , fm) = {
m∑
i=1

gifi | gi ∈ K[x1, x2, · · · , xn]}

.

通常我们用 Z(f1, f2, · · · , fm)表示方程组 (1)在Kn中的解集.

Z(f1, f2, · · · , fm) = {(a1, a2, · · · , an) ∈ Kn |


f1(a1, a2, · · · , an) = 0

· · · · · · · · ·
fm(a1, a2, · · · , an) = 0.

}

我们指出如下事实与待解决的问题.

(i) 当K 为代数闭域, 如取K = C时, 则

Z(f1, f2, · · · , fm) = ∅ ⇐⇒ 1 ∈ I(f1, f2, · · · , fm)

注意到当K 并不是代数闭域时, 上述结论并不成立, 例如我们取K = R, 则 Z(x2 + 1) = ∅,
但是 1 /∈ I(x2 + 1) = R[x](x2 + 1). 这里的 R[x]是指一元多项式环.

(ii) 若 I(f1, f2, · · · , fm) = I(g1, g2, · · · , gk). 则 Z(f1, f2, · · · , fm) = Z(g1, g2, · · · , gk). 但这条

性质反过来并不成立. 例如, 取K = C, n = 1. Z(x) = Z(x2), 但 〈x〉 6=
〈
x2
〉
.

问题: 应该如何判断两方程同解?

(iii) 若 〈f1, f2, · · · , fm〉 ⊆ 〈g1, g2, · · · , gk〉, 则Z(f1, f2, · · · , fm) ⊇ Z(g1, g2, · · · , gk).

问题: 如何从方程的角度出发判断一个方程组的解包含另一个?

(iv) 若方程组 (1)有解, 还有以下问题需要解决:

(a) 方程组的解集 Z(f1, f2, · · · , fm)的几何结构是怎样的? 经验告诉我们, 它至少包含一

些点, 一些曲线, 一些曲面.

(b) 如何化简方程? 是否能把方程分解为有限个方程, 使得每一个方程都不能再分解? 事

实上, 此时的解就是一个好的几何对象.

(c) 如果方程不能再分解, 如何定义解集的几何维数?

(v) 如果方程组的解是一条曲线, 或一个曲面,· · · , 如何研究此几何对象? 比如曲线是否光滑,

即是否有奇点, 如果有, 如何消去它?

- 2 -



第一章 解方程组的基本理论

(vi) 通过坐标变换化简方程. 大致说来, 坐标变换有以下四类. 在解析几何 中, 我们使用等距变

换 来化简方程, 即利用正交变换 与平移 ; 在仿射几何 中, 我们用仿射变换 化简方程, 即利

用可逆线性变换与平移; 在射影几何中, 使用射影变换 ;在代数几何中, 我们使用双有理变

换 化简方程.

我们给出2维的射影和双有理变换公式:

(a).射影变换的坐标公式:

当 n = 1时,

x =
ax̄+ b

cx̄+ d

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ 6= 0

当 n = 2时, 
x1 =

a11x1 + a12x2 + a13

a31x1 + a32x2 + a33

x2 =
a21x1 + a22x2 + a23

a31x1 + a32x2 + a33

其中: A = (aij)3×3是可逆的.

(b).双有理变换公式: 
x1 =

h1(x1, x2)

g1(x1, x2)

hi, gi ∈ K[x1, x2]

x2 =
h2(x1, x2)

g2(x1, x2)

它的逆变换也是由有理多项式给出,
x1 =

h1(x1, x2)

g1(x1, x2)
,

hi, gi ∈ K[x1, x2]

x2 =
h2(x1, x2)

g2(x1, x2)

例 1.1.1 通过适当的双有理变换, 可将 4次曲线 y2 = f4(x)化为 3次曲线 y2 = f3(x). �

1.1.2 Hilbert基定理的证明

命题 1.1.1 K[x1, x2, · · · , xn]中的任何理想 I 都是有限生成的, 即存在

f1, f2, · · · , fm ∈ K[x1, x2, · · · , xn]

使得 I = 〈f1, f2, · · · , fm〉.

定义 1.1.1 (Noether环) 如果一个交换环 R的任何理想是有限生成的, 我们就称交换环

R是 Noether环, 亦称 R是 Noether的.

例 1.1.2 我们在近世代数中学习过的域, 主理想整环, 整数集 Z以及数域K 上的一元多

项式环K[x]都是 Noether的. �
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命题 1.1.2 若交换环 R是 Noether的. ϕ : R −→ R′是满同态, 则 R′也是 Noether的.

定理 1.1.1 若交换环 R是 Noether的, 且 x是 R上的不定元, 则多项式环 R[x]也是

Noether的.

证明 若 R[x]不是 Noether的, 则存在 I � R[x]不是有限生成的, 则 I 6= 0. 令 f1 ∈ I 是
I 中次数最小的元素, 因为 deg 0 = ∞, 故 f1 6= 0; 令 f2是 I − 〈f1〉中次数最小者; 依次类推, 令

fk+1是 I − 〈f1, f2, · · · , fk〉中次数最小的元素, 则可无限选下去.

记 deg fk = nk, 则 n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk ≤ · · · .记 ak 为 fk 的首项系数, 则 ak 6= 0. 于是,

fk = akx
nk +低次项

我们有如下包含关系:

〈a1〉 ⊆ 〈a1, a2〉 ⊆ · · · ⊆ 〈a1, a2, · · · , am〉 ⊆ · · ·

若记 Ik = 〈a1, a2, · · · , ak〉, 易证 I =
∞⋃
k=1

〈a1, a2, · · · , ak〉是 R的一个理想. 从而 I 有限生成, 即

I = 〈t1, t2, · · · , ts〉 , ti ∈ R. 故存在 k使得 t1, t2, · · · , ts ∈ Ik. 所以 Ik ⊆ I ⊆ Ik. 这表明

I = Ik = Ik+1 = · · · = In = · · ·

由 Ik = Ik+1可知 ak+1 ∈ 〈a1, a2, · · · , ak〉. 即存在 b1, b2, · · · , bk ∈ R, 使得

ak+1 = a1b1 + a2b2 + · · ·+ akbk, bi ∈ R

考虑 fk+1 = ak+1x
nk+1 +低次项,

fk+1 = ak+1x
nk+1 +低次项

f1b1x
nk+1−n1 = a1b1x

nk+1 +低次项

· · ·
fkbkx

nk+1−nk = akbkx
nk+1 +低次项

令

gk+1 = fk+1 − f1b1x
nk+1−n1 − · · · − fkbkxnk+1−nk

因为 fk+1 ∈ I, fk+1 6∈ 〈f1, f2, · · · , fk〉, 故 gk+1 ∈ I, gk+1 6∈ 〈f1, f2, · · · , fk〉. 所以

0 6= gk+1 ∈ I − 〈f1, f2, · · · , fk〉

但 deg gk+1 < deg fk+1, 这与 fk+1的选取矛盾. 故 I 是有限生成的, 从而 R[x]是 Noether的. �

引理 1.1.1 R是交换环, 则以下命题等价:

(1) R是 Noether的;

(2) R的任何理想升链 I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ Im ⊆ · · · 是稳定的. 即存在 k使得

Ik = Ik+1 = · · · = Im = · · ·

证明 (1)=⇒(2)令 I =
∞⋃
i=1

Ik. 立知 I � R. 所以 I 有限生成, I = 〈b1, b2, · · · , bs〉. 存在 k

使得 b1, b2, · · · , bs ∈ Ik. 从而 Ik ⊆ I ⊆ Ik, 所以 I = Ik. 故,

Ik = Ik+1 = · · · = Im = · · ·
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(2)=⇒(1)反证, 若 I �R不是有限生成的. 分别取

f1 ∈ I, f2 ∈ I − 〈f1〉 , f3 ∈ I − 〈f1, f2〉 , · · · , fk+1 ∈ I − 〈f1, f2, · · · , fk〉 , · · ·

令 Ik = 〈f1, f2, · · · , fk+1〉则 I1 ( I2 ( · · · ( Ik ( Ik+1 ( · · · . 这是不稳定的. 矛盾! �

1.2 Hilbert零点定理-方程组无解的判别法

1.2.1 判别方程组是否有解

设 K是代数闭域: 即任何次数大于 0的多项式 f(x) ∈ K[x]在K 上有根. Hilbert给出了K

上的代数方程组在K 上有没有零点的一个判别法.本节我们将给出如下重要定理的证明.

定理 1.2.1 (Hilbert零点定理) 设K 为代数闭域. K 上的多项式方程组
f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0
...

fm(x1, x2, · · · , xn) = 0

在K 上无解当且仅当存在 gi(x1, x2, · · · , xn) ∈ K[x1, x2, · · · , xn]使得下式成立.

f1g1 + f2g2 + · · · fmgm = 1

这是解方程理论中的基本定理.

注 1.2.1 充分性是显然的，下面主要证明必要性. �

1.2.2 Noether规范化引理

Noether通过变量变换, 可将一个多元多项式化为一个首一多项式, 以利于解方程.

引理 1.2.1 (Noether技巧) 设 K为无限域. f 是 K[x1, x2, · · · , xn]中的一个次数为 d的多

项式. 其中 n ≥ 2, d ≥ 1. 则存在 λ1, λ2, λn−1 ∈ K 使得

g(x1, x2, · · · , xn) = f(x1 + λ1xn, x2 + λ2xn, · · · , xn−1 + λn−1xn, xn)

中 xdn的系数为非零常数.

证明 设 f = f0 + f1 + · · · + fd−1 + fd, fd 6= 0. 其中 fi是 x1, x2, · · · , xn的 i次齐次多项

式. g = g0 + g1 + · · ·+ gd−1 + gd.则

gd = fd(x1 + λ1xn, x2 + λ2xn, · · · , xn−1 + λn−1xn, xn)

= xdnfd(
x1

xn
+ λ1,

x2

xn
+ λ2, · · · , xn−1

xn
+ λn−1, 1)

= fd(λ1, λ2, · · · , λn−1, 1)xdn + xn的低次项

由于 fd(x1, · · · , xn−1, xn) 6= 0, fd = xdnfd(
x1

xn
, · · · , xn−1

xn
, 1) 6= 0, 所以 fd(y1, · · · , yn−1, 1)是非零

多项式. 又因为K 是无限域, 故存在 λ1, λ2, · · · , λn−1 ∈ K 使得 fd(λ1, λ2, · · · , λn−1, 1) 6= 0. �

同理还可以得到下推论.
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推论 1.2.1 对任何有限个非零多项式 f1(x1, x2, · · · , xn), f2(x1, x2, · · · , xn), · · · , fm(x1, x2, · · · , xn)

存在 λ1, λ2, · · · , λn−1 ∈ K 使得

fi(x1 + λ1xn, x2 + λ2xn, · · · , xn−1 + λn−1xn, xn), i = 1, 2, · · · ,m

中 xdin 的系数都不为零. di = deg fi ≥ 1.

1.2.3 结式的性质

定义 1.2.1 多项式环K[x]上的两个非零多项式,

f(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an ∈ K[x],

g(x) = b0x
m + b1x

m−1 + · · ·+ bm−1x+ bm ∈ K[x].

其中, deg f(x) = n ≥ 1,deg g(x) = m ≥ 1. 则 f(x)与 g(x)的结式 R(f, g)定义为

R(f, g) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 · · · · · · · · · an
a0 · · · · · · · · · an−1 an

· · · · · · · · ·
a0 a1 · · · · · · · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m行

b0 b1 · · · · · · bm
b0 · · · · · · bm−1 bm

· · · · · · · · ·
b0 b1 · · · · · · · · · bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n行

命题 1.2.1 f(x), g(x)在代数闭域K 上有公共根当且仅当 R(f, g) = 0.

命题 1.2.2 存在 u(x), v(x) ∈ K[x]使得,

R(f, g) = u(x)f(x) + v(x)g(x)

1.2.4 Hilbert零点定理的证明

证明 主要证明必要性。对 n施数学归纳法. n = 1时结论成立, 因为K 是代数闭域，所

以 f1, f2, · · · , fm互素. 下设 n > 1且 n − 1时定理成立. 设 I 是多项式环 K[x1, x2, · · · , xn]中

的任一理想, 记为

I = 〈f1, f2, · · · , fm〉�K[x1, x2, · · · , xn]

令

I ′ = I ∩K[x1, x2, · · · , xn−1]

显见, I ′是K[x1, x2, · · · , xn−1]的理想. 反证, 若 1 6∈ I, 则 1 6∈ I ′.

由 Noether规范化引理, 可设 I 中包含一个多项式 g它是首一非零的. 记为

g(x1, x2, · · · , xn) = xdn + b1x
d−1
n + · · ·+ bd−1xn + bd

由于 1 6∈ I ′. 因为定理在 n− 1时成立, 故 I ′中所有多项式有公共零点:

x1 = a1, x2 = a2, · · · , xn−1 = an−1, ai ∈ K

令

I ′′ = {f(a1, a2, · · · , an−1, xn) | f ∈ I}�K[xn]
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分两种情况:

(a)如果 1 6∈ I ′′. 则存在 xn = an ∈ K, 使得 I ′′中所有多项式以 xn = an为根. 从而

(a1, a2, · · · , an)为原方程组的根.

(b)如果 1 ∈ I ′′. 则存在 f(x1, x2, · · · , xn) ∈ I 使得 f(a1, a2, · · · , an−1, xn) = 1. 令

f(x1, x2, · · · , xn) = f0x
k
n + f1x

k−1
n + · · ·+ fk

则 
f0(a1, a2, · · · , an−1) = 0,

· · · · · ·
fk−1(a1, a2, · · · , an−1) = 0,

fk(a1, a2, · · · , an−1) = 1.

现在令 R(x1, x2, · · · , xn−1)是 f 和 g关于 xn的结式. 则存在 u, v ∈ K[x1, x2, · · · , xn]使得

R(x1, x2, · · · , xn−1) = uf + vg ∈ I

所以, R(x1, x2, · · · , xn−1) ∈ I ′ = I ∩K[x1, x2, · · · , xn−1]. 从而 R(a1, a2, · · · , an−1) = 0.

另一方面,

R(x1, x2, · · · , xn−1) = R(g, f) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 b1 · · · · · · · · · bd
1 b1 · · · · · · · · · bd

· · · · · · · · ·
1 b1 · · · · · · · · · bd

f0 f1 · · · · · · fk
f0 f1 · · · · · · fk

· · · · · · · · ·
f0 f1 · · · · · · · · · fk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

所以 R(a1, a2, · · · , an−1) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1

1

1
. . .

1

1
. . .

1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 1 6= 0

这是矛盾的. 所以方程无解, 自然有 1 ∈ I. �

1.2.5 Hilbert零点定理的等价形式

定义 1.2.2 (1) 设 I 是多项式环K[x1, x2, · · · , xn]的理想, 若满足 1 6∈ I, 则称 I 是多项

式环的真理想 . 即 I 6= K[x1, · · · , xn];

(2) 若 I = K[x1, · · · , xn] = 〈1〉, 则称 I 是为单位理想;

(3) 设m是多项式环K[x1, x2, · · · , xn]的理想, 若满足下列条件:
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(a) m不是单位理想, 即 1 6∈ m;

(b) m与 K[x1, x2, · · · , xn]之间没有其它理想.

则称m是K[x1, x2, · · · , xn]的极大理想.

引理 1.2.2 多项式环中任何真理想 I 必包含在某极大理想m中.

证明 反证. 若 I 不包含于任何极大理想之中, 则 I 本身不是极大的. 存在理想 I1使得

I $ I1 $ 〈1〉

因 I1不包含于任何极大理想之中, 所以存在理想 I2使得

I1 $ I2 $ 〈1〉

一直下去, 可得不稳定的理想升链:

I1 $ I2 $ · · · $ Ik $ · · ·

这与多项式环的 Noether性矛盾. �

定理 1.2.2 设K 是代数闭域, 则以下结论等价:

(1) Hilbert零点定理;

(2) 对于K[x1, · · · , xn]中的任何极大理想m, 存在 a1, a2, · · · , an ∈ K, 使得

m = 〈x1 − a1, x2 − a2, · · · , xn − an〉

证明 (1)=⇒(2) 设m = 〈f1, f2, · · · , fm〉 6= 〈1〉. 因为 1 6∈ m, 所以方程组
f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

· · · · · ·
fm(x1, x2, · · · , xn) = 0

有公共解 (a1, a2, · · · , an). 也就是说 fi(a1, · · · , an) = 0, i = 1, 2, · · · ,m. 现在把 fi(x1, · · · , xn)

按照 x1 − a1, · · · , xn − an展开, 那么

fi(x1, x2, · · · , xn) = fi(a1, a2, · · · , an) + 包含 x1 − a1, · · · , xn − an之一的项

而 fi(a1, a2, · · · , an) = 0. 因此 fi(x1, x2, · · · , xn) ∈ 〈x1 − a1, x2 − a2, · · · , xn − an〉. 所以

I ⊆ m = 〈x1 − a1, x2 − a2, · · · , xn − an〉

显然, m是极大理想, 所以 I = m.

(2)=⇒(1)考虑方程组


f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

· · · · · ·
fm(x1, x2, · · · , xn) = 0

若 1 6∈ I = 〈f1, f2, · · · , fm〉, 则知 I 包含在某极大理想m之中, 又由条件 (2)可知,

m = 〈x1 − a1, · · · , xn − an〉
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所以对任意的 i, 都有

〈f1, f2, · · · , fm〉 = I ⊆ m

我们可以记

fi = gi1(x1 − a1) + gi2(x2 − a2) + · · ·+ gin(xn − an)

于是 fi(a1, a2 · · · , an) = 0, 这里 i = 1, 2, · · · ,m. �

1.3 根理想-约化为既约方程组

1.3.1 去掉方程中的指数幂

例 1.3.1 (1) f(x1, x2, · · · , xn)2 = 0与 f(x1, x2, · · · , xn) = 0同解.

(2) 
f1(x1, x2, · · · , xn)e1 = 0

f2(x1, x2, · · · , xn)e2 = 0

· · · · · ·
fm(x1, x2, · · · , xn)em = 0.

与


f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

· · · · · ·
fm(x1, x2, · · · , xn) = 0.

同解.

考虑由 f1, f2, · · · , fm生成的理想 I = 〈f1, f2, · · · , fm〉,
Z(I) = {(a1, a2, · · · , an) ∈ Kn | f(a1, a2, · · · , an) = 0,∀ f ∈ I}

= {(a1, a2, · · · , an) ∈ Kn |


f1(a1, a2, · · · , an) = 0

f2(a1, a2, · · · , an) = 0

· · · · · ·
fm(a1, a2, · · · , an) = 0

}

= Z(f1, f2, · · · , fm)

�

注 1.3.1 方程组的解由其生成理想唯一决定. 但不同的理想可能对应的解集一样. �

例 1.3.2 若有 f(x1, x2, · · · , xn) ∈ K[x1, x2, · · · , xn]和正整数 k ≥ 1使得

f(x1, x2, · · · , xn)k ∈ I

则把 f(x1, x2, · · · , xn)加入到原方程组得:

f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

· · · · · ·
fm(x1, x2, · · · , xn) = 0

f(x1, x2, · · · , xn) = 0

�

新方程与原方程同解, 即

Z(f1, f2, · · · , fm) = Z(f1, f2, · · · , fm, f)
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1.3.2 根理想

我们回顾例 1.3.2中 f 的选取, 若令

I1 = I + 〈f〉 = 〈f1, f2, · · · , fm, f〉

显见, I1 ⊇ I. 但根据例 1.3.2的讨论, 我们知道 Z(I1) = Z(I). 本节我们所讨论的根理想与此现

象类似.

定义 1.3.1 一般地, 定义 R上理想 I 的根理想 (Root Ideal):
√
I := {g ∈ R | ∃ k ≥ 1,使得 gk ∈ I}

注 1.3.2 根据根理想的定义, 显见
√
I ⊇ I. �

定理 1.3.1 设 R是有单位元 1的交换环. I �R, 则
√
I 也是 R的理想.

证明 根据在近世代数中我们对理想的定义, 我们只需要证明如下结论:

(1) ∀ g1, g2 ∈
√
I =⇒ g1 + g2 ∈

√
I, g1 − g2 ∈

√
I

(2) ∀ g1 ∈
√
I, ∀ r ∈ R =⇒ g1r ∈

√
I.

(1)的证明: 因为 g1, g2 ∈
√
I 所以存在 k1 ≥ 1, k2 ≥ 1使得

gk11 = a1 ∈ I, gk22 = a2 ∈ I

应用二项式定理, 我们得到下列等式:

(g1 + g2)k1+k2 =

k1+k2∑
i=0

Cik1+k2g
i
1g
k1+k2−i
2

下证上述等式中等号右边的每一项都在 I 中, 我们分两种情况讨论:

(1) 当 i ≥ k1时,

gi1g
k1+k2−i
2 = a1 · gi−k11 · gk1+k2−i

2 ∈ I

(2) 当 i < k1时, 则 k1 + k2 − i > k2, 故

gi1g
k1+k2−i
2 = a2 · gi1 · g

k1−i
2 = a2r2 ∈ I

所以

(g1 + g2)k1+k2 ∈ I

即我们找到了这样的正整数 k = k1 + k2使得 (g1 + g2)k ∈ I, 由根理想的定义, g1 + g2 ∈
√
I. 同

理, 我们有 g1 − g2 ∈
√
I.

(2)的证明: 设 g1 ∈
√
I, 于是存在 k1 ≥ 1使得

gk11 = a1 ∈ I

对于任意的 r ∈ R, 显然有

(g1r)
k1 = a1r

k1
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这里 a1 ∈ I, rk1 ∈ R. 根据理想的吸收性, 显然有 g1r ∈
√
I.

至此我们证明了以上两条结论, 故
√
I 也是 R的理想. �

定理 1.3.2 设 R是交换环, I 是 R的理想. 则该理想与其根理想对应的方程组解集相等.

换言之, Z(
√
I) = Z(I).

证明 首先, 因为
√
I ⊇ I, 故 Z(

√
I) ⊆ Z(I). 反之, 对任意的 p = (a1, a2, · · · , an) ∈ Z(I)

以及任意的 g ∈
√
I, 我们的目标是证明 g(p) = 0.

因为 g ∈
√
I, 所以存在 k ≥ 1使得 gk ∈ I. 于是

g(a1, a2, · · · , an)k = 0

所以 g(a1, a2, · · · , an) = 0. 即对于任意的 p ∈ Z(I)和任意的 g ∈
√
I 都有 g(p) = 0. 所以

p ∈ Z(
√
I) = {p ∈ Kn | g(p) = 0,∀ g ∈

√
I}

这蕴含着 Z(I) ⊆ Z(
√
I). 故 Z(

√
I) = Z(I). �

通过以上定理和定理的证明, 我们知道, 增加根式的过程不会改变方程组的解集.

1.3.3 方程组的同解判则

考虑方程组 
f1 = 0

f2 = 0

· · ·
fm = 0

(I1)


g1 = 0

g2 = 0

· · ·
gk = 0

(I2)

记 I1 = 〈f1, f2, · · · , fm〉 , I2 = 〈g1, g2, · · · , gk〉. 该如何判断两方程组 (I1)与 (I2)同解?

注 1.3.3 设 Z ⊆ Kn为某子集, 易验证

I(Z) = {g ∈ K[x1, x2, · · · , xn] | g(p) = 0,∀ p ∈ Z}

为K[x1, x2, · · · , xn]的理想. 但理想 I(Z)的零点集 V (I(Z)) ⊇ Z, 等号不一定成立. �

例 1.3.3 设集合 Z ⊆ C2,

Z = {(0, b) | b ∈ C, b 6= 0}

于是集合 Z 的理想

I(Z) = {f(x, y) ∈ C[x, y] | f(0, b) = 0,∀ b ∈ C− {0}}

任取 f(x, y) ∈ Z, 有

f(x, y) = f0(y) + f1(y)x+ · · ·+ fd(y)xd

代入可得, f(0, b) = f0(b) = 0,∀ b ∈ C− {0}. 从而 f0(y)有无限多个根. 根据高斯代数学基本定

理立知 f0(y) ≡ 0. 故 x | f(x, y). 易证 I(Z) = 〈x〉, 所以

V (I(Z)) = {(0, b) | b ∈ C} ) Z
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第一章 解方程组的基本理论

定理 1.3.3 设K 是代数闭域. R = K[x1, x2, · · · , xn]. 若 a�R则

I(Z(a)) =
√
a

证明 根据 I, Z 的定义, 显然可以得到

Z(a) = {p ∈ Kn | f(p) = 0,∀ f ∈ a} I(Z(a)) = {g ∈ R | g(p) = 0,∀ p ∈ Z(a)}

我们通过证明
√
a和 I(Z(a))互相包含验证集合相等.

(1)若 g ∈
√
a, 则存在 k ≥ 1使得 gk ∈ a. 对于任意的 p ∈ Z(a), 有 gk(p) = 0. 所以

g(p) = 0. 故 g ∈ I(Z(a)). 从而有
√
a ⊆ I(Z(a))

(2)反之, 设 a = 〈f1, f2, · · · , fm〉, 对于任意的 g ∈ I(Z(a)),

f1(x1, x2, · · · , xn), f2(x1, x2, · · · , xn), · · · , fm(x1, x2, · · · , xn), g(x1, x2, · · · , xn) ∈ R

引入新的不定元 xn+1. 考虑 x1, x2, · · · , xn, xn+1的方程组

f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0

· · · · · ·
fm(x1, x2, · · · , xn) = 0

xn+1 · g(x1, x2, · · · , xn)− 1 = 0

由于 g ∈ I(Z(a)), 因此前m个方程的零点 p = (a1, a2, · · · , an)一定使得 g(p) = 0. 从而上述方

程组在 Kn+1中无解. 根据希尔伯特零点定理, 存在

ai(x1, x2, · · · , xn, xn+1) ∈ K[x1, x2, · · · , xn, xn+1]

使得
m∑
i=1

aifi + am+1 · (xn+1 · g − 1) = 1

此为多项式恒等式. 令 xn+1 =
1

g
, 那么

m∑
i=1

ai(x1, x2, · · · , xn,
1

g
)fi(x1, x2, · · · , xn) = 1

消去上式左边的分母 gk(k � 1), 可得
m∑
i=1

gkai(x1, x2, · · · , xn,
1

g
)fi = gk

即

gk =
m∑
i=1

bi(x1, x2, · · · , xn)fi(x1, x2, · · · , xn)

这里, bi = gk · ai ∈ K[x1, x2, · · · , xn]. 故 gk ∈ a, 也就是说 g ∈
√
a, 从而

√
a ⊇ I(Z(a))

综合 (1)(2), 定理得证. �
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第一章 解方程组的基本理论

推论 1.3.1 (方程组 (I1), (I2)同解判则)

Z(I1) = Z(I2) ⇐⇒
√
I1 =

√
I2

证明 (⇐=)若
√
I1 =

√
I2, 则 V (

√
I1) = V (

√
I2). 又由 Z(

√
Ii) = Z(Ii), 故 Z(I1) =

Z(I2).

(=⇒)若 Z(I1) = Z(I2), 则 I(Z(I1)) = I(Z(I2)), 这蕴含着
√
I1 =

√
I2. �

推论 1.3.2 方程组


f1 = 0

f2 = 0

· · ·
fm = 0

与


g1 = 0

g2 = 0

· · ·
gk = 0

同解当且仅当存在 s1, s2, · · · , sm ≥

1, t1, t2, · · · , tk ≥ 1使得
fs11

fs22
...

fsmm

 = A


g1

g2

...

gk

 ,


gt11
gt22
...

gtkk

 = B


f1

f2

...

fm


其中, A = Am×k, B = Bk×m是元素在K = K[x1, x2, · · · , xn]中的矩阵.

1.4 理想的准素分解-约化为不可约方程组

1.4.1 方程组的分解

例 1.4.1 我们在解方程 f(x1, x2, · · · , xn)g(x1, x2, · · · , xn) = 0的时候等价于解两个方程:

f(x1, x2, · · · , xn) = 0和 g(x1, x2, · · · , xn) = 0.

记方程组 I1 = 〈f1, f2, · · · , fm〉 , I2 = 〈g1, g2, · · · , gk〉 .定义

I1 · I2 = 〈figj | i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , k〉

则解方程组



f1g1 = 0

· · ·
fmg1 = 0

f1g2 = 0

· · ·
fmgk = 0

这等价于解两个方程组:


f1 = 0

f2 = 0
...

fm = 0

(I1) 和


g1 = 0

g2 = 0
...

gk = 0

(I2).

换句话说, Z(I1 · I2) = Z(I1) ∪ Z(I2). �

定义 1.4.1 一般地, 定义 I1 �R, I2 �R的乘法

I1 · I2 = {
∑

aibi (有限和) | ai ∈ I1, bi ∈ I2}

请读者自行验证上述定义的 I1 · I2仍是 R的理想.

命题 1.4.1 若 I1, I2是 R的理想, 则成立以下公式 Z(I1 ∩ I2) = Z(I1) ∪ Z(I2).
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证明 因为 I1 · I2 ⊂ I1 ∩ I2 ⊂ I1, I2. 所以有

Z(I1 · I2) ⊃ Z(I1 ∩ I2) ⊃ Z(I1), Z(I2)

故

Z(I1 · I2) = Z(I1 ∩ I2) = Z(I1) ∪ Z(I2)

我们给出此命题的目的在于, 若 I = I1 ∩ I2, 则解方程组 (I)等价于解两个方程组 (I1)和

(I2). 而实际我们在解方程组的过程中, 用 ∩比用 ·运算方便的多. �

推论 1.4.1 方程组的分解等价于理想的分解.

I = I1 ∩ I2

定义 1.4.2 如果对于方程组 (I)或理想 (I)的任何分解 I = I1 ∩ I2, 都有 I = I1或者 I =

I2则称 I 是不可约的 (Irreducible).

例 1.4.2 极大理想是不可约的. �

1.4.2 方程组的不可约分解

定理 1.4.1 多项式环K[x1, x2, · · · , xn]中 (一般地, 在 Noether环中)的任何理想都可分

解成有限个不可约理想的交.

I = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ik

其中 I1, I2, · · · , Ik 都是不可约的.

证明 反证法. 设 I 不能分解成有限个不可约理想的交. 我们证明, 存在 R的理想 I1,

I1 �R, I1 6= R, I ( I1

且 I1也不能分解称有限个不可约的理想的交.

由假设, I 可约, 从而存在 I1 ) I, I2 ) I 使得 I = I1 ∩ I2. 如果 I1, I2都能分解成有限个不

可约理想的交. 则显然 I 也可以分解, 这是矛盾的. 所以 I1与 I2中至少有一个不能分解成有限

个不可约理想的交, 不妨设 I1不可以, 从而上述断言成立. 因此可以作无限多个理想

I ( I1 ( I2 ( · · · ( Im ( · · ·

但这与 R的 Noether性矛盾. 假设错误, 定理得证. �

推论 1.4.2 解任何方程组等价于解有限个不可约方程组.

1.4.3 不可约方程组解集的不可约性

定理 1.4.2 设 R是 Noether环. I � R是不可约理想 , 对于任意的 a, b ∈ R, 如果满足

a · b ∈ I, 则要么 a ∈ I, 要么 b ∈
√
I.

证明 不妨设 b 6∈
√
I, 即任意的 k ≥ 1, 都有 bk 6∈ I. 对某个固定的 k, 作理想

Ik = {x ∈ R | xbk ∈ I}�R
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由于 bk 6∈ I, 所以 1 6∈ Ik. 又因为 xbk ∈ I, 由理想的吸收性可知 xbk+1 ∈ I. 所以

Ik ⊆ Ik+1, k = 1, 2, · · ·

由 R的 Noether性, 存在 N > 0, 使得

IN = IN+1 = · · · = Im = · · · ,∀m ≥ N

设 I = 〈f1, f2, · · · , fm〉, 下证: I1 ∩ I2 = I (∗). 这里 I1 = 〈f1, · · · , fm, a〉 , I2 =
〈
f1, · · · , fm, bN

〉
.

不妨设 z是左边交集中的元. 则

z ≡ ar′ ≡ rbN mod I

rbN+1rbN · b ≡ ar′ · b ≡ (ab)r′ ≡ 0 mod I

所以有

rbN+1 ∈ I, r ∈ IN+1 = IN

故 z = rbN ∈ I, 这表明 I1 ∩ I2 ⊆ I. 另一方面, 由 I1, I2的构造, 显见 I ⊆ I1 ∩ I2. 故 I = I1 ∩ I2.

注意到 bN 6∈ I, 所以 I ( I2. 由 I 的不可约性即得 I1 = I, 故 a ∈ I. �

注 1.4.1 满足定理 1.4.2的理想也称作准素理想 (Primary Ideal). �

推论 1.4.3 不可约理想是准素理想.

推论 1.4.4 Noether环中, 任何理想可以分解成有限个准素理想的交.

I = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ik

定义 1.4.3 上述分解中, 如果对于任意的 i, 都有 Ii 6⊇
⋂
j 6=i

Ij . 则称该分解是极小分解

(Minimal Resolution). 任何分解都可化为极小分解.

定理 1.4.3 I 是准素理想, 则 p =
√
I 是素理想, 即对于任意的 a, b ∈ R, 如果满足 ab ∈ p,

则要么 a ∈ p, 要么 b ∈ p.

证明 由于 I 准素, ab ∈ p, 则存在 k使得 (ab)k = akbk ∈ I. 如果 b 6∈ p, 则 bk 6∈ p =
√
I.

由定理 1.4.2可知, ak ∈ I. 所以 a ∈
√
I. 即 a ∈ p. 故 p是素理想. �

引理 1.4.1 设 I1, I2是 R的两个理想, 那么√
I1 ∩ I2 =

√
I1 ∩

√
I2

证明 一方面, 由于 I1 ∩ I2 ⊆ I1, 所以
√
I1 ∩ I2 ⊆

√
I1. 同理,

√
I1 ∩ I2 ⊆

√
I2. 故√

I1 ∩ I2 ⊆
√
I1 ∩

√
I2

另一方面, 任取 a ∈
√
I1 ∩
√
I2, 则存在 k1, k2 ≥ 1使得 ak1 ∈ I1, ak2 ∈ I2. 因为

ak1k2 = (ak1)k2 ∈ I1, ak1k2 = (ak2)k1 ∈ I2,

所以 ak1k2 ∈ I1 ∩ I2. 于是 a ∈
√
I1 ∩ I2. 故

√
I1 ∩ I2 =

√
I1 ∩
√
I2. �
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定理 1.4.4 设 p是素理想, 则 Z(p)是不可约的. 换言之, 若存在理想 I1, I2满足:

Z(p) = Z(I1) ∩ Z(I2)

则要么 Z(p) = Z(I1), 要么 Z(p) = Z(I2)

证明 根据 Z(p) = Z(I1)∩Z(I2) = Z(I1 ∩ I2), 我们有
√
p =
√
I1 ∩ I2 =

√
I1 ∩
√
I2. 我们

分两步来证明这个定理.

(1)先证明
√
p = p. 若 a ∈ √p, 则存在 k ≥ 1使得 ak ∈ p. 根据素理想的定义以及分解

ak = a · ak−1 ∈ p可得, 要么 a ∈ p, 要么 ak−1 ∈ p. 若 a 6∈ p, 则 ak−1 ∈ p. 再将 ak−1分解成

ak−1 = a · ak−2. 依次类推, 总能得到 a ∈ p. 所以
√
p ⊆ p. 另一方面, 显然有 p ∈ √p. 所以

√
p = p.

(2)其次证明, 要么 p =
√
I1, 要么 p =

√
I2. 由 (1)的结论易得 p =

√
I1 ∩
√
I2. 于是

p ⊆
√
I1, p ⊆

√
I2

若 p (
√
I1且 p (

√
I2 则存在 a ∈

√
I1 − p, b ∈

√
I2 − p使得 ab ∈

√
I1, ab ∈

√
I2. 所以

ab ∈
√
I1 ∩

√
I2 = p

这与 p是素理想矛盾. 因此要么 p =
√
I1, 要么 p =

√
I2.

(2)的结论这蕴含着, 要么 Z(p) = Z(
√
I1) = Z(I1), 要么 Z(p) = Z(

√
I2) = Z(I2). �

定理 1.4.5 Z(I)可以分解成不可约解集合的并.

Z(I) = Z(p1) ∪ Z(p2) ∪ · · · ∪ Z(pr)

这里 Z(pi)都是不可约的, 且满足

Z(pi) 6⊇
⋃
j 6=i

Z(pj)

证明 设 I = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ik, 这里 Ii是准素的. 于是
√
I =

√
I1 ∩

√
I2 ∩ · · · ∩

√
Ik = p1 ∩ p2 ∩ · · · ∩ pk

所以

Z(I) = Z(
√
I) =

k⋃
i=1

Z(pi)

因为 Z(pi)是不可约的. 所以去掉分解中的多余的项, 即得定理. �

注 1.4.2 上述的 Z(pi)称为是 Z(I)的几何分支. 它与分解无关, 由 Z(I)唯一决定. 如果

Z(p)不可约, 从几何意义上解释也就是说方程的解 Z(p)要么是一个点, 或一条不可约的曲线,

要么是一个不可约的曲面, · · · �

1.4.4 准素分解的唯一性

定义 1.4.4 如果 q准素, 那么 p =
√
q是素理想. 此时, 就称 q为 p-准素理想.

引理 1.4.2 设 q1, q2为 p-准素理想, 则 q1 ∩ q2也是 p-准素理想.
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证明 令 q = q1 ∩ q2, 则
√
q =
√
q1 ∩ q2 =

√
q1 ∩

√
q2 = p

若 xy ∈ q, x 6∈ q = q1 ∩ q2. 不妨设 x 6∈ q1, xy ∈ q1. 因为 q1是准素的, 所以 y ∈ √q1 = p. 所以

q为 p-准素的. �

定义 1.4.5 (极小准素分解) 称如下分解是极小准素分解, 如果满足

I = q1 ∩ q2 ∩ · · · ∩ qr,
√
qi = pi

这里的 pi, qi满足

(1) p1, p2, · · · , pr 两两不同.

(2) 对于任意的 i, 都有
⋂
j 6=i

qj 6⊆ qi.

注 1.4.3 为了方便起见, 我们定义如下记号:

• SpecA = {p�A | p是素理想};

• 设 I �A, x ∈ A. 定义 (I : x) = {a ∈ A | ax ∈ I}, 它也是 A的理想. 显然 I ⊆ (I : x). �

定理 1.4.6 (唯一性定理) 设 A是 Noether环. I 是 A的理想, 且 I = q1 ∩ q2 ∩ · · · ∩ qr 是

极小准素分解. pi =
√
qi ∈ SpecA. 则

{p1, p2, · · · , pr} = {
√

(I : x) | x ∈ A} ∩ SpecA

定理 1.4.6证明不作要求, 同学可以参见参考书.

1.4.5 不可约分支的性质

引理 1.4.3 设 p�A是素理想, Ii �A. 分两类情形

(1) 若 Z(p) = Z(I1) ∪ Z(I2) ∪ · · · ∪ Z(Ir), 则存在 i, 使得 Z(p) = Z(Ii).

(2) 若 Z(p) ⊆ Z(I1) ∪ Z(I2) ∪ · · · ∪ Z(Ir), 则存在 i, 使得 Z(p) ⊆ Z(Ii).

证明 (1) 对 r施归纳法. 当 r = 2时, 已证. 我们考虑 r > 2时的情形, 下设对于 r − 1时

定理成立. 若 Z(p) 6= Z(I1), 则由

Z(p) = Z(I1) ∪ Z(
r⋂
i=2

Ii)

知

Z(p) = Z(
r⋂
i=2

Ii) = Z(I2) ∪ Z(I3) ∪ · · · ∪ Z(Ir)

由归纳假设, Z(p) = Z(Ii), 对于某个 i成立.

(2) 同上, 可归结为 r = 2时的情形. 易证

Z(I1 + I2) = Z(I1) ∩ Z(I2)
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不妨设 I1 = 〈f1, f2, · · · , fm〉 , I2 = 〈g1, g2, · · · , gk〉. 那么 I1 + I2可记为:

I1 + I2 = 〈f1, f2, · · · , fm, g1, g2, · · · , gk〉

于是

Z(p) ⊆ Z(I1) ∪ Z(I2)

所以

Z(p) = (Z(I1) ∩ Z(p)) ∪ (Z(I2) ∩ Z(p)) = Z(I1 + p) ∪ Z(I2 + p)

由 (1)知, Z(p) = Z(Ii + p) = Z(Ii) ∩ Z(p). 所以 Z(p) ⊆ Z(Ii). �

注 1.4.4 (引理 1.4.3的代数形式) 设 p是不可约的.

(1) 若 p = I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ir, 那么存在 i使得 p = Ii;

(2) 若 p ⊇ I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Ir, 那么存在 i使得 p ⊇ Ii. �

1.4.6 Z(I)的几何分支

已知 I = q1 ∩ q2 ∩ · · · ∩ qr, pi =
√
qi, 且 Z(I) = Z(p1) ∪ Z(p2) ∪ · · · ∪ Z(pr).

引理 1.4.4 存在 Z(pi1), Z(pi2), · · · , Z(pil)使得

(1) Z(pi1), Z(pi2), · · · , Z(pil)两两无包含关系;

(2) ∀ j = 1, 2, · · · , r, 存在 kj 使得 Z(pj) ⊆ Z(pik).

事实上, 对于任意的 Z(p) ⊆ Z(I), 都存在 Z(pik)使得 Z(p) ⊆ Z(pik).

定义 1.4.6 上述的 Z(pi1), Z(pi2), · · · , Z(pil)称为 Z(I)的(几何)分支 , 其它的称为嵌入

分支.

Z(I) = Z(pi1) ∪ Z(pi2) ∪ · · · ∪ Z(pil)

Z(pik)也称为 Z(I)的不可约分支.

定理 1.4.7 若 Z(pi1), Z(pi2), · · · , Z(pil)为几何分支, 则 qi1 , qi2 , · · · , qil 由 I 唯一决定.

推论 1.4.5 X = Z(I)不可约⇐⇒ l = 1⇐⇒
√
I 是素理想⇐⇒ I(x) =

√
I 是素理想.

1.4.7 一些例子

例 1.4.3 m�A是极大理想, q�A,
√
q = m, 则 q是 m-准素的. �

证明 设 q = q1 ∩ q2 ∩ · · · ∩ qr 为极小准素分解,
√
qi = pi. 又因为

m =
√
q = p1 ∩ p2 ∩ · · · ∩ pr

所以 m ⊆ pi, i = 1, 2, · · · , r. 由 m的极大性可知 m = pi, i = 1, 2, · · · , r. 所以 q是 m-准素的. �

例 1.4.4 m是极大理想, 则 q = mk 是 m-准素的. �
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例 1.4.5 设 q =
〈
xm, yn, xkyδ

〉
�K[x, y], 则

√
q = 〈x, y〉是极大理想, 所以 q是准素的. �

例 1.4.6 设 A = K[x, y], I =
〈
x2, xy

〉
�A.

q1 = 〈x〉 , q2 = 〈x, y〉2 =
〈
x2, xy, y2

〉
则 I = q1 ∩ q2是极小分解.而

√
q1 = q1 = p1,

√
q2 = 〈x, y〉 = p2

显然 p1 ⊆ p2, 因此 Z(p1)是几何分支. �

1.5 代数簇的有理函数域-方程组解的维数

1.5.1 仿射代数簇

定义 1.5.1 设 I �K[x1, x2, · · · , xn]. K 是代数闭域, 则称 Z(I)是Kn中的代数系 (Alge-

braic System).

定义 1.5.2 当 I 为素理想时, Z(I)是不可约的, 称 Z(p) “代数簇”(algebraic variety).

命题 1.5.1 任何代数集可分解成有限个代数簇的并.

命题 1.5.2 当 I 中的生成元都是一次多项式时, Z(I)是不可约的.

证明 通过高斯消元法, 不妨设 I 中生成元为

f1 = xd+1 −
d∑
i=1

a1ixi

f2 = xd+2 −
d∑
i=1

a2ixi

...

fn−d = xn −
d∑
i=1

an−d,ixi

(1)

若 f(x1, x2 · · · , xn)g(x1, x2, · · · , xn) ∈ I, 可用 (1)带入方程, 对于任意的 x1, x2, · · · , xn ∈ K, 都

有

f(x1, · · · , xd,
d∑
i=1

a1ixi, · · · ,
d∑
i=1

an−d,ixi) · g(x1, · · · , xd,
d∑
i=1

a1ixi, · · · ,
d∑
i=1

an−d,ixi) ≡ 0 (2)

由于 (2)左边是K[x1, x2, · · · , xd]中的多项式, 则要么

f(x1, · · · , xd,
d∑
i=1

a1ixi, · · · ,
d∑
i=1

an−d,ixi) ≡ 0

要么

g(x1, · · · , xd,
d∑
i=1

a1ixi, · · · ,
d∑
i=1

an−d,ixi) ≡ 0.
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现将 f(x1, x2, · · · , xn), g(x1, x2, · · · , xn)在点

xd+1 =
d∑
i=1

a1ixi

xd+2 =
d∑
i=1

a2ixi

...

xn =
d∑
i=1

an−d,ixi

处泰勒展开, 则知, 要么 f ∈ I, 要么 g ∈ I. 所以 I 是素理想, V (I)是不可约的. �

1.5.2 代数簇上的有理函数域

引理 1.5.1 Z(I)不可约当且仅当
√
I 是素理想.

证明 (⇐=)若
√
I = p是素理想, 则 Z(p) = Z(

√
I) = Z(p)不可约.

(=⇒)若 Z(I)不可约, 反设
√
I 不是素理想. 不妨设
√
I =

√
I1 ∩ I2 =

√
I1 ∩

√
I2

我们知道 √
I =

√
I1 ∩ I2 =

√
I1 ∩

√
I2 ⇐⇒ Z(I) = Z(I1) ∪ Z(I2)

由假设可知, 存在 a ∈
√
I1 −

√
I, b ∈

√
I2 −

√
I, 使得 ab ∈

√
I. 换言之,√

Ii )
√
I, i = 1, 2

而

Z(Ii) ( Z(I)⇐⇒
√
Ii )

√
I, i = 1, 2

这表明 Z(I)可约, 与题设矛盾! �

推论 1.5.1 已知 X 为代数集, 则 X 为代数簇当且仅当 I(X)是素理想.

以下设 X 为代数簇.

定义 1.5.3 设 I(X) �K[x1, x2, · · · , xn]为素理想. 定义 X 上的有理函数 ϕ如下,

ϕ =
h

g

∣∣∣∣
X

g, h ∈ K[x1, x2, · · · , xn]

且 g 6∈ I(X), 即 g在 X 上不恒为零. 若 p ∈ X, 使得 g(p) 6= 0, 则可定义有理函数

ϕ(p) =
h(p)

g(p)

.

注 1.5.1 我们对两个有理函数的相等作如下规定: 两个有理函数 ϕ1 =
h1

g1

∣∣∣∣
X

, ϕ2 =
h2

g2

∣∣∣∣
X

相等当且仅当对于任意的 p ∈ X, 使得 g1(p)g2(p) 6= 0, 都有 ϕ1(p) = ϕ2(p). 即在 ϕ1, ϕ2都有定

义的点上相等. 记为 ϕ1 = ϕ2. �
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引理 1.5.2 ϕ1 =
h1

g1

∣∣∣∣
X

= ϕ2 =
h2

g2

∣∣∣∣
X

当且仅当 h1g2 − h2g1 ∈ I(X)是 X 上的零函数.

证明 (⇐=)已知 g1(p)g2(p) 6= 0. 根据 h1(p)g2(p) = h2(p)g1(p)可得

h1(p)

g1(p)
=
h2(p)

g2(p)

也即 ϕ1(p) = ϕ2(p). 由 p的任意性, ϕ1 = ϕ2.

(=⇒)已知 ϕ1 =
h1

g1

∣∣∣∣
X

, ϕ2 =
h2

g2

∣∣∣∣
X

. 若 ϕ1 = ϕ2则对于 X 中满足 g1(p)g2(p) 6= 0的任意点

p, 都有
h1(p)

g1(p)
=
h2(p)

g2(p)

即 h1(p)g2(p)− h2(p)g1(p) = 0. 所以对于任意的 p ∈ X 都有

g1(p)g2(p) · (h1(p)g2(p)− h2(p)g1(p)) ≡ 0

故 g1g2(h1g2 − h2g1) ∈ I(X). 又因为 g1g2 6∈ I(X), 所以 h1g2 − h2g1 ∈ I(X). 即对任意的 p,

(h1g2 − h2g1)(p) ≡ 0

�

由上述引理可知, 同一个有理函数可能有不同的表示. 即 ϕ =
h1

g1

∣∣∣∣
X

=
h2

g2

∣∣∣∣
X

.

定义 1.5.4 如果存在表示 ϕ =
h

g

∣∣∣∣
X

使得 g(p) 6= 0, 则称 ϕ在 p ∈ X 点处有定义. 我们所

说的有理函数 “ ϕ的定义域 ”是 ϕ的有定义点的集合.

引理 1.5.3 ϕ =
h

g

∣∣∣∣
X

≡ 0 ⇐⇒ h ∈ I(X) ⇐⇒ h是 X 上的零函数.

证明 根据 ϕ =
h

g

∣∣∣∣
X

=
0

1

∣∣∣∣
X

当且仅当 h · 1− 0 · g ∈ I(X)当且仅当 h ∈ I(X). �

记 Rat(X)为 X 上所有有理函数的全体. 则

引理 1.5.4 Rat(X)是一个域. 称为 X 的有理函数域.

证明 我们逐一验证域的公理, 设 ϕi =
hi
gi

∣∣∣∣
X

, i = 1, 2

(1) ϕ1 + ϕ2 =
h1g2 + h2g1

g1g2

∣∣∣∣
X

∈ Rat(X);

(2) ϕ1 · ϕ2 =
h1h2

g1g2

∣∣∣∣
X

∈ Rat(X);

(3) ϕ1 6= 0当且仅当 h1 6∈ I(X);

(4)
g1

h1

∣∣∣∣
X

∈ Rat(X)为 ϕ1的逆元素.
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所以 Rat(X)为域. �

命题 1.5.3 若令 u1 = x1|X , u2 = x2|X , · · · , un = xn|X 则

Rat(X) = K(u1, u2, · · · , un)

u1, u2, · · · , un不是代数独立的, 即不是不定元. 满足一些代数关系

ϕ =
h(x1, x2, · · · , xn)

g(x1, x2, · · · , xn)

∣∣∣∣
X

=
h(u1, u2, · · · , un)

g(u1, u2, · · · , un)

设 f(x1, x2, · · · , xn) ∈ I(X)则 f(u1, u2, · · · , un) = 0.

例 1.5.1 当 I 是由一次多项式生成时

fj = xd+j −
d∑
i=1

ajixi, j = 1, 2, · · · , n− d.

则 

ud+1 =
d∑
i=1

a1iui

ud+2 =
d∑
i=1

a2iui

...

un =
d∑
i=1

an−d,iui

那么

Rat(X) = K(u1, u2, · · · , un) = K(u1, u2, · · · , ud, ud+1, · · · , un) = K(u1, u2, · · · , ud)

这里 u1, u2, · · · , ud是相互代数独立的. �

类似的, 我们有如下定义.

定义 1.5.5 如果 Rat(X)中可以最多找到 d个元 ξ1, ξ2, · · · , ξd ∈ Rat(X)使得它们是代数

独立的, 即对任何非零多项式

f(y1, y2, · · · , yd) ∈ K[y1, y2, · · · , yd]

f(ξ1, ξ2, · · · , ξd) 6= 0, 即 f 不为零函数. 则称 d为 X 的维数(Dimension). 记为 d = dimX.

命题 1.5.4 (Noether正规化定理) 在 d-维代数簇 X 的函数域中

Rat(X) ∼= K(y1, y2, · · · , yd)[η1, η2, · · · , ηs]

其中 ηi是K(y1, y2, · · · , yd)上的代数元. 即满足

ηni + a1η
n−1
i + · · ·+ an = 0

这里, a1, a2, · · · , an ∈ K(y1, y2, · · · , yd).

命题 1.5.5 (单扩张定理) 如果K 是特征为零的域, 例如取 K = C. 则可取 s = 1. 即

Rat(X) ∼= K(y1, y2, · · · , yd)[η1]

- 22 -



第一章 解方程组的基本理论

1.6 Noether规范化定理-约化为规范方程

1.6.1 有限代数

定义 1.6.1 设 A,B是两个交换环, A ⊆ B, 则称 B 是 A-代数 .

例 1.6.1 定义在环K 上的多项式环K[x1, x2, · · · , xn]称为K-代数. �

定义 1.6.2 如果存在有限个元 b1, b2, · · · , bm使得

B = A[b1, b2, · · · , bm] = {
∑

ai1i2···imb
i1
1 b

i2
2 · · · bimm | ai1i2···im ∈ A}

则称 B 是有限型的 A-代数.

定义 1.6.3 如果 B = Ab1 +Ab2 + · · ·+Abm = {
m∑
i=1

aibi | a1, a2, · · · , am ∈ A}. 则称 B 是

有限 A-代数.

定义 1.6.4 若 b ∈ B 满足系数在 A中的首一多项式方程, 即

bn + a1n
n−1 + · · ·+ an−1b+ an = 0

则称 b在 A上整.

注 1.6.1 若一整系数多项式 f(x1, x2, · · · , xn)恒为零, f(x1, x2, · · · , xn) = 0. A是交换

环, 则对任何 a1, a2, · · · , an ∈ A 都有 f(a1, a2, · · · , an) = 0. �

例 1.6.2 考虑 n× n矩阵 B = (bij)n×n. 将 bij 看成不定元, 知有恒等式

B∗B − |B| · En ≡ 0

根据注记 1.6.1可知, 当 bij 取自交换环 A时, 上等式仍然成立. �

1.6.2 整性与有限性

定理 1.6.1 设 A,B,C 都是交换环, A ⊆ B ⊆ C.

(1) 若 B 是有限 A代数,C 是有限 B 代数, 则 C 也是有限 A代数;

(2) 若 A ⊂ B, B 是有限 A代数, b ∈ B, 则 b在 A上整;

(3) 反之, 若 b ∈ B, B ⊃ A且 b在 A上整, 则 A[b]是有限 A代数.

证明 (1) 设 B =
m∑
i=1

Abi, C =
k∑
j=1

Bcj . 则

C =
m∑
i=1

k∑
j=1

Abicj

又 bicj ∈ C. 所以 C 是有限 A代数.
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(2) 设 B = Ab1 + Ab2 + · · · + Abm, b ∈ B. 则 bbi可以写成 b1, b2, · · · , bm的线性组合, 系数在

A中. 从而 
bb1

bb2
...

bbm

 = A


b1

b2
...

bm


这就推出

(bEm −A )


b1

b2
...

bm

 = 0 (I)

在 (I)式两边同时乘上 bEm −A 的伴随矩阵 (bEm −A )∗, 根据

(bEm −A )∗(bEm −A ) = |bEm −A | · Em

立得

|bEm −A | ·


b1

b2
...

bm

 = 0

又因为 1 = a′1b1 + a′2b2 + · · ·+ a′mbm, 知

|bEm −A | · 1 =
m∑
i=1

a′i · |bEm −A | · bi = 0

所以 |bEm −A | = 0, 即存在 ai ∈ A, 使得 bm + a1b
m−1 + · · ·+ am−1b+ am = 0.

(3) 若 b满足, bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0. 则 A[b] = A · 1 +A · b+ · · ·+A · bn−1, 它显然是有

限 A代数. �

推论 1.6.1 若 B ⊃ A, b1, b2, · · · , bm都在 A上整. 则 A[b1, b2, · · · , bm]是有限 A代数. 因

此 A[b1, b2, · · · , bm]中任何元都在 A上整.

定义 1.6.5 设 A ⊆ B. 如果 B 中的所有元都在 A上整, 则称 B 在 A上整.

命题 1.6.1 设 B 是有限 A代数, 则 B 在 A上整.

推论 1.6.2 若 C 在 B 上整, B 在 A上整, 则 C 在 A上整.

1.6.3 Noether正规化

定理 1.6.2 设K 为无限域. A = K[u1, u2, · · · , un]是K 上的有限生成代数. 则存在 A中

的元 z1, z2, · · · , zd满足
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(1) z1, z2, · · · , zd在K 上代数无关. 即对于K 上任何非零多项式

f(x1, x2, · · · , xd) ∈ K[x1, x2, · · · , xd]

都有 f(z1, z2, · · · , zd) 6= 0;

(2) 若令 B = K[z1, z2, · · · , zd], 则 A = B[ξ1, ξ2, · · · , ξn−d]是 B 上的有限扩张. 换言之, 即

ξ1, ξ2, · · · , ξn−d在 B 上整.

证明 如果 u1, u2, · · · , un在K 上代数无关, 则定理成立. 下设 u1, u2, · · · , un代数相
关. 即存在非零多项式 f(x1, x2, · · · , xn)使得 f(u1, u2, · · · , un) = 0. 由 Noether技巧, 存在

λ1, λ2, · · · , λn−1 ∈ K 使得

g(x1, x2, · · · , xn) = f(x1 + λ1xn, x2 + λ2xn, · · · , xn−1 + λn−1xn, xn)

且上式关于 xn的首项系数是非零常数. 可将 g改写成

g = a0x
d
n + a1x

d−1
n + · · ·+ ad

这里, a0 ∈ K, a0 6= 0, 且当 i ≥ 1时, ai是关于 x1, x2, · · · , xn−1的多项式, 即

ai = ai(x1, x2, · · · , xn−1) ∈ K[x1, x2, · · · , xn−1]

令 u∗n = un. 当 i 6= n时, 令 u∗i = ui − λiun. 显然 A = K[u1, u2, · · · , un] =

K[u∗1, u
∗
2, · · · , u∗n]. 带入可得下式,

g(u∗1, · · · , u∗n−1, u
∗
n) = f(u∗1 + λ1u

∗
n, · · · , u∗n−1 + λn−1u

∗
n, u
∗
n) = f(u1, · · · , un−1, un) = 0

所以 u∗n在K[u∗1, u
∗
2, · · · , u∗n−1]上整. 现在令 ξ1 = u∗n, A1 = K[u∗1, u

∗
2, · · · , u∗n−1]. 则 A = A1[ξ1],

ξ1在 A1上整. 如果 u∗1, u
∗
2, · · · , u∗n−1在K 上代数无关, 则定理成立. 否则重复上述过程得到,

A1 = A2[ξ2], ξ2在 A2上整. A2 = K[v1, v2, · · · , vn−2]. 由传递性, ξ1也在 A2上整. 这表明

A = A2[ξ1, ξ2]. 有限步过后此过程必定终止, 即定理成立. �

1.6.4 代数簇的函数域结构

例 1.6.3 已知 Rat(X) = K(u1, u2, · · · , un), ui = xi|X . 由于

K[u1, u2, · · · , un] = K[z1, z2, · · · , zd][ξ1, ξ2, · · · , ξn−d]

从而

Rat(X) = K(z1, z2, · · · , zd, ξ1, ξ2, · · · , ξn−d)
= K(z1, z2, · · · , zd)(ξ1, ξ2, · · · , ξn−d)
= F (ξ1, ξ2, · · · , ξn−d)

由定理 1.6.2可知, ξi在域 F 上整. �

引理 1.6.1 设 ξ在 F 上整, 则 F [ξ]是域.

证明 设 ξ的极小多项式为 f(x) ∈ F [x], deg f(x) = m. 则

F [ξ] = F + Fξ + · · ·+ Fξm−1
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对于任意的 η ∈ F [ξ], 存在次数小于m的多项式 g(x) ∈ F [x], 使得 η = g(ξ). 当 η 6= 0 时,

g(x) 6= 0. 由于 f(x)不可约, 所以 (f(x), g(x)) = 1. 故存在 u(x), v(x) ∈ F [x]使

u(x)f(x) + v(x)g(x) = 1

令 x = ξ, 则 f(ξ) = 0. 于是 v(ξ)g(ξ) = 1, 即 v(ξ)η = 1. 故 η可逆, 所以 F [ξ]为域. �

回顾 Rat(X) = K[z1, z2, · · · , zd][ξ1, ξ2, · · · , ξn−d]. 由上述引理可知维数的定义是合理的.

1.7 域的单扩张-约化为一个方程

1.7.1 分裂域

定义 1.7.1 设 F 为给定的域. f(x) ∈ F [x]为 d ≥ 1次多项式. 则存在域K ⊃ F , 它使

f(x)在 K[x]上分解成一次因式相乘. 即K 包含 f(x)的所有的根. 这样的最小域扩张K 称为

f(x)的分裂域(Splitting Field).

证明 (分裂域的存在性证明) 如果 f(x)是一次多项式相乘, 则K = F . 下设 f(x)有一个

次数 d1 > 1的不可约因式 f1(x). 则 K1 = F [x]/ 〈f1(x)〉为域. 它包含 F 作为子域, 且 α1 = x̄ ∈
K1满足 f1(α1) = 0. 故 α1为 f1(x)的一个根. 从而 f(x)在K1[x]的分解比在 F [x]的分解多一

个一次因式.

若 f(x)在K1[x]上的分解仍有一个次数大于 1的不可约因式 f2(x). 同理, 可构造域K2使

F ⊂ K1 ⊂ K2

f2(x)在K2[x]上的分解中有一个一次因式. 这样一直作下去, 有限步后就得到 f(x)的分裂域K

K = F [α1, α2, · · · , αs]

1.7.2 域的可分扩张

首先我们介绍数域上的一个重要性质.

命题 1.7.1 当域 F 的特征 char F = 0时, F [x]中的任何不可约多项式在分裂域中无重

根.

证明 设 f(x) ∈ F [x]为 d > 1次不可约多项式, f ′(x)是 d − 1次多项式. 从而 f(x)与

f ′(x)无公共因子. 否则由 f(x)不可约知, f(x)为公因子, 这是不可能的. 从而 f(x)与 f ′(x)互

素. 因此存在 u(x), v(x) ∈ F [x]使得

f(x)u(x) + f ′(x)v(x) = 1 (1-1)

若 α为 f(x)的重根, 则 f(α) = 0, f ′(α) = 0. 这与 1-1式矛盾. �

注 1.7.1 当域 F 的特征不为零时, 上述结论不对. 接下来我们给出一个反例. �

例 1.7.1 不妨设 char F = p > 0, 令 f(x) = xp − u, 于是 f ′(x) ≡ 0. 若 f(x)在 F 上没有

根, 则 f(x)不可约. 否则, 不妨设

f(x) = xp − u = g(x)h(x), g(x), h(x) ∈ F [x], deg g(x) = a ≥ 1, deg h(x) = b ≥ 1
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设 α为 f(x)在扩域中的一个根, 则 αp = u, 从而在K = F [α]上有

f(x) = g(x)h(x) = xp − αp = (x− α)p

所以 g(x) = (x− α)a, h(x) = (x− α)b. 这是在K[x]上的分解. 从而由

(x− α)a = xa − aαxa−1 + · · · ∈ F [x]

得到 aα ∈ F . 由于 a+ b = p, 所以 1 ≤ a < p. 又因为 F 为域, 故 p为素数. 从而 (a, p) = 1. 所

以 a在 F 中可逆, 这与 α ∈ F 产生矛盾. 所以 f(x)不可约, 但有重根. �

定义 1.7.2 设K/F 为扩域, α ∈ K. 若存在非零多项式 f(x) ∈ F [x]使得 f(α) = 0 (∗),
则称满足 (∗)式的 α是 F上的代数元. 满足 (∗)式且次数最小的首一多项式 f(x) ∈ F [x]称为 α

的极小多项式.

命题 1.7.2 α的极小多项式唯一, 且不可约.

定义 1.7.3 若K 中的任何元在 F 上都是代数的, 则称K 是 F 上的代数扩张(Algebraic

Extension).

注 1.7.2 添加有限个代数元的扩张一定是代数扩张 �

定义 1.7.4 设K/F 为代数扩张. 如果K 中任何元在 F 上的极小多项式都无重根. 则称

K/F 为可分扩张(Separable Extension).

1.7.3 有限单扩张

定义 1.7.5 若在域扩张K/F 中, K 是 F 上的有限维向量空间, 则称K 是 F 上的有限扩

张.

引理 1.7.1 K/F 是有限扩张当且仅当K 是 F 通过添加有限个代数元所得,

K = F [α1, α2, · · · , αr]

证明 (⇐=)作为 F -向量空间, 设 αi的极小多项式为 di. 则

K = L(αn1
1 αn2

2 · · ·αnrr | ni ≤ di − 1,∀ i)

所以K 有有限生成元. 故K 是有限维 F 向量空间.

(=⇒)设 α1, α2, · · · , αm是 F -向量空间K 的基, 这里 α ∈ K. 作 F -线性映射

α : K −→ K

β 7−→ αβ

在该映射下, 有

α


α1

α2

...

αn

 = A


α1

α2

...

αn

 , A ∈Mn(F )
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设 f(λ)是 A的特征多项式. 则易知 f(α) = 0. 所以 α是代数的. 故K/F 为代数扩张. 易知

K = F [α1, α2, · · · , αm]

故引理得证. �

定理 1.7.1 设K/F 是有限可分扩张, 则存在 ν ∈ K, 使得K = F [ν](单扩张).

证明 设K = F [α1, · · · , αm]. 由归纳法, 不妨设m = 2, K = F [α, β]. 设

f(x), g(x) ∈ F [x]是 α, β 的极小多项式. 设 α1 = α, α2, · · · , αm是 f(x)在分裂域中的所有根,

β1 = β, β2, · · · , βn是 g(x)在分裂域中的所有根. 因 K/F可分, 所以它们两两不同. 设

S = {αi − α
β − βj

| i 6= 1, j 6= 1}

取 c ∈ F , 但 c 6∈ S. 令 ν = α + cβ. 我们要证明K = F [ν]. 易知 F [ν] ⊂ F [α, β], 下证

α, β ∈ F [ν]. 只需要证: β ∈ F [ν], 即只要 β 在 F [ν]上的极小多项式 p(x)是一次的即可.

反证, 若 deg p(x) > 1. 令 h(x) = f(ν − cx) ∈ F [ν][x]. 这样就得到

h(β) = f(ν − cβ) = f(α) = 0

因此 β 是 h(x)的一个根. 故 p(x) | h(x), p(x) | g(x). 另一方面, 由于 deg p(x) > 1, g(x)无重根,

所以 p(x)无重根. 若 p(x)有一根 βj 6= β, 它也是 h(x)的根, 即 f(ν − cβj) = 0. 所以

αi = ν − cβj = α+ cβ − cβj

这就推出

c =
αi − α
β − βj

∈ S

但这与 c的选取是矛盾的. 所以 β ∈ F [ν], 这蕴含着 α ∈ F [ν], 所以K = F [α, β] = F [ν]. �

1.7.4 代数簇双有理等价于一个超曲面

命题 1.7.3 设 X 是代数簇. 若基域K 是特征为零的, 那么 Rat(X)是有理多项式域

K(z1, z2, · · · , zd)的有限扩张. 从而是单扩张,

Rat(X) = K(z1, z2, · · · , zd)[η]

定义 1.7.6 设 X,Y 是两个代数簇, 若 Rat(X) ∼= Rat(Y ), 则称 X 与 Y 双有理等

价(Birational Equivalence). 记为 X oo // Y .

命题 1.7.4 若 X 与 Y 双有理等价, 那么 dimX = dimY = d.

例 1.7.2 若 Rat(X) = K(z1, z2, · · · , zd)[η], 其中 η满足

zmd+1 + r1(z1, z2, · · · , zd)zm−1
d+1 + · · ·+ rm(z1, z2, · · · , zm) = 0

消去系数的分母, 可得不可约多项式 F (z1, z2, · · · , zd, zd+1)使得 F (z1, z2, · · · , zd, η) = 0. 令 Y

是 F = 0定义的超曲面, 则 Rat(Y ) = K(v1, v2, · · · , vd+1). 这里, vi = zi. 从而 η = zd+1满足

ηm + r1(v1, v2, · · · , vd)ηm−1 + · · ·+ rm(v1, v2, · · · , vm) = 0

所以 Rat(Y ) ∼= Rat(X). 即 X oo // Y . �

- 28 -



第一章 解方程组的基本理论

通过上例, 我们可以抽象出一个一般性的定理.

定理 1.7.2 任何在特征为零的域上的代数簇都双有理等价于一个超曲面. 任何方程组在

适当的双有理变换下都可化为一个方程.

本章习题

加 ∗号的习题表示有一定难度.

习题 1.1
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第二章 解方程的代数理论

2.1 坐标函数环

2.1.1 坐标函数环的定义

定义 2.1.1 设 X 是不可约代数簇, X ⊂ Ank

X :


f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0
...

fm(x1, x2, · · · , xn) = 0

记

I = 〈f1, f2, · · · , fm〉�K[x1, x2, · · · , xn] = R

I(X) =
√
I = {f ∈ K[x1, x2, · · · , xn] | f 在 X 上为零}

由于 X 不可约, 可定义 X 的有理函数域

Rat(X) = { h(x1, x2, · · · , xn)

g(x1, x2, · · · , xn)

∣∣∣∣
X

| g在 X 不恒为零}

注 2.1.1 一般情况下, ϕ ∈ Rat(X)的有理函数表示不唯一. 例如

h ≡ h′ mod I, g ≡ g′ mod I

则

ϕ =
h

g

∣∣∣∣
X

=
h′

g′

∣∣∣∣
X

定义 2.1.2 如果 p ∈ X, 且存在 g ∈ K[x1, x2, · · · , xn], 使得

(1) g(p) 6= 0;

(2) ϕ = h
g

∣∣∣
X

.

则称 ϕ在 p点有定义, 也称 ϕ在 p点正. 定义

Ø(X) = {ϕ ∈ Rat(X) | ϕ在 X 上处处有定义}

显然, Ø(X)是域 Rat(X)中的一个交换子环, 也是整环. 称 Ø(X)为 X 的坐标函数环.

命题 2.1.1 坐标函数环有自然的环同态

π : K[x1, x2, · · · , xn] −→ Ø(X)

f(x1, x2, · · · , xn) 7−→ f |X

根据定义 kerπ = I(X) =
√
I.
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引理 2.1.1 π是满同态.

证明 不妨设 ϕ ∈ Ø(X), ϕ = h
g

∣∣∣
X

. 由于 ϕ在 X 上处处有定义, 从而对于任意的 p ∈ X,

存在 gp, hp ∈ K[x1, x2, · · · , xn]使得 gp(p) 6= 0, ϕ =
hp
gp

∣∣∣
X

. 令

J = 〈gp | p ∈ X〉�K[x1, x2, · · · , xn]

则知 Z(J) = ∅. 设
J = 〈g1, g2, · · · , gs〉 , gi = gpi

由 Z(J) = ∅知, 存在 u1, u2, · · · , us ∈ R使得

u1g1 + u2g2 + · · ·+ usgs = 1

而

ϕ =
hi
gi

∣∣∣∣
X

, i = 1, 2, · · · , s

所以

ϕ = ϕ · 1
= ϕ · (u1g1 + u2g2 + · · ·+ usgs)

= u1 · h1

g1

∣∣∣
X
· g1 + u2 · h2

g2

∣∣∣
X
· g2 + · · ·+ us · hsgs

∣∣∣
X
· gs

= u1h1|X + u2h2|X + · · ·+ ushs|X
= (u1h1 + u2g2 + · · ·+ ushs)|X

令 f = u1h1 + u2h2 + · · ·+ ushs ∈ K[x1, x2, · · · , xn], 则 ϕ = f |X = π(f). 所以 π是满同态. �

由环同态基本定理, 我们有如下推论.

推论 2.1.1 设 X 为不可约代数簇, 则

Ø(X) ∼= K[x1, x2, · · · , xn]/I(X)

定义 2.1.3 设 X = Z(I)为任意代数集. 定义 X 的函数环为 Ø(X) =
K[x1, x2, · · · , xn]

I(X)
.

注 2.1.2 (1) X 不可约⇐⇒ I(X)是素理想⇐⇒ Ø(X)是整环.

(2) Ø(X)中没有非零幂零元. 也就是说 f
m

= 0⇐⇒ f = 0.

(3) 若 X = Z(I), 有时, 人们直接定义 Ø(X) = K[x1, x2, · · · , xn]/I. 此时, Ø(X)可能有非零

幂零元. 此时, “函数”的性质就弱化了,“f = 0”与 “f 作为 X 上的函数为零”并不一致.

关于 (2)的证明: 首先 f
m

= 0当且仅当 fm ∈ I(X). 又 I(X) =
√
I, 所以

√
I(X) = I(X).

故 fm ∈ I(X)当且仅当 f ∈ I(X), 也就是当且仅当 f = 0. �

2.1.2 极大理想与方程的解

定义 2.1.4 设 R为有单位元的交换环. I 是 R的一个理想, 定义商环

R = R/I = {r | r ∈ R}
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定义

IdealI(R) = {J �R | J ⊃ I}

Ideal(R) = ΣR = {R的理想的集合}

注 2.1.3 若 J �R, J ⊃ I, 请读者自行验证 J = {r | r ∈ J}�R. �

定理 2.1.1 (1) 定义如下映射

σ : IdealI(R) −→ Ideal(R)

J 7−→ J

则上述定义的映射 σ是单且满的映射.

(2) J 是 R的素理想当且仅当 J 是 R的素理想.

(3) J 是 R的极大理想当且仅当 J 是 R的极大理想.

证明 (1)先证明 σ是满射. 设 J ′ �R, 令 J = {r ∈ R | r ∈ J ′}为 J ′在 R中的提升.

R −→ R/I −→ 0

J −→ J ′

则 J ⊃ I 且 J �R. 易知 J = J ′, 故 σ是满射.

再证明 σ是单的. 设 J1, J2 ∈ ΣR(I). 即

J1 �R, J2 �R, Ji ⊃ I, i = 1, 2

若 σ(J1) = σ(J2), 即 J1 = J2. 设 a1 ∈ J1, 则 a1 ∈ J1 = J2. 所以存在 a2 ∈ J2, 使得 a1 = a2. 故

a1 − a2 ∈ I. 所以 a1 ∈ J2 + I = J2. 从而 J1 = J2. 单性得到验证.

(2),(3)由定义, J = J/I, 根据

R/J =
R/I

J/I
∼= R/J

但 R/J 为整环当且仅当 R/J 是整环, R/J 为域当且仅当 R/J 为域. 从而 (2)(3)得证. �

定理 2.1.2 方程组


f1 = 0

f2 = 0

· · ·
fm = 0

(I)的解集 Z(I)与K[x1, x2, · · · , xn]/I 中的极大理想一一

对应.

证明 设K 为代数闭域. R = K[x1, x2, · · · , xn]. I = 〈f1, f2, · · · , fm〉�R,R = R/I. 则 R

的极大理想的集合

max(R) = {m | m为 R的极大理想, m ⊃ I}
= {〈x1 − a1, · · · , xn − an〉 | a1, · · · , an ∈ K, 〈x1 − a1, · · · , xn − an〉 ⊃ I}
= {〈x1 − a1, · · · , xn − an〉 | ai ∈ K, (a1, · · · , an) ∈ Z(I)}
= {〈x1 − a1, · · · , xn − an〉 | (a1, · · · , an) ∈ Z(I)} 1:1←→ Z(I)

定理得证. �
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结论 2.1.1 研究方程组 (I)的解等价于研究商环 R/I 中的极大理想, 这里 R就是多项式

环K[x1, x2, · · · , xn].

Z(I) = max(R/I) = max(R/
√
I)

第二个等号成立是因为 I ⊂ m是极大理想当且仅当
√
I ⊂
√
m = m.

定理 2.1.3 若 X = Z(I), 则 X = max(Ø(X)).

结论 2.1.2 解方程的问题等价于研究域上的有限生成代数K[u1, u2, · · · , un]的极大理想

的问题. 不可约方程对应于整环K[u1, u2, · · · , un]. 当 X 不可约时, Rat(X)是 Ø(X)的分式域.

ϕ =
h(x1, x2, · · · , xn)

g(x1, x2, · · · , xn)

∣∣∣∣
X

∈ Rat(X) =
h|X
g|X

这里,g|X , h|X ∈ Ø(X).

定义 2.1.5 如果代数簇 X 与 Y 的坐标函数环 Ø(X) ∼= Ø(Y ), 则称 X 与 Y 是同构的. 记

为 X ∼= Y .

命题 2.1.2 如果代数簇 X 与 Y 同构, 则 X 与 Y 双有理等价, 这蕴含着 dimX = dimY .

2.2 环的整扩张

2.2.1 例子

例 2.2.1 考虑平面曲线 C : x2 − y3 = 0, 由于多项式 x2 − y3不可约, 所以 C 是不可约曲

线. I(C) =
〈
x2 − y3

〉
. 考虑 C 的坐标函数环

Ø(C) = C[x, y]/
〈
x2 − y3

〉
= C[u, v]

这里 u = x, v = y, 且 u2 − v3 = 0. 而 Rat(C) = C(u, v), 令 t = v2

u ∈ Rat(C), 则

t2 =
(
v2

u

)2

= v4

u2 = u2·v
u2 = v

t3 =
(
v2

u

)3

= (v3)2

u3 = (u2)2

u3 = u

所以

Rat(C) = C(u, v) = C(t), C[u, v] ⊂ C[t] ⊂ Rat(C)

令 Y 是复直线, 如 Y ⊂ C2 : x = 0. 则

Ø(Y ) = C[x, y]/ 〈x〉 = C[y] ∼= C[t]

不妨设 Ø(Y ) = C[t], 从而

Ø(X) ⊂ Ø(Y ) ⊂ Rat(X), Rat(X) = Rat(Y ).

所以 X 与 Y 双有理等价. 考虑如下 σ映射:
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Y −→ X

t 7−→ (t3, t2)
这里,

{
x = t3

y = t2

上述映射中, X 有奇点, Y 是光滑的.

Ø(X) = C[u, v], Ø(Y ) = Ø(X)[t], t2 − v = 0, t ∈ Rat(X)

满足方程

tm + a1t
m−1 + · · ·+ am = 0, ai ∈ C(X)

上式中的 t是 Ø(X)上的 “代数数”, t =
√
v. 例如,

√
2是 Z上的代数数, 但它不是有理数. �

2.2.2 环的整扩张

定义 2.2.1 设 A,B是两个交换环, 满足 A ⊆ B.

(1) 如果存在 ai ∈ A, 使得

bm + a1b
m−1 + · · ·+ am−1b+ am = 0

则称 b ∈ B 在 A上整;

(2) 如果 B 中的元都在 A上整, 则称 B 是 A的整扩张(Integral Extension).

定理 2.2.1 设 A ⊂ B 是两个交换环, x ∈ B, 则下列条件等价:

(1) x在 A上整;

(2) A[x]是有限生成 A-模;

(3) 存在 A[x] ⊂ C, C 为有限生成 A-模;

(4) 存在一个忠实的 A[x]模M , 且M 为有限生成 A-模.

证明 (1) =⇒ (2)由于 x在 A上整, 知存在 a1, a2, · · · , an ∈ A使得

xn = −a1x
n−1 − a2x

n−2 − · · · − an

从而知 A[x] = A+Ax+ · · ·+Axn−1是有限生成 A-模.

(2) =⇒ (3)取 C = A[x], 满足条件.

(3) =⇒ (4)取M = C, 因为 A[x] ⊂ C, 所以 C 为 A[x]模, 若有 r ∈ A[x]使得 rC = 0, 则

由于 1 ∈ A[x] ⊂ C, 知 r · 1 = 0. 所以 r = 0. 因此M 是忠实的.

(4) =⇒ (1)作线性映射

ϕ : M −→ M

m 7−→ x ·m

因为M 是有限生成 A-模, 设M = Ae1 +Ae2 + · · ·+Aen, 则有线性变换
xe1

xe2

...

xen

 = F ·


e1

e2

...

en


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设矩阵 F 的特征多项式为

λn + a1λ
n−1 + · · ·+ an = 0, ai ∈ A

因此

ϕn + a1ϕ
n−1 + · · ·+ an = 0

因此对于任意的m ∈M , 有

(ϕn + a1ϕ
n−1 + an)(m) = 0

这蕴含着

(xn + a1x
n−1 + · · ·+ an)m = 0

由模M 的忠实性, 显然有 xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0. �

定理 2.2.2 设 A,B是交换环, 满足 A ⊆ B. x1, x2, · · · , xn ∈ B 且它们在 A上整, 则

A[x1, x2, · · · , xn]是有限生成 A-模.

定理 2.2.3 设 A,B是两个交换环, 满足 A ⊂ B, C 是 A在 B 中的整闭包, 即

C = {x ∈ B | x在 A上整}

则 C 为 B 的子环.

证明 若 α, β ∈ C,则 A[α, β]是有限生成 A−模. 令 x = α+ β, 则

A[x] ⊆ A[α, β] ⊆ B

根据定理 2.2.1可知, α+ β 在 A上整. 同理可知, α− β, α · β 在 A 上整. �

我们叙述本节一个主要定理, 进而说明整性具有传递性.

定理 2.2.4 设 A,B,C 是环, 满足 A ⊆ B ⊆ C, 且 B 在 A上整, C 在 B 上整, 则 C 在 A

上整.

证明 对于任意的 x ∈ C, 由 C 在 B 上整可知, 存在 b1, b2, · · · , bn ∈ B 使得

xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn = 0

令 B′ = A[b1, b2, · · · , bn], 所以 B′是有限生成 A-模. 又因 B′[x]是有限生成 B′−模, 所以 B′[x]

为有限生成 A-模. 而 A[x] ⊆ B′[x] ⊂ C, 由定理 2.2.1, x在 A 上整. �

定理 2.2.5 设 A ⊆ B, C 是 A在 B 中的整闭包, 则 C 在 B 中整闭, 即 C 在 B 中的整闭

包为 C.

证明 设 x ∈ B, x在 C 中整. 因 C 在 A上整, 所以 x在 A上整. 又 C 是 A在 B 中的整

闭包, 故 x ∈ C. �

2.2.3 整环的整闭包

定义 2.2.2 设 A是整环, Rat(A)是 A的分式域. Ã是 A在 Rat(A)中的整闭包, 则称 Ã

为 A的整闭包(Integral Closure).
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定理 2.2.6 唯一分解整环 A是整闭的.

证明 设 x = b
a ∈ Rat(A), a, b ∈ A, gcd(a, b) = 1. 若 x ∈ Ã, 即 x在 A上整. 则存在

a1, a2, · · · , an ∈ A, 使得 xn + a1x
n−1 + · · ·+ an = 0. 将 x = b

a 代入方程, 整理可得:

bn + a1b
n−1a+ · · ·+ ana

n = 0

移项,

−bn = a(a1b
n−1 + · · ·+ ana

n−1)

由上式可知 a| bn. 又因为 gcd(a, b) = 1, 故 a|1, 即 a可逆, 所以 x ∈ A. �

2.2.4 环的整同态, 有限同态, 有限型同态

定义 2.2.3 设 ϕ : A −→ B 是环同态,

(1) ϕ是整同态当且仅当 B 在 ϕ(A)上整;

(2) ϕ是有限同态当且仅当 B 是有限 ϕ(A)(A)-模;

(3) ϕ是有限型同态当且仅当 B 是有限生成 A代数或 ϕ(A)代数, 即

B = A[b1, b2, · · · , bm] = ϕ(A)[b1, b2, · · · , bm].

定理 2.2.7 ϕ是有限同态当且仅当 ϕ是整同态且是有限型同态.

证明 (=⇒)不妨设 ϕ : A ↪→ B 为嵌入映射. 在定理 2.2.1的 (3)中取 C = B, 则对任意

的 x ∈ B,A[x] ⊂ C = B, 故 x在 A上整. 所以 B/A是整扩张, ϕ是整同态. ϕ是有限型同态是

显然的.

(⇐=)设 B = A[b1, b2, · · · , bm], bi在 A上整. 所以 B/A为有限生成 A-模. �

2.3 代数簇的正规化

2.3.1 正规化问题

设 X 是不可约代数簇. A = Ø(X), Rat(X) = Rat(A)为 X 的函数域. 记 Ã是 A在 B =

Rat(X) 中的整闭包, 则知

Ø(X) = A ⊆ Ã ⊆ Rat(X)

本节的目的: 证明存在代数簇 X̃ 使得 Ø(X̃) = Ã, 等价于证明 Ã 是有限生成的K 代数.

Ã = K[v1, v2, · · · , vN ], 此时, Ã = K[x1, x2, · · · , xN ]/I. 所以 X̃ = Z(I)为代数簇.

我们最终要证明如下结论:

定理 2.3.1 (1) Ã是有限 A-模;

(2) Ã = K[v1, v2, · · · , vN ].
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由 Noether正规化定理, 不妨设

A = K[x1, x2, · · · , xd][η1, η2, · · · , ηm]

令 R = K[x1, x2, · · · , xd], 则

Rat(A) = K(x1, · · · , xd)[η1, · · · , ηm] = K(x1, x2, · · · , xd)

所以 Rat(A)/Rat(R)是有限扩张. 为了简单, 我们总假设: char K = 0.

注 2.3.1 上述 char F = 0的条件可换为, Rat(A)/Rat(R)为可分扩张. �

为方便, 我们规定如下符号: F = Rat(R), L = Rat(A).

2.3.2 迹 tr(·)与域扩张

设 L/F 是域扩张, 有限扩张. ω1, ω2, · · · , ωm ∈ L是 L关于 F 的基. x ∈ L, 则可作线性映射

(F -线性),

Tx : L −→ L

y 7−→ xy

也用 Tx表示它在基 ω1, ω2, · · · , ωm下的矩阵. 定义

tr(x) := tr(Tx) ∈ F

N(x) := det(Tx) ∈ F

命题 2.3.1 上述定义的 tr(x), N(x)与 L的 F -基的选取无关. 且满足如下性质:

(1) tr(x+ y) = tr(x) + tr(y);

(2) N(xy) = N(x)N(y);

(3) 若 x 6= 0,则 N(x) 6= 0.

我们记

fx(λ) = λm − σ1λ
m−1 + σ2λ

m−2 + · · ·+ (−1)mσm

为 Tx的特征多项式, σ1, σ2, · · · , σm ∈ F , 则知

xm − σ1x
m−1 + σ2x

m−2 + · · ·+ (−1)mσm = 0

定理 2.3.2 设 char F = 0, x ∈ L. 如果对于任意的 y ∈ L, 都有 tr(xy) = 0, 则 x = 0.

证明 设 λ1, λ2, · · · , λm为 Tx的特征根. 则 σ1, σ2, · · · , σm为特征根的对称多项式. 由条

件知,

tr(x) = tr(x2) = · · · = tr(xm) = 0, Txy = Txty

所以对于任意的 k ≥ 1, tr(T kx ) = 0. 故

λk1 + λk2 + · · ·+ λkm = 0, k = 1, 2, · · · ,m
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下证 λ1 = λ2 = · · · = λm = 0. 否则, 设 λ1, λ2, · · · , λs为所有不同的非零特征根. 重数分别

为 m1,m2, · · · ,ms. 则

m1λ
k
1 +m2λ

k
2 + · · ·+msλ

k
s = 0, ∀ k ≥ 1

把上式写成矩阵的形式即为 
λ1 λ2 · · · λs
λ2

1 λ2
2 · · · λ2

s

· · · · · · · · · · · ·
λs1 λs2 · · · λss

 ·

m1

m2

...

ms

 = 0

系数矩阵的行列式等于

λ1λ2 · · ·λs
∏
i<j

(λi − λj) 6= 0

又因为 char F = 0, 故m1,m2, · · · ,ms = 0. 这与重数的概念矛盾. 所以 λi = 0, i = 1, 2, · · · ,m.

故 σi = 0, i = 1, 2, · · · ,m. 因此 xm−0 ·xm−1 + · · ·+ 0 · (−1)m = 0, 由 F 的特征为零得到 x = 0.

证毕. �

注 2.3.2 tr(·)给出了 L上的双线性型 〈, 〉:

〈x, y〉 = tr(xy) ∈ F

此双线性型为:

〈·, ·〉 : L× L −→ F

由非退化的等价条件知, 矩阵 (tr(ωiωj))i,j≤m的行列式不为零. �

2.3.3 整元的特征多项式

设 R是整闭整环, 例如取 R = K[x1, x2, · · · , xd]. A是 R的有限整扩张. 记 F = Rat(R), 这

里设 char F = 0. 记 L = Rat(A) = F [η1, η2, · · · , ηm]是有限扩张. (A = Ø(X), L = Rat(X)), Ã

是 A的整闭包,

Ã = {u ∈ L | u在 A上整 } = {u ∈ L | u在 R上整 }

定理 2.3.3 设 u ∈ L. 若 u ∈ A, 则 u在 F 上的特征多项式和极小多项式的系数全在 R

中.

证明 设 Tu : L −→ L是 F -线性的. 设 λ1, λ2, · · · , λm是 Tu的特征根. 它们都在 F 的代

数闭包之中.

fu(λ) = λm − σ1λ
m−1 + · · ·+ (−1)mσm ∈ F [λ]

由于 fu(λi) = 0, i = 1, 2, · · · ,m, λ1, λ2, · · · , λm在 F 上是代数元. 又因为 u在 R上整, 故

知存在 R上的首一多项式 g(λ) ∈ R[λ], 使得 g(u) = 0. 设 p(λ) ∈ F [λ]是 u的极小多项式, 则

p(λ)|g(λ), 从而 g(λi) = 0, i = 1, 2, · · · ,m. 故 λ1, λ2, · · · , λm在 R上整. 所以它的初等对称多

项式 σ1, σ2, · · · , σm也在 R上整. 又因为 σ1, σ2, · · · , σm ∈ F = Rat(R), 且 R是整闭整环. 故知

σ1, σ2, · · · , σm ∈ R. 同理, p(λ) ∈ R[λ]. �
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推论 2.3.1 tr(u), N(u) ∈ R.

2.3.4 Ã的有限性证明

设 ω1, ω2, · · · , ωm ∈ L为 L的 F -基. 由于 ω1, ω2, · · · , ωm在 F 上是代数的. fωi(λ) ∈ F [λ].

去掉 fωi(λ)的系数的分母, 则知存在 di ∈ R, 使得 diωi在 R上整. 故不妨设 ω1, · · · , ωm ∈ Ã,

从而:

(1) tr(ωiωj) ∈ R;

(2) D := det(tr(ωiωj)) 6= 0.

定理 2.3.4 Ã ⊂ 1

D
(Rω1 +Rω2 + · · ·+Rωm).

证明 因 〈, 〉非退化, 选取 ω1, · · · , ωm关于 〈, 〉的对偶基. ω∗1 , · · · , ω∗m ∈ L, 即 tr(ωiω
∗
j ) =

δij . 对任何 ω ∈ Ã, 设

ω = ξ1ω
∗
1 + ξ2ω

∗
2 + · · ·+ ξmω

∗
m, ξi ∈ F

则知 ξi = 〈ω, ωi〉 ∈ R. 所以 Ã ⊂ Rω∗1 +Rω2 ∗+ · · ·+Rω∗m. 令
ω1

ω2

...

ωm

 = M


ω∗1

ω∗2
...

ω∗m

 M = (aij)

即 ωi =
m∑
j=1

aijω
∗
j 则知

tr(ωiωk) =
∑
j

aijtr(ω
∗
jωk) = aik ∈ R

所以M = (tr(ωiωj)), D = |M |. 再根据
ω∗1

ω∗2
...

ω∗m

 =
1

D
M∗


ω1

ω2

...

ωm

 ⊂ 1

D
(Rω1 +Rω2 + · · ·+Rωm)

故 ω ∈ 1

D
(Rω1 +Rω2 + · · ·+Rωm), 也就是说 Ã ⊂ 1

D
(Rω1 +Rω2 + · · ·+Rωm). �

推论 2.3.2 R为 Noether环时, 存在 η1, η2, · · · , ηN ∈ Ã使得

Ã = Rη1 +Rη2 + · · ·+RηN

我们的情形, R = K[x1, x2, · · · , xd]是 Noether的. 用到的结论是, Noether环上的有限生成

模的子模也是有限生成的.

2.3.5 Noether环 R上的有限生成模

定义 2.3.1 设 R是 Noether的, M是有限生成 R-模, N ⊂M , 则称 N 是M 的 R-子模.
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定理 2.3.5 N 是有限生成 R-模.

证明 存在m和模同态 R⊕m
ϕ−→ M → 0. 令 N ′ = ϕ−1(N), 则只需要证明 N ′有限生成

即可. 所以可以设M = R⊕m, 对m施归纳法. 当m = 1时, N 为 R 的理想, 所以有限生成. 下

设m > 1, 且对秩小于m时, 结论都成立.

0 → Rm−1 ψ−→ Rm
ϕ−→ R → 0

∪ ∪ ∪

0 → N ′′
ψ′−→ N

ϕ′−→ N ′ → 0

由归纳假设, N ′和 N ′′都是有限生成 R-模. 不妨设 e′′1 , e
′′
2 , · · · , e′′s 为 N ′′的生成元, η1, η2, · · · , ηt

为 N ′的生成元. 设 e′1, e
′
2, · · · , e′t为 η1, η2, · · · , ηt在 N 中的提升. 也就是说 ϕ′(e′i) = ηi. 则易知

e′′1 , e
′′
2 , · · · , e′′s ,e′1, e

′
2, · · · , e′t为 N 的生成元. �

2.4 局部化技巧

2.4.1 分式环

定义 2.4.1 (分式环的构造 I) 当 A是整环, S ⊂ A是乘法封闭子集, 即

(1) 0 6∈ S, 1 ∈ S;

(2) 若 s1, s2 ∈ S, 则 s1s2 ∈ S.

则可构造分式环(Ring of Fractions) S−1A, A ⊂ S−1A ⊂ Rat(A).

S−1A = {a
s
∈ Rat(A) | a ∈ A, s ∈ S}

定义 2.4.2 (分式环的构造 II) 当 A是任意的环, S ⊂ A是乘法封闭子集, 即

(1) 1 ∈ S;

(2) 若 s1, s2 ∈ S, 则 s1s2 ∈ S.

我们也可构造一个环 S−1A. 方法如下:

在 (A,S)中定义等价关系:

(a, s) ∼ (b, t)

当且仅当存在 u ∈ S, 使得 (at− bs)u = 0. 我们用
a

s
表示 (a, s)的等价类,

a

s
=
b

t
⇐⇒ ∃u ∈ S, (at− bs)u = 0

定义 S−1A = {as | a ∈ A, s ∈ S}中的 “+,−,×”运算

a

s
+
b

t
:=

at+ bs

st
,

a

s
· b
t

:=
ab

st

可以验证, 上述定义与等价类 a
s ,

b
t 中的代表元 a, s, b, t的选取无关. S−1A成为环, 称为 “分

式环”.
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命题 2.4.1 (分式环同态) 有环同态

f : A −→ S−1A

a 7−→ a

1

此同态有如下性质

(1) 它不一定是单同态;

(2) 对于任意的 s ∈ S, f(s) = s
1 可逆;

(3) f(a) = 0当且仅当存在 u ∈ S, 使得 ua = 0. 特别地, S−1A = 0⇐⇒ 0 ∈ S.

例 2.4.1 p�A为素理想时, S = A− p为乘法封闭子集. 记 Ap = S−1A.

(1) f ∈ A, S = {1, f, f2, · · · , fn, · · · }, 记 Af = S−1A;

(2) 若 I �A, 则 S = 1 + I 是乘法封闭子集, S−1A. �

2.4.2 分式模

设M 是 A-模, S, A定义同上, 则我们可按照如下方法构造分式模 S−1M :

定义 2.4.3 (分式模的构造) 首先我们在M × S 上定义等价关系 ∼:

(m, s) ∼ (m′, s′)⇐⇒ ∃ t ∈ S,使得 t(sm′ − s′m) = 0

用 m
s 表示 (m, s)的等价类.

S−1M = {m
s
| m ∈M, s ∈ S}

满足

(1)
m

s
+
m′

s′
:=

s′m+ sm′

ss′
;

(2)
a

s
· m
′

s′
:=

am′

ss′
.

则 S−1M 是 S−1A-模, 也是 A−模. 同样有记号Mp,Mf 等.

命题 2.4.2 (分式模同态) 设 α : M −→ N 是 A-模同态.

S−1α : S−1M −→ S−1N
m

s
7−→ α(m)

s

若 β : N −→M ′为模同态. 则 S−1β ◦ S−1α = S−1(β ◦ α).

定理 2.4.1 S−1是正合函子. 即如果M ′
α−→ M

β−→ M ′′在M 处正合, 则 S−1M ′
S−1α−→

S−1M
S−1β−→ S−1M ′′ 在 S−1M 处也正合.

证明 (1) S−1β ◦ S−1α = S−1(β · α) = S−1(0) = 0. 所以 ImS−1α ⊆ kerS−1α.
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(2) 设 m
s ∈ kerS−1β,m ∈M , 这就推出 β(m)

s = 0, 所以存在 t ∈ S, 使得

tβ(m) = β(tm) = 0

因此,

tm ∈ kerβ = Imα

即存在m′ ∈M ′使得 tm = α(m′). 于是

m

1
=
α(m′)

t
,

m

s
=
α(m′)

ts

这表明
m

s
= S−1α(

m′

ts
) ∈ ImS−1α

所以 ImS−1α = kerS−1β. 证毕. �

易验证下列命题:

命题 2.4.3 对于任意的 A-模M,N

• S−1(M +N) = S−1M + S−1N

• S−1(M ∩N) = S−1M ∩ S−1N

• S−1A-模同构: S−1(M/N) ∼= S−1M/S−1N .

2.4.3 局部性质

定义 2.4.4 环 A(或 A-模M)的性质 P 叫做局部性质, 如果下断言成立: A (或者M)具

有性质 P 当且仅当对任何素理想 p�A, Ap (或者Mp)具有性质 P .

定理 2.4.2 设M 为 A-模. 则以下条件等价:

(1) M = 0;

(2) 对所有素理想 p�A, Mp = 0;

(3) 对所有极大理想 m�A,Mm = 0.

在证明这个定理以前, 我们先介绍如下引理.

引理 2.4.1 设 I �A, I 6= A. 则存在极大理想 m�A, 使得 I ⊆ m.

证明 我们用两种方法证明.

(1) 设 A为 Noether环, 若 I 不包含在任何极大理想之中, 则 I 不极大. 所以存在

I2 �A, I2 6= A

使得

I = I1 ( I2 �A, I2 6= A
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同理, I2也不含在任何极大理想之中, 所以存在

I3 �A, I3 6= A

使得

I1 ( I2 ( I3 �A

一直下去, 得到 A的一个不稳定的理想升链, 与 Noether性矛盾.

(2) 令 Σ是 A中包含 I 的所有真理想的集合. I ∈ Σ, 所以 Σ 6= ∅. Σ中按照包含关系引入次

序, 应用 Zom引理, 需要验证 Σ中的每个链在 Σ中都有上界.

设 {Iα | α ∈ T}是 Σ中的一个链. 即任意的 α, β ∈ T , 要么 Iα ⊆ Iβ, 要么 Iβ ⊆ Iα. 令

J =
⋃
α∈J

Iα. 则知

J �A, J 6= A, J ⊃ I

所以 J ∈ Σ. 且对任意的 Iα ⊆ J, α ∈ T . 故 J 为 {Iα}的上界. 从而 Σ中有极大元 m. �

现在我们来证明定理 2.4.2.

证明 (1) =⇒ (2) =⇒ (3)是显然. 我们来证明 (3) =⇒ (1). 若M 6= 0, 取 x ∈ M,x 6= 0.

令 I = {r ∈ A | rx = 0} = Ann(x). 则 I 6= 〈1〉 , I � A. 根据引理 2.4.1, 存在极大理想 m� A使

得 I ⊆ m. 而Mm = 0, 所以根据 x
1 ∈ Mm, 有 x

1 = 0. 即存在 s ∈ A − m, 使得 sx = 0, s 6∈ m, 这

就推出 s 6∈ I, 与 I 的定义矛盾. 所以M = 0. �

推论 2.4.1 设 a ∈ A, a不可逆. 则存在极大理想 m�A, 使得 a ∈ m.

定理 2.4.3 设 ϕ : M −→ N 是 A-模同态, 则以下条件等价:

(1) ϕ是单的;

(2) 对于任意的素理想 p�A, ϕp : Mp −→ Np是单的;

(3) 对于任意的极大理想 m�A, ϕm : Mm −→ Nm是单的.

证明 (1) =⇒ (2)根据 0 −→M −→ N 正合, 0 −→Mp
ϕp−→ Np正合. 所以 ϕp是单的.

(2) =⇒ (3)证明是平凡的.

(3) =⇒ (1)由 0 −→ M ′ −→ M
ϕ−→ N 正合, M ′ = kerϕ, 则 0 −→ M ′p −→ Mp

ϕp−→ Np正

合. 所以 (kerϕ)p = kerϕp. 因为对于任意的极大理想 m, ϕm是单的, 所以 kerϕm = 0. 故对于任

意的极大理想 m, M ′m = 0. 所以M ′ = 0, 故 ϕ是单的. �

注 2.4.1 将上述定理中的单性条件换成满性, 定理依然成立. �

2.4.4 分式环的性质

定理 2.4.4 设 J � S−1A, 则存在 I �A, 使得

J = S−1I = {a
s
| a ∈ I, s ∈ S}
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证明 构造下列映射,

ϕ : A −→ S−1A

a 7−→ a

1

令 I = ϕ−1(J), 则
a

s
∈ S−1I, a ∈ I, a

s
=

1

s
· a

1
∈ J

所以 S−1I ⊂ J .

反之, 根据 b
s ∈ J , 我们有 s

1 ·
b
s ∈ J . 故 b

1 ∈ J . 所以 b ∈ I, 即 J = S−1I. �

推论 2.4.2 若 A为 Noether环, 则 S−1A也是 Noether的.

证明 设 J = S−1I, I = 〈a1, a2, · · · , as〉. 因此 J =
〈
a1
1 ,

a2
1 , · · · ,

as
1

〉
, 所以 S−1A是

Noether的. �

定理 2.4.5 记 A = A/I, S 为 S 在 A中的像. 则 S 是乘法封闭子集, 且有

S−1A/S−1I ∼= S−1
A

证明 设 A的元为 a, a ∈ A, 则我们构造如下映射:

ψ : S−1A −→ S−1
A

a

s
7−→ a

s

定义与 s, a的选取无关. 故知

kerψ = {as |
a
s = 0}

= {as | ∃ t ∈ S, t · a = 0}
= {as | ∃ t ∈ S, ta ∈ I}
= S−1I

根据同态基本定理, 命题显然得证. �

2.5 代数簇的维数理论

2.5.1 不可约真子簇的维数

设 X ⊂ Ank 是 d维不可约代数簇. Y ( X 是不可约真子代数簇. 从而 I(X), I(Y )是素理想,

且 Y ( X ⇐⇒ I(Y ) ) I(X).

定理 2.5.1 设 X,Y 不可约. Y ( X, 则 dimX > dimY .

在证明该定理以前, 我们先做一些准备工作.

注 2.5.1 我们用 f 表示 f 限制在子簇中的同态, 即

Ø(X) −→ Ø(Y )

f 7−→ f |Y = f
�
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引理 2.5.1 限制同态 Ø(X) −→ Ø(Y )是满同态, 但不是单同态.

证明 根据 Ø(X) = K[x1, x2, · · · , xn]/I(X),Ø(Y ) = K[x1, x2, · · · , xn]/I(Y ), 限制映射

等价于自然同态,
K[x1, x2, · · · , xn]

I(X)
−→ K[x1, x2, · · · , xn]

I(Y )

因为 I(Y ) ) I(X), 所以此同态是满的, 但不是单同态. �

由 Noether正规化定理,

Ø(X) = K[x1, x2, · · · , xd][η1, η2, · · · , ηm]

这里 x1, x2, · · · , xd在K 上代数无关, η1, η2, · · · , ηm在 R = K[x1, x2, · · · , xd]上整. 从而

Ø(Y ) = K[x1, x2, · · · , xd][η1, η2, · · · , ηm]

.

引理 2.5.2 上述的 x1, x2, · · · , xd在K 上代数相关.

证明 反证, 设 x1, x2, · · · , xd在K 上代数无关. 取 u ∈ Ø(X), 使得 u = 0. 由于将

Ø(X) = R[η1, η2, · · · , ηm]限制映射在 R上是单的. 故 u 6∈ R. 又 Ø(X)在 R上整, 从而存在

m ≥ 2, r1, r2, · · · , rm ∈ R使得

um + r1u
m−1 + · · ·+ rm−1u+ rm = 0

不妨设m是满足上条件的最小整数, m ≥ 2. 我们现在从 Ø(Y )的角度考虑上等式,

um + r1u
m−1 + · · ·+ rm−1u+ rm = 0

由于 u = 0, 所以 rm = 0. 又因为该限制映射是单射, 所以 rm = 0. 所以

u(um−1 + r1u
m−2 + · · ·+ rm−1) = 0

根据 Ø(X)无零因子且 u 6= 0, 我们有 um−1 + r1u
m−2 + · · ·+ rm−1 = 0. 这与m的极小性矛盾.

所以 x1, x2, · · · , xd必定代数相关. 证毕. �

现在我们来证明定理 2.5.1.

证明 由 Noether正规化定理, 存在 d < d, 使得

K[x1, · · · , xd] = K[y1, · · · , yd][ξ1, · · · , ξd−d]

其中, y1, · · · , yd在K 上代数无关, ξi在K[y1, · · · , yd]上整. 由整性的传递性, η1, η2, · · · , ηm在
K[y1, · · · , yd]上整. 所以

Ø(Y ) = K[y1, · · · , yd][ξ, · · · , ξd−d, η1, · · · , ηm]

由维数的定义,显然有 dimY = d < d = dimX. �

推论 2.5.1 对于 A = K[x1, x2, · · · , xd]中的任何两个素理想 p ( p′, 有

dimZ(p) > dimZ(p′)
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证明 令 X = Z(p), Y = Z(p′), 由 X > Y 知, dimX > dimY . 此证明是平凡的. �

命题 2.5.1 K[x1, x2, · · · , xn]中最长的素理想链的长度为 n = dimAnk .

证明 注意到 Z(0) = Ank , 且 Ø(Ank) = K[x1, x2 · · · , xn]. 由定义, dimAnk = n,故 Ank 不可
约真子簇真包含的链的长度小于或等于 n. 用素理想的语言, 即K[x1, x2, · · · , xn]中素理想的链

的长度m ≤ n.

P0 ( P1 ( · · · ( Pm

另一方面,

〈0〉 ( 〈x1〉 ( 〈x1, x2〉 ( · · · ( 〈x1, x2, · · · , xn〉

是长度为 n的素理想链. 因此K[x1, x2, · · · , xn]中最长的素理想链的长度为 n = dimAnk . �

问题 2.5.1 Ø(X)中是否存在长度为 dimX = d的素理想链?答案是肯定的.

定义 2.5.1 定义环 A的 Krull维数

dimA := max{n | A中存在长度为 n的素理想链. }

根据定义, 易得 dim Ø(X) = dimX.

2.5.2 分式环中的素理想链

命题 2.5.2 商环 A = A/I 中的素理想链和 A中包含 I 的素理想链一一对应.

证明 商环 A = A/I 中的理想都有形式

J, J �A, I ⊂ J

且以下两个集合之间有一一对应的关系,

{A中的理想} 1:1←→ {A中包含 I 的理想}

• 保持包含关系;

• 因为 A/J ∼= A/J , 所以保持 “素”性;

• 保持极大性.

所以, 商环 A中的素理想链和 A中包含 I 的素理想链一一对应.

I ⊂ p0 ( p1 ( · · · ( pm �A

证毕. �

命题 2.5.3

S−1I = S−1A⇐⇒ I ∩ S 6= ∅

证明 在分式环 S−1A中, 对于理想 S−1I, I �A及环同态基本定理

S−1A/S−1I ∼= S−1
A

故 I 是素理想可知, 由此 A是整环, 所以 S−1I 也是素的. 故 S−1I = S−1A⇐⇒ I ∩ S 6= ∅. �
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引理 2.5.3 S−1A中的素理想与 A中和 S 不相交的素理想一一对应, 且保持包含关系.

证明 若 p�A, p ∩ S 6= ∅, 则 S−1p 6= 〈1〉. 由上知 S−1p也是素理想.

反之, 设 q� S−1A是素理想, 建立映射 ϕ : A −→ S−1A, 令 p = ϕ−1(q), 则知 p是素的, 且

q = S−1p

若 pi �A是素理想, 则 pi ∩ S = ∅. 如果 S−1(p1) = S−1p2, 设对于任意的 a1 ∈ p1,
a1

1
∈ S−1P1 = S−1P2

所以存在 s ∈ S, a2 ∈ p2, 使得 a1
1 = a2

s , 即对于某个 u ∈ S,

u(a2 − a1s) = 0

故

a1(us) = ua2 ∈ p2

又因为 us ∈ S, 故 us 6∈ p2. 因此 a1 ∈ p2. 即 P1 ⊆ p2. 同理可得 p2 ⊆ p1. 故 p1 = p2. 因此此映

射是一一对应的. �

2.5.3 Ø(X)的素理想链

引理 2.5.4 设 A ⊆ B 是整环, B 在 A上整. 则 A为域当且仅当 B 为域.

证明 若 A为域. 对于 B 中任意的非零元 b, 存在m ≥ 1, a1, a2, · · · , am ∈ A使得

bm + a1b
m−1+···+am−1b+am=0

不妨设m是满足上条件的最小数, 则由 B 是整环, 没有零因子可知 am 6= 0. 从而

b(bm−1 + a1b
m−2 + · · ·+ am−1) = −am

是可逆的. 因此 b可逆, 所以 B 为域.

反过来, 已知 B 为域. 令 a ∈ A, a 6= 0. 则 a−1 ∈ B, a−1在 A上整. 所以有

(a−1)n + a′1(a−1)n−1 + · · ·+ a′n−1(a−1) + a′n = 0

上式两端同乘以 an于是有

1 + a(a′1 + a′2a+ · · ·+ a′na
n−1) = 0

所以

a−1 = −(a′1 + a′2a+ · · ·+ a′na
n−1) ∈ A

故 A为域. �

引理 2.5.5 设 A,B为环, 满足 S ⊆ B. 若 B 在 A上整, q � B 是素理想, p = q ∩ A,则 p

是素理想, 且 p极大当且仅当 q极大.

证明 由单同态 A/p ↪→ B/q, 所以由 B/q为整环, 从而 A/p为整环. 因此 p是素理想. 又

因为 b ∈ B/q且 b在 A上整. 所以

bm + a1b
m−1 + · · ·+ am = 0, ai ∈ A
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把 A/p看成是 B/q的子环, 用 ·表示剩余类, 则

b
m

+ a1b
m−1

+ · · ·+ am = 0

其中 ai ∈ A/p, 所以 b在 A/p上整. 故 B/q在 A/p上整. 根据引理 2.5.4, A/p为域当且仅当

B/q为域. 即 p极大当且仅当 q极大. �

引理 2.5.6 设 A,B为环, S ⊆ B. 若 B 在 A上整, q � B 是素理想, q′ ⊇ q是素理想, 且

q′ ∩A = q ∩A = p, 则 q′ = q.

证明 令 S = A− p, 则 S−1B 在 S−1A上整, 设 b
s ∈ S

−1B, 则

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an = 0

所以

(
b

s
)n +

a1

s
(
b

s
)n−1 + · · ·+ an

sn
= 0

S−1p = S−1(q ∩A) = S−1q ∩ S−1A = S−1q′ ∩ S−1A

S−1p在 S−1A中极大. 故 S−1q ⊆ S−1q′在 S−1B 中极大. 所以 S−1q ⊆ S−1q′. 设 y ∈ q′, 则
y
1 ∈ S

−1q, 故存在 x ∈ q, s ∈ S 使得 y
1 = x

s , 存在 u ∈ S, 使得

u(sy − x) = 0, (su)y = us ∈ q

又因为 su 6∈ q, 故 y ∈ q. 所以 q′ ⊆ q. 即 q′ = q. �

引理 2.5.7 设 A,B为环, 满足 A ⊆ B. 若 B 在 A上整, p � A是素理想, 则存在素理想

q�B 使得 p = q ∩A.

证明 令 S = A− P , 则 S−1B 在 S−1A上整. 根据下图关系可知

A �
� τ //

α
��

B

β
��

S−1A
S−1τ // S−1B

S−1A有唯一的素理想 S−1p. S−1B 中存在极大理想 m, β−1(m) = q素理想,

(S−1τ)−1(m) = S−1p

是极大理想. 而

q ∩A = τ−1(q) = α−1(S−1p) = p

所以 q ∩A = p. �

定理 2.5.2 (上升定理) 设 A,B为环,满足 A ⊆ B. 且 B/A是整环.

p1 ( p2 ( · · · ( pn

是 A的素理想升链,

q1 ( q2 ( · · · ( qm (m < n)

是 B 的素理想升链. 则可扩充 q1 ( q2 ( · · · ( qm为素理想链, q1 ( q2 ( · · · ( qn使得

pi = qi ∩A, i = 1, 2, · · · , n.
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证明 可设 n = 2,m = 1. A = A/p1, B = B/q1. 则 A ⊆ B 是整环,B/A整. p2 6= 0在 B

上的提升 q2 6= 0满足 q2 ∩A = p2, q2 ) q1, 有 q2 ∩A = p2. �

推论 2.5.2 Ø(X)中有长度为 d = dimX 的素理想链.

证明 B = Ø(X) = A[η1, η2, · · · , ηm], 在 A = K[x1, x2, · · · , xd]上整, A中有长度为 d的

素理想链. 故 B = Ø(X)中也有长度为 d的素理想链. �

例 2.5.1 dimZ = 1, 〈0〉 ( 〈p〉. R为主理想整环, 但不为域. 则 dimR = 1. �

2.6 整闭整环上的整扩张

2.6.1 整闭性是局部性质

定理 2.6.1 设 A,B是环,满足 A ⊆ B. 设 C 是 A在 B 中的整闭包. S ⊂ A是一乘法封闭
的子集. 则 S−1C 是 S−1A在 S−1B 中的整闭包.

证明 已知 S−1C 在 S−1A上整. 反之, 如果 b
s ∈ S

−1B 在 S−1A上整, 那么我们有整方程

(
b

s
)n + (

a1

s1
)(
b

s
)n−1 + · · ·+ an

sn
(∗)

其中, a1, a2, · · · , an ∈ A, si ∈ S, ∀ i.

令 t = s1s2 · · · sn, 用 (st)n乘以方程 (*)可得:

(bt)n + a′1(bt)n−1 + · · ·+ a′n = 0, a′i ∈ A

所以 bt ∈ C, b
s = bt

st ∈ S
−1C. �

推论 2.6.1 设 A是整环, A整闭, 则 Ap整闭.

定理 2.6.2 A整环, 则下列条件:

(1) A是整闭的;

(2) 对每个素理想 p, Ap是整闭的;

(3) 对每个极大理想 m, Am是整闭的.

证明 设 F = Rat(A). C 是 A在 F 中的整闭包. f : A −→ C 是包含映射. 则 A整闭

⇐⇒ f 是满的⇐⇒对于任何的 m, fm满⇐⇒ fm是满的. 再由定理 2.6.1可知, (1)(2)(3)等价. �

2.6.2 理想上的整元

定义 2.6.1 设 A,B是环, 满足 A ⊆ B. 且 B 在 A上整. I �A, b ∈ B. 如果 b的整方程,

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an−1b+ an = 0

中的系数 ai ∈ I. 则称 b在 I 整. 记

IntI(B) = Ĩ(B) = {b ∈ B | b在 I 上整. }
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定理 2.6.3 设 A,B是环,满足 A ⊆ B. 且 B 在 A上整. I�A,则 Ĩ(B) =
√
IB = IntI(B)

证明 若 b ∈ Ĩ, 则

bn + a1b
n−1 + · · ·+ an−1b+ an = 0, ai ∈ I

所以, bn ∈ IB, b ∈
√
IB.

反之, 如果 b ∈
√
IB, 则存在 n > 0, 使得

bn = a1b1 + a2b2 + · · · ambm, ai ∈ I, bi ∈ B

由于 b1, b2, · · · , bm在 A上整. 故M = A[b1, b2, · · · , bm]是有限生成 A-模.

bnM ⊆ IM

bn在生成元下的矩阵的系数属于 I. 从而矩阵的特征多项式

λk + a′1λ
k−1 + · · ·+ a′k = 0, a′i ∈ I

它是 bn的化零方程. 所以 b ∈ Ĩ(B). �

定理 2.6.4 设 A,B是整环, 满足 A ⊆ B. A整闭, B 在 A上整. I � A, F = Rat(A),

b ∈ Ĩ(B). 设

fb(λ) = λn + k1λ
n−1 + · · ·+ kn

是 b在 F 上的极小多项式. 则 k1, k2, · · · , kn ∈
√
I.

证明 由于 b ∈ Ĩ =
√
IB, 存在整方程

bm + a1b
m−1 + · · ·+ am−1b+ am = 0, a1, a2, · · · , am ∈ I

记 g(λ) = λm + a1λ
m−1 + · · · + am. 作为 F [λ]中的元, fb(λ) | g(λ). 设 λ1, λ2, · · · , λn为 fb(λ)

的根. 从而 g(λi) = 0. 所以 λi ∈ Ĩ. 因为 k1, k2, · · · , kn是 λ1, λ2, · · · , λn的多项式, 且 Ĩ 是理

想, 所以 k1, k2, · · · , kn ∈ Ĩ. 故 k1, k2, · · · , kn在 A上整, ki ∈ F = Rat(A), 又因为 A整闭, 所以

k1, k2, · · · , kn ∈ A. 又因为 ki ∈ Ĩ, 故存在 ni > 0,使得

knii + a′1k
ni−1
i + · · ·+ a′ni = 0, a′j ∈ I

所以 knii = −a′1k
ni−1
i − · · · − a′ni ∈ I, ki ∈

√
I. �

推论 2.6.2 若在定理 2.6.4中, 若取 I = A, 则知 B 的元在 F 上的极小多项式的系数都在

A中.

注 2.6.1 B 的元作为 Rat(B)/Rat(A)上的特征多项式的系数也在 A中. �

2.6.3 构造素理想

定理 2.6.5 A是环, I � A, S 是 A中的乘法封闭子集. 如果 I ∩ S = ∅. 则存在素理想
p�A, 使得 I ⊆ p, p ∩ S = ∅.

证明 令 Σ = {J � A | J ⊃ I, J ∩ S = ∅}, 则因 I ∈ Σ, Σ 6= ∅. 又 Σ 关于包含关系成偏序

集, 且任何全序子集 {Jα | α ∈ T}有上界 J =
⋃
α∈I

Jα ∈ Σ. 故 Σ有极大元 p. 下证 p为素理想.
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设 f, g ∈ A. f, g 6∈ p. 则因

p + 〈f〉 ⊃ I, p + 〈g〉 ⊃ I

且 p极大, 即 p + 〈f〉, p + 〈g〉又都不在 Σ之中, 因此

(p + 〈f〉) ∩ S 6= ∅, (p + 〈g〉) ∩ S 6= ∅

现在设

s1 = a1 + fr1, s2 = a2 + gr2, a1, a2 ∈ P, r1, r2 ∈ A, s1, s2 ∈ S

那么

fgr1r2 = (s1 − a1)(s2 − a2) ≡ s1s2 mod p

这里 s1s2 ∈ S, S ∩ p = ∅, 所以 s1s2 6∈ p. 于是 fg 6∈ p, 故 p是素理想. �

2.6.4 下降定理

设 A,B是环, 满足 A ⊆ B, B 在 A上整.

· · · ( q−1 ⊆ q0 ( q1 ( · · · ( qn ⊆ · · ·
↓ ↓ ↓

· · · ( p−1 ( p0 ( p1 ( · · · ( pn ( · · ·

q0是 p0的提升. q0 ∩A = p0.

(1) 上升定理说, 上面右式可补成素理想的上升链.

(2) 下降定理说, 在 A是整闭整环, B 也是整环的情况下, 左边也可补成下降的素理想链.

定理 2.6.6 (下降定理) 设 A,B是整环,满足 A ⊆ B, A是整闭的. pi�A是素理想, q1�B

也是素理想. p1 = q1 ∩A. 那么存在素理想 q2 �B, 使得 q2 ( q1, q2 ∩A = p2.

在证明定理 2.6.6之前, 我们要做一些准备工作. 首先作如下符号的规定:

令 S1 = A− p1, S2 = A− p2, T1 = B − q1. 令 T2 = S2T1 = {s2t1 | s2 ∈ S2, t1 ∈ T1}. 则 T2

是 B 中的乘法封闭子集.

引理 2.6.1 p2B ∩ T2 = ∅.

证明 反证, 不妨设 b ∈ p2B ∩ T2, 则 b ∈ p̃2 =
√
p2B, b在 p2上整. 若记 F = Rat(A),

fb(λ) = λn + k1λ
n−1 + · · ·+ λn为 b在 F 上的极小多项式. 则已证 ki ∈

√
p2 = p2.

另一方面, b = s2t1, s2 ∈ S2, t1 ∈ T1,

(s2t1)n + k1(s2t1)n−1 + · · ·+ kn = 0

即

tn1 +
k1

s2
tn−1
1 + · · ·+ kn

sn2
= 0

记

g(λ) = λn +
k1

s2
λn−1 + · · ·+ kn−1

sn−1
2

λ+
kn
sn2
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使得 g(t1) = 0, t1 ∈ B. 如果 h(t1) = 0, h(λ) ∈ F [λ], 则

tm1 + k′1t
m−1
1 + · · ·+ k′m = 0, k′i ∈ F

则

(s2t1)m + s2k
′
1(s2t1)m−1 + · · ·+ sm2 k

′
m = 0

得到 b的一个m次化零多项式. 所以m ≥ n, 故 g(λ)是 t1的极小多项式, 从而

ki
si2
∈
√
A = A

即存在 ai ∈ A, 使得 ki = ais
i
2. 已证 ki ∈ p2, s2 6∈ p2, 故 qi ∈ p2. 又因为

g(λ) = λn + a1λ
n−1 + · · ·+ am, g(t1) = 0

所以 t1在 p2上整. 故

t1 ∈ p̃2 =
√
p2B ⊂

√
p1B =

√
(q1 ∩A)B ⊂

√
q1B =

√
q1 = q1

与 t1 ∈ B − q1, 矛盾. �

我们来证明定理 2.6.6.

证明 用素理想的存在定理, 存在 q2 � B 素理想, 使得 q2 ⊃ p2B, q2 ∩ T2 = ∅. 因为
T2 ⊃ T1, 所以 q2 ∩ T1 = ∅. 故 q2 ⊆ q1. 又因为 T2 ⊃ S2, 所以 q2 ∩ S2 = ∅.

q2 ∩ (A− p2) = ∅, (q2 ∩A) ∩ (A− p2) = ∅

所以 q2 ∩A ⊂ p2.

另一方面,

q2 ∩A ⊇ p2B ∩A ⊇ p2 ∩A = p2

所以 q2 ∩A = p2, p2 6= p1,这就推出 q2 ( q1. �

从 B 的素理想链作限制可得 A的素理想链: qi ∩A = p2.

· · · ( q−2 ( q−1 ( q0 ( q1 ( q2 ( · · ·
=⇒ · · · ( p−2 ( p−1 ( p0 ( p1 ( p2 ( · · ·

故当 A,B都是整环, 满足 A ⊆ B 且 A整闭时, A与 B 中的素理想链可相互交换, 因此 dimA =

dimB.

2.7 补充内容

2.7.1 引进新记号

以下设 A是 C 的子环, a�A为理想.

定义 2.7.1 Inta(C) = {b ∈ C | b在 a上整. }

定义 2.7.2 设 f(x) = xn + a1x
n−1 + · · · + an, 如果 a1, a2, · · · , an ∈ a, 则称 f(x)为 a-多

项式.
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定义 2.7.3 A在其分式域 F = Rat(A)中的整闭包记为:

Ã = IntA(F )

公式 2.7.1 设 S ⊆ A为乘法封闭子集, 则

• S−1IntA(C) = IntS−1A(S−1C);

• 当 S ∩ a = ∅时, S−1Inta(C) = IntS−1a(S−1C).

公式 2.7.2 设 p�A为素理想, a ⊆ p, 则

• (IntA(C))p = IntAp
(Cp)

• (Intp(C))p = Intap(Cp)

公式 2.7.3 设 A ⊆ B 为整扩张, p�A,则 Intp(B) =
√
pB.

证明 b在 p上整时, 存在 a1, a2, · · · , am ∈ a, 使得

bm + a1b
m−1 + · · ·+ am−1b+ am = 0

由理想的吸收性, a1b
m−1 + · · ·+ am−1b+ am ∈ aB, 所以 bm ∈ aB. 这就得到 b ∈

√
aB. 所以左

式包含在右式中. 另一方面, 若 b ∈
√
aB, 则存在m ≥ 1使得 bm ∈ aB. 即存在 ai使得

bm = a1b1 + a2b2 · · ·+ anbn

令M = A[b1, b2, · · · , bm]. 由于 bi都在 A上整, M 是有限生成 A-模.

M = Ae1 +Ae2 + · · ·+Aek, bmM ⊆ aM

故存在 k × k的矩阵 A = (aij), aij ∈ a, 使得

bm


e1

e2

...

ek

 = A


e1

e2

· · ·
ek


令 p(x) = det(xEk −A ) = xk + a′1x

k−1 + · · ·+ a′k−1x+ a′k, a′i ∈ a. 则 p(bm) = 0.

bmk + a′1b
m(k−1) + · · ·+ a′k−1b

m + a′k = 0

所以 b在 a上整, 即右边包含在左边中. 从而等式成立. �

公式 2.7.4 Inta(C) = Int√a(C). 即
√
aB =

√√
aB. 这里

√
a�A.

证明 因为 aB ⊆
√
aB, 所以

√
aB ⊆

√√
aB. 注意到 a ⊆ aB ⊆

√
aB. 若存在 x ∈ A,

使得 x ∈
√
a. 则存在m ≥ 1, 使得 xm ∈ a ⊆

√
aB. 故 x ∈

√
aB, 即

√
a ⊆

√
aB. 所以

√
aB ⊆

√
aB. 即有

√√
aB ⊆

√
aB. 从而

√
aB =

√√
aB. 证毕. �
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2.7.2 整元的极小与特征多项式

设 A,C 为整环, F = Rat(A). L = Rat(C), b ∈ C.

A ⊆ C

∩ ∩
F ⊆ L

如果 b在 A上整, 即 b ∈ IntA(C), 则 b在 F 上是代数的, 则 b有极小多项式mb(x) ∈ F [x]. 下设

C 为 A的有限扩张. 扩充次数为 n = [L : K]. 则 b有一个特征多项式 pb(x) ∈ F [x].

pb(x) = xn − tr(b)xn−1 + · · ·+ (−1)nN(b)

下面介绍特征多项式的求法:

设 e1, e2, · · · , en ∈ L为 L在 F 上的基. 设 Tb为 F -线性映射

Tb : L −→ L

l 7−→ bl

的矩阵的特征多项式. 当 b 6= 0时, Tb可逆. 所以 detTb = N(b) 6= 0. 即 b 6= 0⇐⇒ N(b) 6= 0. 由

于 F 是代数闭包, 因此特征根: λ1, λ2, · · · , λn ∈ F .

mb(x) =
k∏
i=1

(x− λi), k ≤ n

= xk − u1x
k−1 + · · ·+ (−1)k−1uk−1x+ (−1)kuk

pb(x) =
n∏
i=1

(x− λi)

= xn − c1xn−1 + · · ·+ (−1)n−1cn−1x+ (−1)ncn.

注意: {λ1, · · · , λk} = {λ1, · · · , λn}

定理 2.7.1 设 A,C 为整环, A整闭, b ∈ C.

(1) b在 a上整⇐⇒ b在
√
a上整⇐⇒ pb(x)为

√
a−多项式;

(2) b在 A上整⇐⇒ pb(x) ∈ A[x].

证明 (1)由公式 2.7.4, 可设
√
a = a. 设 b在 a上整. 则存在 a−多项式 f(x), 且是首一的

使得 f(b) = 0. 在 F [x]中看, mb(x) | f(x). 所以 f(λi) = 0, i = 1, 2, · · · , n.

令 B = A[λ1, · · · , λn], 则 B 为 A的整扩张, B ⊆ F . 从而

λ1, λ2, · · · , λn ∈ Inta(B) =
√
aB

√
aB 为理想, 从而由根与系数的关系知

u1, u2, · · · , uk, c1, c2, · · · , cn ∈ Inta(B)

又这些系数都在 F 中, 从而

u1, u2, · · · , uk, c1, c2, · · · , cn ∈ Inta(F ) ⊆ IntA(F ) = Ã = A

所以, ui, cj ∈ Inta(A) =
√
aA = a. 故mb(x), pb(x)为 a-多项式. 反之是显然的.

(2)这是 (1)的特例, 证明在此就不展开了. �
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推论 2.7.1 (1) b在 a上整⇐⇒mb(x)是
√
a-多项式;

(2) b在 A上整⇐⇒mb(x) ∈ A[x].

推论 2.7.2 设 b在 a上整, 则 tr(b), N(b) ∈
√
a.

推论 2.7.3 设 p为 A的素理想. 则 b在 p上整⇐⇒ pb(x)为 p-多项式.

推论 2.7.4 设 b在 A上整. 则 tr(b), N(b) ∈ A.

2.7.3 整闭是局部性质

命题 2.7.1 局部化与求整闭包运算可交换.

证明 设 A是整环, Ã = IntA(F )是整闭包. F = Rat(A), p ∈ SpecA. 则

(Ã)p = (IntA(F ))p = IntAp
(Fp) = IntAp

(F ) = Ãp

很显然, 我们得到 (Ã)p = Ãp. �

引理 2.7.1 设 A整闭, 则 Ap整闭.

证明 A整闭⇐⇒ A = Ã =⇒ Ap = (Ã)p = Ãp ⇐⇒ Ap是整闭的. �

定理 2.7.2 设 A为整环, 则以下条件等价:

(1) A整闭;

(2) 对于任意的 p ∈ SpecA, Ap整闭;

(3) 对于任意的 m ∈ maxA, Am整闭.

证明 令 σ : A ↪→ Ã, 则有

σp : Ap −→ Ãp, σm : Am −→ Ãm.

条件 (1) ⇐⇒ σ是同构; 条件 (2) ⇐⇒对于任意的 p, σp是同构的. 条件 (3) ⇐⇒对于任意的
m, σm是同构的. 后者是局部性质. �

2.7.4 关于仿射环

定义 2.7.4 选定基域K :代数闭域. 定义K 上的仿射环,

K 上的仿射环 =多项式环的商环

= K 上的有限生成环

= K[ξ1, ξ2, · · · , ξn]

= K[x1, x2, · · · , xn]/I

=某代数簇的坐标函数环

引理 2.7.2 只有一个极大理想的整仿射环 A同构于基域K.

- 55 -



第二章 解方程的代数理论

证明 因为 A是整环, 所以 A = K[x1, x2, · · · , xn]/p. 又因为 A的极大理想与 Z(p)中的

点一一对应, 从而 Z(p)中只有一个点 p0 = (a1, a2, · · · , an), ai ∈ K. 根据

p ⊆ mp0 = 〈x1 − a1, · · · , xn − an〉 , Z(p) = Z(mp0)

所以 p = mp0 是极大理想, 所以 A = K[x1, · · · , xn]/mp0
∼= K. �

推论 2.7.5 A是仿射整环, 但不是域. 0 6= p�A是素理想. 则 Ap不是仿射环.

证明 因为 Ap是局部环,它只有一个极大理想 A−1p, S = A − p, 但因为 S−1p 6= 0, 显然

Ap 6∼= K. 所以 Ap不是仿射环. �

结论 2.7.1 分式环或局部化不一定将仿射环变为仿射环.

定理 2.7.3 设 A为仿射整环, f ∈ A, f 6= 0. 令 S = {1, f, f2, · · · , fk, · · · }. 则 Af :=

S−1A也是仿射环.

证明 记 Af 中的元
a
sk

, k ≥ 0. 显然

Af = A[
1

f
] = A[y]/ 〈f · y − 1〉

如果 A = K[x1, x2, · · · , xn]/ 〈f1, f2, · · · , fm〉, 则

Af =
K[x1, x2, · · · , xn, xn+1]

〈f1, f2, · · · , fm, F · xn+1 − 1〉

所以 Af 是仿射的, f = F . �

注 2.7.1 如果 A = Ø(X), X 不可约. 则 Af = Ø(D(f)), 其中 D(f) = X − Z(f). 根据

X ⊆ Kn有 D(f) ⊆ Kn+1. �

例 2.7.1 设 H ⊆ Kn : F (x1, x2, · · · , xn) = 0. 则

Kn −H ⊆ Kn+1 : xn+1F (x1, x2, · · · , xn)− 1 = 0

根据注记 2.7.1, 结论是显然成立的. �

2.8 方程的个数与解的维数

2.8.1 主要结果

设方程组

(I)


f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0
...

fm(x1, x2, · · · , xn) = 0

其解集为:

Z(f1, f2, · · · , fm) = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Tk
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定理 2.8.1 对任何的 i, dimYi ≥ n−m.

定理 2.8.2 设 X 是 n维不可约代数簇, f1, f2, · · · , fm ∈ Ø(X).

Y = Zx(f1, f2, · · · , fm) = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Yk

则 dimYi ≥ dimX −m, i = 1, 2, · · · , k.

定理 2.8.3 设 A是K 上的仿射整环, 则 A中任何素理想链都可加细为长度为 d = dimA

的素理想链.

注 2.8.1 由 Noether规范化定理, A = K[x1, x2, · · · , xd][η1, η2, · · · , ηr]. 由上升与下降定
理, 只要对多项式环 R = K[x1, X2, · · · , xn]证明定理 2.8.3即可. �

定义 2.8.1 素理想 p的高度 ht(p)定义为, 包含于 p之中的素理想链的长度的最大值.

ht(p) = max{h | p = p0 ) p1 ) · · · ) pn, pi素理想}

定义 2.8.2 素理想 p的深度 dept(p)定义为, 所有包含 p的素理想链的长度的最大值

dept(p) = max{h | p = p0 ( p1 ( · · · ( pn}

故 dept(p) = dimA/p.

定理 2.8.4 若 A为仿射环, 则

ht(p) + dimA/p = dimA

定理 2.8.5 设 A是K 上的仿射整环. f ∈ A. 设 f 6= 0, 且 f 不是单位元. p是包含 f 的极

小素理想, 即 p = pi. 有极小分解 √
〈f〉 = p1 ∩ p2 ∩ · · · ∩ pK

则 ht(p) = 1, dimA/p = dimA− 1.

注 2.8.2 此定理被称为 Krull主理想定理, 原定理只要求 A为 Noether环. �

推论 2.8.1 X 为不可数代数簇, f ∈ Ø(X), f 6= 0, f 也不是单位.

ZX(f) = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Yk

则 dimYi = dimX − 1.

注 2.8.3 当 f 6= 0时, f 非单位当且仅当 ZX(f) 6= ∅. 若 ZX(f) = ∅, 则 f 无零点, 所以 1
f

正则, 故 f−1 ∈ Ø(X), f 为单位. �

2.8.2 定理 2.8.5的证明

此定理可分成三步进行.

结论 2.8.1 定理 2.8.5可归结为 k = 1的情形
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证明 若 k ≥ 2,由分解的极小性, 存在 s ∈ p2 ∩ · · · ∩ pk, 但 s 6∈ p1. 令

S = {sn | n = 0, 1, 2, · · · }, A = Ø(X)

则 S−1pi = S−1A, i ≥ 2.

S−1(
√
〈f〉) = S−1p1 ∩ S−1p2 ∩ · · · ∩ S−1pk = S−1p1

S−1(
√
Af) = S−1p1, S−1A = As

这里, As仍为仿射环, 又

S−1(
√
Af) =

√
S−1(Af) =

√
As · f = S−1p1

S−1p1是素理想, 且极小. 故 ht(S−1p1) = ht(p1),

dimAs/S−1p1 = dimS−1
(A/p1)

= dimA/p1[1
s ], s ∈ A/p1

= Rat((A/p1)[1
s ])的超越次数

= Rat(A/p1)的超越次数

= dimA/p1

故完全归结为 k = 1的情形. �

结论 2.8.2 定理 2.8.5可归结为 A为多项式环的情形.

引理 2.8.1 √
Af ∩R =

√√
Af ∩R =

√
RN(f)

证明 根据 N(f) = fg ∈ Af , N(f) ∈ R可得 N(f) ∈ Af ∩R ⊆
√
Af ∩R. 故√

RN(f) ⊆
√
Af ∩R ⊆

√√
Af ∩R

反过来, 若 u ∈
√
Af ∩ R, 则 u ∈

√
Af, u ∈ R. 故存在m使得 um ∈ Af , u ∈ R. 由 um = fg,

且 g ∈ A, um ∈ R, 所以 N(um) = (um)n = umn. 故

N(f)N(g) = umn ∈ RN(f)

从而 u ∈
√
RN(f), 故

√
Af ∩ R ⊆

√
RN(f). 所以

√√
AF ∩R ⊆

√
RN(f). 故两个等式成

立. �

证明
√
Af = q是素理想, f ∈ A. 因为 A = K[x1, x2, · · · , xd][η1, η2, · · · , ηr]. 令 R =

k[x1, x2, · · · , xd], 则知 A在 R上整. 又因为 R是整闭整环, 故知 f 的特征多项式

pf (x) = xn − a1x
n−1 + · · ·+ (−1)nN(f) ∈ R[x]

又 f 6= 0,所以 N(f) ∈ R也非零. 由于

fn − a1f
n−1 + · · ·+ (−1)n−1an−1f + (−1)rN(f) = 0, N(f) = f · g, g ∈ A

由于 f 在 A中不可逆, 所以 N(f)在 R中也不可逆. 故 N(f)是次数 ≥ 1的多项式. 令 p = q ∩
R�R, p是素理想, 由引理 2.8.2知,√

RN(f) =
√
q ∩R =

√
p = p
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根据上升, 下降定理

ht(p) = ht(q),dimR/p = dimA/q

故定理 2.8.5可归结多项式环 R的情形. �

现在我们来证明定理 2.8.5中 A为多项式环的情形.

证明 设 A = K[x1, x2, · · · , xn]为多项式环, f ∈ A, f 非零非单位. 则知 deg f ≥ 1. 通过

坐标的线性变换即 Noether技巧, 可设 f(x1, x2, · · · , xn)是 xn的首一多项式. 设

f = fn1
1 fn2

2 · · · fnss

为不可约分解, 则知 √
Af = 〈f1〉 ∩ 〈f2〉 ∩ · · · ∩ 〈fs〉

由于
√
Af = p, 只有一个素理想, 所以 s = 1. 故 p = 〈f1〉 , f1不可约.

下证 ht(p) = 1. 若有素理想 p′使得 (0) ⊆ p′ ( p. 若 p′ 6= 0, 则有 a ∈ P ′, a 6= 0. 所以 f1 | a,

故 a = fr1 b, gcd(f1, b) = 1. fr1 b ∈ p′, f1 6∈ p′. 从而知 b ∈ P ′, 从而 f1 | b, 矛盾. 所以 (0) ( P 中

无其他素理想, 即 ht(P ) = 1.

再证, dimA/P = n− 1 = dimA− 1. 根据

A/P = K[x1, x2, · · · , xn]/ 〈f1〉 = K[x1, x2, · · · , xn−1][xn]

且 f1为 xn的首一多项式,易得 xn在K[x1, x2, · · · , xn−1]上整. 又显然 x1, x2, · · · , xn无其它代
数关系, 他们在K 上代数无关. 从而

dimA/p = n− 1 = dimA− 1

定理2.8.5得证. �

2.8.3 定理 2.8.4的证明

我们通过对定理 2.8.4的证明, 可以推出定理 2.8.3.

ht(p) = dimA/p = dimA

主要想法:

• 可对 n = dimA归纳证明.

• 可归结为 A = K[x1, x2, · · · , xn]来证.

证明 (1)当 n = 0时, A ∼= K, P = 〈0〉, 等式成立; n = 1时, 归结为 A = K[x]的情况. 易

证等式成立.

(2)下设 n ≥ 2. 同样可设 A = K[x1, x2, · · · , xn]. 若 p = 〈0〉, 证明是平凡的. 设

P 6= 〈0〉 , ht(P ) = l ≥ 1

存在

〈0〉 ( P1 ( P2 ( · · · ( Pl = P
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所以 ht(p1) = 1,易知 p1中包含一个不可约的非零元 f(x1, x2, · · · , xn) ∈ p1. 〈f〉是素理想, 〈0〉 (
〈f〉 ⊆ p1, 所以 p1 = 〈f〉. 通过 Noether技巧, 不妨设 f 是 xn的首一多项式. 令 A = A/p1, 则

A = K[x1, x2, · · · , xn−1][xn]. 其中 xn在多项式环 R = K[x1, x2, · · · , xn]上整. dimA = n−1 <

n. 令 p = p/p1,显然 ht(p) = l − 1.

0 ( p2 ( · · · ( pl = p (极大)

由 dimA = n− 1 < n. 从而等式对于 A, p成立. 即

ht(p) + dimA/p = dimA = n− 1

又有同构 A/p ∼= A/p. 而 ht(p) = ht(p)− 1, dimA = dimA− 1. 故上式为

ht(p) + dimA/p = dimA

定理得证. �

2.8.4 定理 2.8.2的证明

我们通过对定理 2.8.2的证明, 导出定理 2.8.2.

证明 对 n = dimX 归纳证明.

当 n = 1时, 因为m ≥ 1, 所以证明是平凡的. 下设 n ≥ 2. 不妨设 f1 6= 0, 且 f1非单位. 所

以

ZX(f1) = X1 ∪ x2 ∪ · · · ∪Xs, dimXi = n− 1

Y = ZX(f1, f2, · · · , fm) =
s⋃
i=1

ZXi(f2, · · · , fm)

又 Y = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Yk, 故 Yj 一定是某 ZXi(f2, · · · , fm)的不可约分支, 这里

f2 = f2|Xi , f3 = f3|Xi , · · · , fm = fm|Xi

从而

dimYj ≥ dimXi − (m− 1) = dimX − 1− (m− 1) = dimX −m

定理得证. �

本章习题

加 ∗号的习题表示有一定难度.

习题 2.1
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第三章 代数簇的几何

3.1 代数簇的切空间

3.1.1 解方程与隐函数定理

本章开始, 设K = C, fi ∈ C[x1, x2, · · · , xn].
f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0
...

fm(x1, x2, · · · , xn) = 0

(I)

定义 3.1.1 定义函数组 (I)中, f1, f2, · · · , fm关于 x1, x2, · · · , xn的 Jacobi矩阵.

J(f1, f2, · · · , fm) =


∂f1
∂x1

, ∂f1
∂x2

, · · · , ∂f1
∂xn

∂f2
∂x1

, ∂f2
∂x2

, · · · , ∂f2
∂xn

· · · · · · · · · · · ·
∂fm
∂x1

, ∂fm∂x2
, · · · , ∂fm∂xn


注 3.1.1 有时, 也把 f = (f1, f2, · · · , fm)看成是映射

f : Cn −→ Cm

(x1, x2, · · · , xn) 7−→ (y1, y2, · · · , ym)
�

定理 3.1.1 (逆函数定理) 若m = n且 J(f)在点 p可逆, 则 f 在 p的某个邻域 U 上是一

一的, f : U
1:1−→ V , 且逆映射

x1 = ϕ1(y1, y2, · · · , yn)

x2 = ϕ2(y1, y2, · · · , yn)
...

xn = ϕn(y1, y2, · · · , yn)

(y1, y2, · · · , yn) ∈ V

在 f(p)上是全纯的.

定理 3.1.2 (隐函数定理 (I)) 如果m < n, 且 rank J(f)(p) = m, p为方程组 (I)的解. 不

妨设前m列组成的m阶子式在 p点不为零, 则在 p的一个小邻域里, 方程组 (I)有唯一解.
x1 = ϕ1(xm+1, xm+2, · · · , xn)

x2 = ϕ2(xm+1, xm+2, · · · , xn)
...

xm = ϕm(xm+1, xm+2, · · · , xn)

ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm是全纯函数 (收敛幂级数) .
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定理 3.1.3 (隐函数定理 (II)) 如果m > n, 存在开集 U ⊂ Cn, 使得 rk J(f)(p) = n,∀ p ∈
U . 则 f 是到它的像的同构, 即存在 V ⊂ Cm, V 是光滑解析子簇, 使 f : U

∼−→ V .

例 3.1.1 若 ∂(f1,f2,··· ,fn)
∂(x1,x2,··· ,xn)(p)可逆, 则
x1 = ϕ1(y1, y2, · · · , yn)

x2 = ϕ2(y1, y2, · · · , yn)
...

xn = ϕn(y1, y2, · · · , yn)

P 点附近像 f(p)附近为 V :

(y1, y2, · · · , yn, fn+1(ϕ1(y1, y2, · · · , yn)), · · · , fm(ϕ1(y1, y2, · · · , yn)))

这和 U 是一样的, V 有局部坐标 y1, y2, · · · , yn. �

注 3.1.2 Jacobi矩阵是看解在一个点附近的性质的一个量. �

3.1.2 方程组的线性化与切空间

设 p ∈ Z(f1, f2, · · · , fm)是方程组 (I)的解. p = (a1, a2, · · · , an) ∈ Cn. 将方程在 p点作

Taylor展开,

fi =
n∑
j=1

aij(xj − aj) +高次项, i = 1, 2, · · · ,m

则

aij =
∂fi
∂xj

∣∣∣∣
p

, J(f1, f2, · · · , fm)|p = (aij)


a11(x1 − a1)+ a12(x2 − a2) + · · ·+ a1n(xn − an) = 0

a21(x1 − a1)+ a22(x2 − a2) + · · ·+ a2n(xn − an) = 0

· · · · · · · · ·
am1(x1 − a1)+ am2(x2 − a2) + · · ·+ amn(xn − an) = 0

(Tp) A


x1 − a1

x2 − a2

...

xn − an

 = 0, A = J(f1, f2, · · · , fm)|p

定义 3.1.2 (切空间) 记 X = Z(f1, f2, · · · , fm), p ∈ X, 则称线性方程组 (Tp)的解空间为

X 在 p点处的切空间 (Zariski切空间)记为 TX,p.

Cn中以 p为原点建立新的向量空间结构, 记为 Tp = TpCn. 则 TX,p ⊂ Tp是一个向量子空

间. 则 TX,p是方程组

A


y1

y2

...

yn

 = 0
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的解空间. 这里, yj = xj − aj . 选取 TpCn的基, 使得方程组 (Tp)的解更有几何意义:

TpCn = C

〈
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

,
∂

∂x2

∣∣∣∣
p

, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣∣
p

〉

其中, ∂
∂xi

∣∣∣
p

(f) = ∂f
∂xi

(p). 则

A


y1

y2

...

yn

 = 0 ⇐⇒ (b1, b2, · · · , bn) ∈ TX,p ⇐⇒ J(f1, f2, · · · , fm)(p)


b1

b2
...

bm

 = 0

⇐⇒
n∑
j=1

∂fi
∂xj

(p)bj = 0, i = 1, 2, · · · ,m⇐⇒ Db1,b2,··· ,bn(fi) = 0, i = 1, 2, · · · ,m

这里, Db1,b2,··· ,bm =
n∑
j=1

bj
∂
∂xj

∣∣∣
p

(∗∗). 所以

TX,p = {
n∑
j=1

bj
∂
∂xj

∣∣∣
p
| (

n∑
j=1

bj
∂
∂xj

)fi = 0,∀ i}

= {Db =
n∑
j=1

bj
∂
∂xj

∣∣∣
p
| Db(f) = 0,∀ f ∈ I(x)}

= {D ∈ TpCn | D(f) = 0,∀ f ∈ I(x)}

其中 dimTX,p = n− rank J(f1, f2, · · · , fm)(p). 有时, 也用 Tp(X)表示 TX,p.

3.1.3 切空间的维数

命题 3.1.1 设 D ∈ Tp(X), 则知对任何 f, g ∈ Ø(X), 都有

(1) D(fg) = f(p)D(g) + g(p)D(f);

(2) D(fk) = kfk−1(p)D(f).

令mp = {f ∈ Ø(X) | f(p) = 0}, 则 Ø(X) = C⊕mp. 构造线性映射

D : mp −→ C

由命题 3.1.1可知, m2
p ⊂ kerD. 所以 D诱导了线性映射

D : mp/m
2
p −→ C

这里有 D(f) = D(f). 另一方面, 若 f ∈ mp, 则 f(p) = 0. f 在 p点作 Taylor展开, 则有

f =
∂f

∂x1
(p)(x1 − a1) + · · ·+ ∂f

∂xn
(p)(xn − an) + {x1 − a1, · · · , xn − an的高次项}

Tp(X) −→ Hom(mp/m
2
p,C)

D 7−→ D

此时有 D(f) = ∂f
∂x1

(p)D(x1) +D(f) = ∂f
∂x2

(p)D(x2) + · · ·+ ∂f
∂xn

(p)(D(xn)).

命题 3.1.2 上述定义的映射是双射.
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证明 只要证明既是单射又是满射即可.

首先, 如果 D = 0, 即对于任意的 f , 有 D(f) = 0. 则 D(x1) = D(x2) = · · · = D(xn) = 0.

根据式 (∗∗), 对于任意的 j, bj = 0. 所以 D = 0. 因此 D 7−→ D是单射.

下证映射的满性. 取线性映射 λ : mp/m
2
p −→ C, C = mp/m

2
p.

Ø(X) = C⊕ C ⊕m2
p

则 λ : C −→ C线性, 这里

C ∼= mp/m
2
p, C = Ø(X)/mp

将 λ线性扩充到 Ø(X)
λ−→ C使得

λ|C = 0, λ|m2
p

= 0

则

f, g ∈ Ø(X), f = f0 + f1 + f2, f0 = f(p), g = g0 + g1 + g2, g0 = g(p)

则 λ(f) = f1, λ(g) = g1. 于是

λ(fg) = λ((f0 + f1)(g0 + g1))

= λ(f0 · g0 + f0g1 + g0f1)

= f0λ(g1) + g0λ(f1)

= f(p)λ(g) + g(p)λ(f)

所以 λ为导数, 故 λ ∈ Tp(X). 满性得证. �

通过上述命题, 我们总结得到以下定理.

定理 3.1.4 TP (X) ∼= Hom(mp/m
2
p,C)

若 Ø(X)
ϕ−→ Ø(X)mp ,Ø(X)mp 的极大理想记为 m = s−1mp. 则知

mp = ϕ−1(m), m2
p = ϕ−1(m2)

所以mp/m
2
p
∼= m/m2.

引理 3.1.1 (Nakayama引理) 设 (A,m)是局部环, M 是有限生成 A-模. k = A/m为域.

则:

(1) 当M ⊆ mM 时, 有M = 0;

(2) 若存在m1,m2, · · · ,mr ∈ M , 使得m1,m2, · · · ,mr 为 k-模 M/mM 的生成元. 则

m1,m2, · · · ,mr 也是M 作为 A-模的生成元.

证明 (1)不妨设 
m1

m2

...

mr

 = A


m1

m2

...

mr


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这里 A = (aij), aij ∈ m. 于是,

(I −A)


m1

m2

...

mr

 = 0

上式两边同乘以其伴随矩阵,

(I −A)∗(I −A)


m1

m2

...

mr

 = 0

故,

|I −A| ·


m1

m2

...

mr

 = 0

这里 |I −A| = 1 + a, 这里 a ∈ m. 所以 1 + a 6∈ m. 故 1 + a可逆, 从而

m1 = m2 = · · · = mr = 0

故M = 0.

(2)令 N = A 〈m1,m2, · · · ,mr〉 ⊆M , N + mM/mM = M/mM , 所以 N + mM = M .

m(M/N) = mM +N/N = M/N

由 (1) M/N = 0, 所以M = N . 证毕. �

推论 3.1.1 符号同上, 若 f1, f2, · · · , fr ∈ m, 使得 f1, f2, · · · , fr 为 m/m2作为 A/m-向量

空间的基, 则 m = 〈f1, f2, · · · , fr〉.

推论 3.1.2 若 A = Ø(X), mp � A是极大理想. p ∈ X. 如果存在 f1, f2, · · · , fr ∈ mp, 使

得 f1, f2, · · · , fr 为 mp/m
2
p的 k-基. 则 {p}是 ZX(f1, f2, · · · , fr)的一个分支.

证明 设 C ⊂ ZX(f1, f2, · · · , fr)是包含 p的一个不可约分支. m� Ø(C)是 x ∈ C 的极大
理想. 由条件知 mp = 〈f1, f2, · · · , fr〉+ m2

p

0 −→ IX(C) −→ Ø(X) −→ Ø(C) −→ 0

f1, f2, · · · , fr ∈ IX(C),m = mp/IX(C). 于是 mp = 〈f1, f2, · · · , fr〉 + m2
p等价于 m = m2. 因为

Ø(X)无零因子, 由 Nakayama引理, 所以 m = 0. �

定理 3.1.5 设 X 为不可约代数簇, p ∈ X. 则 dimTp(X) ≥ dimX.

证明 设 A = Ø(X),mp � A, f1, f2, · · · , fr 同推论 3.1.2, 则知 r = dimTp(X). 另一方面,

{p}为 Zx(f1, f2, · · · , fr)的一个不可约分支, 从而 0 = dim{p} ≥ dimX − r, 所以 dimTp(X) ≥
dimX. �
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注 3.1.3 定理 3.1.5不能用 Ø(X)mp 来证. 因它不一定是仿射环, 不能直接用我们的结论.

尽管这时可推出 Ø(X)mp 的极大理想由 f1, f2, · · · , fr 生成. �

3.2 光滑代数簇

3.2.1 代数簇上的光滑点

设 X = Z(f1, f2, · · · , fm) ⊆ Cn是不可约代数簇, p ∈ X, d = dimX. 上节已经证明

dimTp(X) = n− rk J(f1, f2, · · · , fm)(p) ≥ d

即 rk J(f1, f2, · · · , fm)(p) ≤ n− d.

定义 3.2.1 设 (A,m)为局部环. 如果 m由 d = dimA个元生成, 则称 A为正则局部环.

定义 3.2.2 设 p ∈ X, 若满足 dimTp(X) = dimX 则称 p 是 X 的光滑点.

命题 3.2.1 设 p ∈ X, 则以下条件等价:

(1) p是 X 的光滑点;

(2) dimJ(f1, f2, · · · , fm)(p) = n− d;

(3) Ø(X)mp 是正则局部环.

定义 3.2.3 如果 X 上所有点都是 X 的光滑点, 则称 X 是光滑的. X 的非光滑点称为是

奇点. 通常用 Xsing 表示 X 的奇点的集合.

Xsing = {p ∈ X | rk J(f1, f2, · · · , fm)(p) < n− d}

注 3.2.1 用41, · · · ,4N 表示 J(f1, · · · , fm)的所有 n− d阶子式, 则

Xsing = Z(f1, · · · , fm,41, · · · ,4N )

注 3.2.2 由于奇异性只与局部环 Ø(X)mp = Ø(X)p有关, 因此, 与定义方程无关. �

例 3.2.1 如果 H = Z(f)不可约. f 的次数 deg f ≥ 1. 则 Hsing = Z(f, ∂f∂x1
, · · · , ∂f∂xn ). 下

证 Hsing ( H. 否则, H = Hsing, 则 f | ∂f∂xi , i = 1, 2, · · · , n. 由次数的原因,

∂f

∂xi
≡ 0, i = 1, 2, · · · , n

f 为常数多项式, 与假设矛盾. �

定义 3.2.4 X 中形如 X − Z(I)的开集称为 Zariski开集.

命题 3.2.2 X 6= Xsing.
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证明 由 Noether规范化定理, X 不可约时,

A = Ø(X) = C[z1, z2, · · · , zd][η1, η2, · · · , ηm]

Rat(X) = C(z1, z2, · · · , zd)[η1, η2, · · · , ηm]

另一方面, 由本原扩张定理,

Rat(X) = C(z1, z2, · · · , zd)[η]

这里, η在 C[z1, z2, · · · , zd]上整. 因此知存在 s0 ∈ C[z1, z2, · · · , zd]使得

η0 = s0 ∈ η ∈ Ø(X)

令 B = C[z1, z2, · · · , zd][η0] ⊂ A,

Rat(B) = C(z1, z2, · · · , zd)[η0] = Rat(A) = C(z1, z2, · · · , zd)[η1, η2, · · · , ηm]

同理, 存在 si ∈ C[z1, z2 · · · , zd], 使得

siηi ∈ C[z1, z2, · · · , zd][η0] = B

显然, 存在超曲面 H ⊂ Cd+1, 这里 H : f(x1, x2, · · · , xd, xd+1) = 0, 使得

B = C[x1, · · · , xd, xd+1]/ 〈f〉 , η0 = xd+1

即 Ø(H) = B. 由于 Hsing ( H, 故存在多项式 g(x1, · · · , xd+1), 其零点集包含

Hsing, Hsing ⊆ Z(g)

令 s = s1s2 · · · sm · g. 则 sηi ∈ B, 从而知

S−1A = As = Bs = S−1B

这里, S = {1, s, s2, · · · }. 即 X − Z(S) = H − Z(S) = U . H 在 U 上光滑, 故 X 在 U 上也光滑,

从而 Xsing 6= X. �

定理 3.2.1 X 的光滑点组成 X 的一个非空 Zariski开集. 此开集是稠密的.

一般地, 可以证明

定理 3.2.2 若不可约代数簇 X 与 Y 双有理等价. 则存在 Zariski非空开集

U ⊂ X, V ⊂ Y

使得 U ∼= V .

命题 3.2.3 设 U, V 分别是 X 中两 Zariski非空开集, 且 U ∩V 6= ∅, 则 U ∩V 仍是 Zariski

开集.

命题 3.2.4 设 U 6= ∅, 则 U = X. 这里, U 表示包含 U 的最小 Zariski闭集.

3.2.2 零维 Noether局部环 (A,m)

设 (A,m)是局部环, dimA = 0, 则 m是 A中惟一的素理想. 若 m = 0, 则 A为域. 不考虑这

种情况, 下设 m 6= 0.
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引理 3.2.1 m中任何元都是幂零元, 又 m有限生成, 从而存在 k, 使得 mk = 0.

证明 设 0 6= a ∈ m. 若 a不是幂零元, 则 S = {1, a, a2, · · · }与 〈0〉不交. 从而存在素理想

p与 S 不交. 故 a 6∈ p, a ∈ m, 知 p 6= m. 这是矛盾的. �

引理 3.2.2 若 m是主理想, 则 A中任何理想 I = mr, 对于某个 r成立.

证明 设 I 6= 0, 则存在 r ∈ N, 使得 I ⊂ mr, I 6⊆ mr+1. 设 m = 〈x〉, 则 mr = 〈xr〉 ,mr+1 =〈
xr+1

〉
. 于是, 存在 y ∈ I −

〈
xr+1

〉
, 即 y = axr, a 6∈ m = 〈x〉. 所以 a可逆, 故

xr = a−1y ∈ I, mr ⊂ I ⊂ mr

所以 I = mr. �

3.2.3 一维 Noether局部整环 (A,m)

由于 dimA = 1, 故 m 6= 0, 〈0〉和 m是 A中唯一的素理想. C = A/m.

定理 3.2.3 下列条件等价:

(1) A整闭;

(2) A是正则局部环, 即 m为主理想;

(3) 存在 x, 使得对于所有 I �A, I 6= 0, 都有某个 k, 使得 I =
〈
xk
〉
.

证明 (3) =⇒ (1) :因为 A为 PlD, 所以为 UFD. 故 A整闭.

(1) =⇒ (2) :设 a ∈ m, a 6= 0, 令 I = 〈a〉. 则包含 I 的素理想只有 m, 故
√
I = m, m有限生

成. 所以存在 n使得 mn ⊂ I. 设 n极小, 即 mn−1 6⊆ I. 取 b ∈ mn−1, b 6∈ I. 由于

bm ⊆ mn ⊆ I = 〈a〉

所以 b
am ⊂ A, 令 y = b

a . 因为 b 6∈ I, 所以 y 6∈ A. 又因为 A整闭, 所以 y在 A上不是整的. 则

可证明, ym 6⊆ m. 否则

ym ⊆ m, y


e1

e2

...

er

 = A


e1

e2

...

er


有首一多项式 fA(λ)使得 fA(y) = 0, fA(λ) ∈ A[λ], 矛盾. 因此, ym中有 A的可逆元. 所以

ym = A, m = Ay−1令 x = y−1, 则

m = Ax, x ∈ m, m = 〈x〉

所以 A是正则局部环.

(2) =⇒ (3)设 m = 〈x〉 , I �A, I 6= 0. 则知
√
I = m, 这就推出

mn ⊆ I ⊆ m
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由于 A是整环, 所以 mn 6= 0, 令 A = A/mn, 它只有一个素理想 m = m/mn, 从而知 (A,m)是

Noether局部环, 且 dimA = 0. 又 m = 〈x〉为主理想. 则知, 存在某个 k ≤ n使得

I = mk =
〈
xk
〉

所以 I =
〈
xk
〉

+ 〈xn〉 =
〈
xk
〉
. 证毕. �

推论 3.2.1 设 X 是一维不可约代数簇, 即不可约代数曲线, 则 X 正规当且仅当 X 光滑.

证明 正规和光滑都是局部性质. �

3.2.4 曲线 X 在光滑点 p处的赋值

设 X 是曲线, p ∈ X 为 X 的光滑点.

定义 3.2.5 (构造赋值 I) 设 A = Ø(X)mp ,m为 A的极大理想, 则知 m = 〈x〉, 这是正则局
部环. 定义赋值

µp : Ø(X) −→ Z

当 a ∈ Ø(X), a = 0时, µp(0) = +∞; 当 a ∈ Ø(X), 且 a 6= 0时, 则知 〈a〉 =
〈
xk
〉
, k ≥ 0. 则 µp

满足

(1) 0 6= a ∈ C时, µp(a) = 0;

(2) µp(ab) = µp(a) + µp(b);

(3) µp(a+ b) ≥ min{µp(a), µp(b)}.

定义 3.2.6 (构造赋值 II) 将 µp扩充到 Rat(X)∗ = Rat(X)− {0},
µp : Rat(X)∗ −→ Z

b
a 7−→ µp(

b
a) := µp(b)− µp(a)

则 µp : Rat(X)∗ −→ Z满足

(1) f ∈ C ⊂ Rat(X)∗, 则 µp(f) = 0;

(2) µp(fg) = µp(f) + µp(g);

(3) µp(f + g) ≥ min{µp(f), µp(g)}.

推论 3.2.2 设 p ∈ X 是 X 的光滑点, 则

Ø(X)mp = {f ∈ Rat(X) | f = 0或者 µp(f) ≥ 0}

m = {f ∈ Rat(X) | f = 0或者 µp(f) ≥ 1}.

定义 3.2.7 若 µp(f) > 0, 则称 p为 f 的 µp(f)重零点; 若 µp(f) < 0, 则称 p为 f 的

|µp(f)|重极点.

定义 3.2.8 一维 Noether整闭整环称为离散赋值环 DVR.
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3.3 正规代数簇

3.3.1 正规簇上的奇点集

我们从上节可知, 对于不可约代数曲线来说, 正规和光滑是一回事情. 本节我们考虑当维数

超过一的不可约代数簇, 正规与光滑的关系.

定理 3.3.1 设 X 是不可约仿射代数簇. 则 CodimX Xsing ≥ 2, 即

dimXsing ≤ dimX − 2

证明 (a).设 H ⊆ X 是一个不可约超曲面, 且设 I(H) = 〈f〉. 又 p ∈ H ( X, 我们有如下

断言: 如果 p是 X 的奇点, 则 p也是 H 的奇点.

0 // I(H) // Ø(X)
1H //⋃ Ø(H) //⋃ 0

0 // I(H) // mp
1H // mH,p // 0

上述的 mH,p是极大理想, 且 mH,p = mp/Ø(x)f . 由于 m2
H,p在 Ø(X)中的原像为 m2

p, 且有正合

列 ∗, 即 m2
p在 ØH,p中的像包含在 m2

H,p中.

0 −→ Cf −→ mp
m2
p

−→ mH,p
m2
H,p

−→ 0

所以

dimTp(H) = dim
mH,p
m2
H,p

= dimmp/m
2
p − dimCf

= dimTp(X)− dimCf ≥ Tp(X)− 1

> dimX − 1 = dimH

即 p为 X 的奇点, 这就推出 p也为 H 的奇点.

(b)现设 codimX Xsing = 1,即 Xsing 中包含 X 的一个不可约超曲面 H. 令 p = I(H). 如果

p 是主理想, 由 (a)知, H 上的点都是 H 的奇点. 这不可能. 一般地, ht(p) = 1, 或者 dimA/p =

d − 1. A = Ø(X), A/p = Ø(H). 则 Ap是一维 Noether局部整环. 因为 A整闭, 且这是局部性

质, 所以 Ap整闭. 由局部性质的结论, Ap是离散赋值环. 从而 Ap的极大理想 m = pAp是主理

想. m =
〈
x
s0

〉
p
, x ∈ p, so 6∈ p.

m =
x

s0
Ap = xAp = 〈x〉p , p = 〈y1, y2, · · · , yr〉�A

从而存在 si 6∈ p, 使得 siyi = aix. 令 s = s1s2 · · · sr. 则 sy1, · · · , syr ∈ Ax, y1, · · · , yr ∈ Asx.

pAs = Asx ⊆ As = Ø(Xs), pAs = pØ(X)s = I(H ∩Xs)

X 在 H 上的点都奇异, 所以 Xs在 H ∩Xs上的点都奇异. 同样得出不可约超曲面 H ∩Xs无光

滑点, 矛盾! �

推论 3.3.1 设 X 是正规不可约仿射代数簇. H ⊆ X, 它是 X 上的不可约超曲面. p =

I(H) � Ø(X), 则 Ø(X)p是离散赋值环. 从而可定义赋值

µH : Rat(X)∗ −→ Z
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定义 3.3.1 设 ϕ ∈ Rat(X)∗, 若 µH(ϕ) = m > 0, 则称 H 为 ϕ的m重零点除子. 若

µH(ϕ) = −m < 0, 则称 H 为 ϕ的m重极点除子.

3.3.2 正规簇上的正则函数

设 X 是 d维正规代数簇. 0 6= f ∈ Rat(X). 如果 f 在 p ∈ X 点有定义, 则称 f 在 p点正则.

定理 3.3.2 设 X 是正规不可约放射代数簇. f ∈ Rat(X)是有理函数. 在开集 U ⊂ X 上

有定义. 如果 CodimX(X − U) ≥ 2, 则 f 在 X 上正则, 即 f ∈ Ø(X).

证明 定义理想 I = {q ∈ Ø(X) | qf ∈ Ø(X)}. 则 f 在 Z(I)以外有定义. 从而知

U ⊂ X − Z(I)

f 在 Z(I)上无定义. 故 dimZ(I) ≤ dimX − 2. 又由于

A = Ø(X) = C[x1, x2, · · · , xd][η1, η2, · · · , ηm]

R = C[x1, x2, · · · , xd]为多项式环. A在 R上整, 从而知

dimZ(I ∩R) ≤ d− 2, d = dimX

R是多项式环, 从而知存在两个互素的多项式 q1, q2 ∈ I ∩R. 因为 I ∩R包含一个非零的极小素
理想 p1, p1必为主理想. p1 = 〈q1〉, q1不可约. I ∩R ( p1, 否则 dimZ(I ∩R) ≥ d− 1矛盾. 取

q2 ∈ I ∩R− p1

即可. 由 I 的定义, 存在 p1, p2 ∈ Ø(X), 使得 f = p1
q1

= p2
q2

. Rat(X)/C(x1, x2, · · · , xd)是代数扩
张. 设

λN + r1λ
N−1 + · · ·+ rN−1λ+ rN

为 f 的极小 (特征)多项式, ri ∈ C(x1, x2, · · · , xd). 则知

fN + r1f
N−1 + · · ·+ rN−1f + rN = 0

于是 pN1 + q1r1p
N−1
1 + · · ·+ qN−1

1 rN−1p1 + qN1 rN = 0. 这是 p1的特征多项式, 又 p1 ∈ Ø(X)在

R上整, 故

qi1ri ∈ R, i = 1, 2, · · · , N

同理

qi2ri ∈ R, i = 1, 2, · · · , N

因为 R是 UFD, 故 ri ∈ R, i = 1, 2, · · · , N . 即 f 在 R上整. 又由 Ø(X)是整闭整环, 故

f ∈ Ø(X). �

推论 3.3.2 设 X 是正规不可约的, 则

Ø(X) =
⋂
p

Ø(X)p

这里 p跑遍所有非零的极小理想.
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证明 设 r ∈
⋂
p

Ø(X)p, 对任何极小理想 p, 知

I = {q ∈ Ø(X) | qr ∈ Ø(X)} 6⊆ p

否则, 由 I ⊆ p知, S = Ø(X)− p满足

rS ∩Ø(X) = ∅

即 r 6∈ ØP = S−1Ø(X) 与假设矛盾. 因此 Z(I)中不含超曲面. 从而知 dimZ(I) ≤ dimX − 2.

所以 r在 X − Z(I)上有定义知 r ∈ Ø(X). �

3.3.3 正规簇上的除子

设 X 是 d维正规不可约代数簇, d ≥ 1. 令H = {H ⊆ X | H 是不可约超曲面}. 注意到
I(H)不一定为主理想, 即 H 不一定有一个 “定义方程”.

定义 3.3.2 设 H ⊆ X. D是一个下述形式的代数和(有限和).

D =
∑
H∈H

nHH,nH ∈ Z D > 0⇐⇒ nH ≥ 0,∀ H ∈H

则称 D是 X 上的一个除子.

命题 3.3.1 除子的全体构成一个加群(合并同类项)

DivX =
⊕
H∈H

ZH

注 3.3.1 对于任意的 H ∈ H , 可定义一个赋值 µH : Rat(X)∗ −→ Z. 即由离散赋值环

Ø(X)H 给出. �

定义 3.3.3 设 f ∈ Rat(X)∗, 则可定义除子

div(f) =
∑
H∈H

µH(f) ·H

这样的除子称为 “主除子”.

注 3.3.2 (1)只有有限个 H 使得 µH(f) 6= 0. 因为 f = b
a , a, b ∈ Ø(X).

Z(a) = H1 ∪ · · · ∪Hk, Z(b) = H ′1 ∪ · · · ∪H ′k

所以, 当 H 不在 H1, · · · , Hk, H
′
1, · · · , H ′s之中时, µH(f) = 0;

(2) div(f · h) = div(f) + div(h), 这里 f, h ∈ Rat(X)∗;

(3) div(f) ≥ 0⇐⇒ f ∈ Ø(X);

(4) µH(f) ≥ 0,∀ H ∈H ⇐⇒ f ∈ Ø(X)H ,∀ H ⇐⇒ f ∈
⋂

H∈H
Ø(X)H = Ø(X);

(5) div(f) = 0⇐⇒ f 是 Ø(X)中的可逆元. 这是因为, 由 div(f) = 0可知, f ∈ Ø(X).

div(f−1) = div(f) = 0 =⇒ f−1Ø(X)

所以 f 可逆. �

定义 3.3.4 如果存在 f ∈ Rat(X)∗, 使得 D −D′ = div(f). 则称两除子 D,D′ ∈ Div(X)

称为是线性等价的, 记为 D ≡ D′.
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命题 3.3.2 上述的 ≡是等价关系, 等价类的全体称为是 “除子类群”.

注 3.3.3 规定符号 Cl(X) := Div(X)/{主除子群 }.

1 −→ Ø(X)∗ −→ Rat(X)∗ −→ Div(X) −→ Cl(X) −→ 0

注 3.3.4 Cl(X) = 0 ⇐⇒任何超平面都由 Ø(X)中的一个函数定义 ⇐⇒ Ø(X)的所有极

小非零素理想 p都是主理想 ⇐⇒从代数方面, Ø(X)是 UFD. �

3.4 代数簇之间的态射

3.4.1 态射

回顾: 设 X 是一个代数簇(不一定不可约), 则 X 上的正则函数环(坐标函数环)定义为

Ø(X) = C[x1, x2, · · · , xn]/I(X), X ⊂ Cn

Ø(X)的元都可看成是 X 上的函数.

定义 3.4.1 设 X,Y 是仿射簇. ϕ : X −→ Y 是一个映射, 如果 Y 上的正则函数在 ϕ的拉

回下仍是 X 上的正则函数:

∀ f ∈ Ø(Y ) =⇒ f ◦ ϕ ∈ Ø(X)

则称 ϕ是 “正则的”, 或是 “态射”.

注 3.4.1 记 ϕ∗(f) = f ◦ ϕ, 则 ϕ∗是一个环同态 ϕ∗ : Ø(Y ) −→ Ø(X). 有时, 称 ϕ∗为 ϕ

的余态射. �

定义 3.4.2 如果 ϕ是单射且为满射, ϕ,ϕ−1都是态射, 则称 ϕ为同构. 如果 X = Y , 则称

ϕ为自同构.

例 3.4.1 映射 ϕ = (f1, f2, · · · , fm) : Cn −→ Cm是正则的当且仅当

f1, f2, · · · , fm ∈ C[x1, · · · , xn]

这是因为 Cm的坐标函数 y1, y2, · · · , ym, 有 ϕ∗(yi) = fi. �

例 3.4.2 设 X 是仿射簇, ϕ = (f1, f2, · · · , fm) : X −→ Cm. 因为 ϕ∗(yi) = fi, 所以 ϕ正

则当且仅当 f1, · · · , fm ∈ Ø(X). �

例 3.4.3 设 ϕ : Cn −→ Cm为态射. X ⊂ Cn, Y ⊂ Cm是仿射簇. 若 ϕ(X) ⊂ Y , 则

诱导映射 ϕ : X −→ Y 是正则的. 这是因为, Ø(Y ) = C[y1, · · · , ym], Ø(X) = C[x1, · · · , xn],

ϕ∗(yi) = fi(x1, · · · , xn) ∈ Ø(X). �

例 3.4.4 设 ϕ : X −→ Y 正则, X ′ ⊆ X,Y ′ ⊆ Y 是闭子簇. ϕ(X ′) ⊂ Y ′. 则 ϕ′ = ϕ|X :

X ′ −→ Y ′也是正则. �
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引理 3.4.1 设 X ⊆ Cm, Y ⊆ Cm是闭子簇. ϕ : X −→ Y 为态射, 则存在多项式

f1, f2, · · · , fm ∈ [
¯
x1, x2, · · · , xn]

使下图交换

Cn⋃ Φ=(f1,f2,··· ,fm) // Cm⋃
X

ϕ // Y

即 ϕ = Φ|X .

证明 设 y1, y2, · · · , ym表示 Cm的坐标函数.

yj = yj |Y , f j := ϕ∗(yj) ∈ Ø(X), j = 1, 2, · · · ,m

因为

Ø(X) =
C[x1, x2, · · · , xn]

I(X)

存在 fj ∈ C[x1, x2, · · · , xn], 使得

f j = fj + I(X)

下证 Φ = (f1, f2, · · · , fm)满足引理 3.4.1的要求. 设

a ∈ X ⊆ Cn, ϕ(a) := b = (b1, b2, · · · , bm)

则

bj = yj(b) = yj(b) = yj(ϕ(a)) = ϕ∗(yj)(a) = f j(a) = fj(a)

所以 ϕ(a) = Φ(a). 证毕. �

注 3.4.2 我们用Mor(X, Y)表示从 X 到 Y 的所有态射的集合, AlgC(Ø(Y ),Ø(X))表示

Ø(Y )到 Ø(X)保持常数 C的环同态的集合. 则有映射

Mor(X,Y )
1:1' A|g C (Ø(Y ),Ø(X))

ϕ 7−→ ϕ∗ �

定理 3.4.1 上述对应是1 : 1的.

证明 (1) “单性”: 若 ϕ∗1 = ϕ∗2, 则对所有 f ∈ Ø(Y ),∀ p ∈ X, 令 q1 = ϕ1(p), q2 = ϕ2(p).

f(q1) = ϕ∗1(f)(p) = ϕ∗2(f)(p) = f(ϕ2(p)) = f(q2)

下证 q1 = q2, 即 ϕ1(p) = ϕ2(p). 反证, 若 q1 6= q2, 则极大理想 mq1 6= mq2 , 取 f1 ∈ mq1 −mq2 , 则

f1(q1) = 0, f(q2) 6= 0. 这与上结论矛盾. 所以 q1 = q2, 即 ϕ1 = ϕ2.

(2) “满性”: 设 ρ : Ø(Y ) −→ Ø(X)是 C-代数同态. Y ⊂ Cm, 其坐标为 y1, y2, · · · , ym. 令

yi = yi|Y ∈ Ø(Y )

则知

fj := ρ(yj) ∈ Ø(X)
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定义态射

Φ : X −→ Cm, Φ := (f1, f2, · · · , fm), Φ∗(yj) = fj

如果 h = h(y1, y2, · · · , ym) ∈ I(Y ), 又由于 ρ是环同态, 我们有

h(f1, f2, · · · , fm) = h(ρ(y1), · · · , ρ(ym)) = ρ(h(y1, · · · , ym)) = 0

因为 h ∈ I(Y ), 所以 h(y1, · · · , ym) = h|Y = 0. 故对于任意的 a ∈ X, h ∈ I(Y ), 有

h(Φ(a)) = 0

所以 Φ(X) = Y , 从而 ϕ = Φ|X : X −→ Y , 且

ϕ∗(yj) = Φ∗(yj) = fj = ρ(yj)

所以 ϕ∗ = ρ. �

3.4.2 态射的像、原像和纤维

定理 3.4.2 设 ϕ : X −→ Y 是仿射簇之间的态射.

(1) 若 S ⊆ Ø(Y ), 则

ϕ−1(ZY (S)) = ZX(ϕ∗(S))

所以, 在 Zariski拓扑下, ϕ是连续的.

(2) 若 I � Ø(X), 则

ϕ(ZX(I)) = Z(ϕ∗−1(I))

证明 (1) p ∈ ϕ−1(ZY (S)) ⇐⇒ ϕ(p) ∈ ZY (S) ⇐⇒ ∀ f ∈ S, f(ϕ(p)) = 0 ⇐⇒ ∀ f ∈
S, ϕ∗(f)(p) = 0⇐⇒ p ∈ ZX(f∗s).

(2) 设 A ⊆ Y , 则 A = Z(I(A)). 所以 I(A) = I(A). 即

f ∈ Ø(Y ), A = ϕ(ZX(I))

而

f |A = 0⇐⇒ f |A = 0⇐⇒ ϕ∗(f)|ZX(I) ⇐⇒ ϕ∗(f) ∈ I(ZX(I)) =
√
I

当且仅当存在m, 使得

ϕ∗(fm) ∈ I ⇐⇒ fm ∈ ϕ∗−1(I)⇐⇒ f ∈
√
ϕ∗−1(I)

所以

A = ZY (
√
ϕ∗−1(I)) = ZY (ϕ∗−1(I))

即

ϕ(ZX(I)) = ZY (ϕ∗−1(I))

证毕. �
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定义 3.4.3 设 f : X −→ Y 是仿射簇之间的态射, y ∈ Y 是一个点. 则定义 y上的纤维

f−1(y)为

f−1(y) = ZX(f∗my)

作为集合:

f−1(y) = {x ∈ X | f(x) = y}

3.4.3 态射由局部环同态决定

设 x ∈ X,mX � Ø(X)是极大理想, ØX,x = Ø(X)mx 是局部环.

定义 3.4.4 设 (A,m), (B,n)是两局部环. ϕ : A −→ B 为环同态, 如果 ϕ(m) ⊆ n, 则称 ϕ

为局部同态.

设 ϕ : X −→ Y 是态射, y = ϕ(x). 则

ϕ∗x : ØY,y −→ ØX,x

是局部的.

定理 3.4.3 设 X,Y 是不可约的, ϕ : X −→ Y 为态射. y = ϕ(x), x ∈ X.

(1) 如果有态射 ψ : X −→ Y 使得 ϕ∗x = ψ∗x, 则 ϕ = ψ.

(2) x ∈ X, y ∈ Y . 若有局部同态 ρ : ØY,y −→ ØX,x, 则存在开集 U ⊂ X,x ∈ U , 和态射

ϕ : U −→ Y , 使得 y = ϕ(x), ρ = ϕ∗x.

(3) 若 x ∈ X, y ∈ Y, ρ : ØY,y
∼= ØX,x为同构, 则存在开集 U, V , 使得

x ∈ U ⊂ X, y ∈ V ⊂ Y

以及同构 ϕ : U ' V , 使得 ϕ∗x = ρ.

证明 (1)由下图

Ø(Y ) �
� //

ϕ∗

��

ØY,ϕ(X)

ϕ∗x
��

Ø(X) �
� // ØX,x

所以 ϕ∗由 ϕ∗x唯一决定, 而 ϕ由 ϕ∗唯一决定. 所以 ϕ由 ϕ∗x唯一决定.

(2) Ø(Y ) = C[y1, y2, · · · , ym],

ØY,y
ρ−→ ØX,x

∪ ∪

Ø(Y ) Ø(X)

令 gj := ρ(yj), 则存在 t ∈ Ø(X)−mx, 使得

gj ∈ Ø(X)t(⇐⇒ tgj ∈ Ø(X))

所以 ρ(Ø(Y )) ⊂ Ø(X)t. 因此存在态射 ϕ : Xt −→ Y 使得 ϕ∗ = ρ|Ø(X)t
, 所以 ϕ∗x = ρ.
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(3)由证明 (2), 不妨设存在 ϕ : X −→ Y , 使得 ϕ∗x = ρ, 即 ρ(Ø(Y )) ⊂ Ø(X). 设

Ø(X) = C[x1, · · · , xn]

因为 ØY,y

ρ∼= ØX,x, 故

xi =
ρ(hi)

ρ(si)
, i = 1, 2, · · · , n

令 s = s1s2 · · · sm, si ∈ Ø(Y ) − my, 则知 xi = ρ(ai)
ρ(s) , 令 t = ρ(s). 则 ρ(Ø(Y )s) = Ø(X)t. 所以

ρ : Ø(Y )s ' Ø(X)t. 结论 (3)成立. �

定义 3.4.5 如果 ϕ(X) = Y , 则称 ϕ是支配态射. 此时, ϕ∗ : Ø(Y ) ↪→ Ø(X)是单射, 从而

诱导了函数域之间的扩张, ϕ∗ : Rat(Y ) ↪→ Rat(X).

3.5 总结

至此, 我们对前面内容作一个简要的总结.

• 解方程组


f1(x1, x2, · · · , xn) = 0

f2(x1, x2, · · · , xn) = 0
...

fm(x1, x2, · · · , xn) = 0

(I)

⇐⇒ Z(I) ⊆ Kn;

⇐⇒ Z(I) = Z(
√
I) ⊆ Kn;

⇐⇒ A = K[x1, · · · , xn] = K[x1, · · · , xn]/
√
I 的极大素理想集;

⇐⇒ 研究无幂零元的仿射环.

• 解不可约方程组⇐⇒研究仿射整环 A.

• 仿射整环 A的结构:

A = K[y1, · · · , yd][η1, · · · , ηr]

• 仿射整环的研究⇐⇒多项式环的“有限扩张”的研究.

• 推广:

(1) Noether环的研究;

(2) 环的整扩张的研究.

• 新环的构造方法

(1) 商环: 研究 X 的子簇 Y

0 −→ IX(Y ) −→ Ø(X) −→ Ø(Y ) −→ 0

(2) 分式环:S−1A;
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(3) 整闭包 Ã.

命题 3.5.1 (封闭性) (1) 仿射环的商环仍为仿射环. Noether环的商环仍为 Noether环;

(2) 仿射环的分式环不一定为仿射环, Noether环的分式环仍为 Noether环;

(3) 仿射环的整闭包仍为仿射环. Noether环的整闭包不一定为 Noether的.

例 3.5.1 (反例) (1) s ∈ A, A仿射, 则 As = A[1
s ]也是仿射的;

(2) dimA ≤ 2, 则 A是 Noether的可推出 Ã是 Noether的. �

命题 3.5.2 (维数理论) 设 A = Ø(X), X 不可约.

dimX = dimA = degtr Rat(A) (3-1)

= Krull − dimA (3-2)

其中定义 3-2适用于任意 Noether环.

命题 3.5.3 (光滑性) 设 A = Ø(X), p ∈ X, mp �A, 则 X 在 p点光滑,

⇐⇒ dimTp(X) = dimX;

⇐⇒ mpAmp 由 dimX 个元生成; (*)

⇐⇒ (Amp ,m)是正则局部环.

(*)适用于任何 Noether局部环 (A,m).

即对 Noether环, 可定义维数, 可定义光滑性.

3.6 有限态射

本节我们将介绍代数函数, 以及有限覆盖等重要结果.

3.6.1 环的有限扩张

定义 3.6.1 设 A,B为两整环, A ⊆ B. 如果 B 是有限生成 A模, 即

B = Ab1 +Ab2 + · · ·+Abm

则称 B 是 A的有限扩张, 且一定是整扩张.

命题 3.6.1 (有限扩张的基本性质 I) (1)设 q�B 为素理想, 则 p = A ∩ q为 A的素理想;

(2)设 m�B 为极大理想, 则 m ∩A�A也是极大理想;

(3)把 B 中的极大素理想链限制到 A上, 也是极大素理想链.
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命题 3.6.2 (上升定理) 设 A ⊆ B. 有下列交换图:

B : q0

��

( q1

��

( q2

��

( · · · ( qn

��
A : p0 ( p1 ( p2 ( · · · ( pn

命题 3.6.3 (下降定理)

qm

��

( · · · ( q2

��

( q1

��

( q0

��
pm ( · · · ( p2 ( p1 ( p0

命题 3.6.4 (有限扩张的基本性质 II) (1) dimA = dimB;

(2) 当 A,B为仿射环时, A中的任何极大理想是 B 中某极大理想的限制. 设 p0 = 〈0〉, pn是极
大理想, 由上升定理, 存在极大理想 qn, 使得 pn = A ∩ qn;

(3) 当 A是整闭整环时, f ∈ B, 则 √√
〈f〉 ∩A =

√
〈N(f)〉

(4) 若 C ⊇ B 是 B 上的有限扩张. 则 C ⊇ A也是有限扩张;

(5) 设 A整闭, B/A整, 则 b ∈ B 的特征多项式与极小多项式都在 A[λ]中.

3.6.2 有限态射

定义 3.6.2 设 X,Y 是 C上的两不可约代数簇. ϕ : X → Y 是一个态射. 如果满足

(1) ϕ : X −→ Y 是支配态射, 即 ϕ(X) = Y ;

(2) ϕ∗ : Ø(Y ) −→ Ø(X)是有限的, 即 ϕ∗(Ø(Y )) ⊆ Ø(X)是有限扩张.

则称 ϕ : X → Y 是有限态射.

下面我们介绍一系列有限态射的基本性质.

命题 3.6.5 ϕ∗ : Ø(Y )→ Ø(X)是单同态

证明 要证明单同态, 我们只需说明映射的核为零. 反证, 假设 p = kerϕ∗ 6= 0, 因

Ø(Y )/p ↪→ Ø(X), 故 Ø(Y )/p无零因子. 从而 p为素理想. 从而 〈0〉 ( p, Z(p) ( Z(0) = Y .

计算 ϕ(X) : X = Z(0)

ϕ(X) = ZX(0) = ZY (ϕ∗−1(0)) = ZY (P ) ( Y

与 ϕ是支配映射的条件矛盾. �

由上述命题, 不妨设 ϕ∗ : Ø(Y ) ↪→ Ø(X)为包含同态. 即 Ø(Y ) ⊆ Ø(X).

命题 3.6.6 ϕ : X → Y 为满态射.
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证明 设 y ∈ Y 为一个点, 则 my � Ø(Y )极大. 由命题 3.6.4(2), 存在极大理想 m� Ø(X),

使得 my = m ∩Ø(Y ). 令 x = ZX(m), 即 m = mx. 则

ϕ(x) = ϕ(ZX(mx)) = ZY (ϕ∗−1mx) = ZY (mx ∩Ø(Y )) = ZY (my) = y

所以 ϕ : X → Y 是满. �

命题 3.6.7 dimX = dimY .

证明 因为 dimX = dim Ø(X) = dim Ø(Y ) = dimY , 所以 dimX = dimY . �

命题 3.6.8 有限态射的复合仍为有限态射.

证明 设 ϕ : X −→ Y, ψ : Y −→ Z 都是有限态射, 则

Ø(Z) ⊆ Ø(Y ) ⊆ Ø(X)

由命题 3.6.4(4)可知, Ø(X)是 Ø(Z)的有限扩张, 从而 ψ ◦ ϕ是有限的. 可参考下图

X
ϕ //

π
��

Y

Z
ψ

>> Ø(X) Ø(Y )oo

Ø(Z)

π∗

OO

ψ∗

;;

π∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗, 即 (ψ ◦ ϕ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗. �

命题 3.6.9 若 X ′ = ZX(q), Y ′ = ZY (p)都是不可约子簇. 如果 ϕ(X ′) ⊆ Y ′, 且 ϕ(X ′) =

Y ′. 则 ϕ′ = ϕ|X′ , 且 ϕ′ : X ′ −→ Y ′是有限态射.

证明 考虑链

0 −→ I(X ′) −→ Ø(X)
u∗−→ Ø(X ′) −→ 0

0 −→ I(Y ′) −→ Ø(Y )
v∗−→ Ø(Y ′) −→ 0

X
ϕ // Y

X ′
?�
u

OO

ϕ′ // Y ′
?�
v

OO Ø(X)

u∗

��

Ø(Y )
ϕ∗
oo

v∗

��
Ø(X ′) Ø(Y ′)

ϕ′∗
oo

由于

Ø(X) = ϕ∗(Ø(Y ))e1 + · · ·+ ϕ∗(Ø(Y ))em

左右两边同时作用 u∗可得

u∗Ø(X) = u∗ϕ∗(Ø(Y ))u∗(e1) + · · ·+ u∗ϕ∗(Ø(Y ))u∗(em)

即

Ø(X ′) = ϕ′
∗
(v∗(Ø(Y )))u∗(e1) + · · ·+ ϕ′

∗
(v∗(Ø(Y )))u∗(em)

= ϕ′
∗
(Ø(Y ′))u∗(e1) + · · ·+ ϕ′

∗
(Ø(Y ′))u∗(em)

故 Ø(X ′)为 ϕ′
∗
(Ø(Y ′))的有限扩张. 所以 ϕ′ : X ′ → Y ′为有限态射. �
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命题 3.6.10 ϕ : X → Y 为闭映射, 也为开映射.

在证明命题 3.6.10之前, 我们先做一些准备工作.

引理 3.6.1 若 X ′ ⊆ X 是不可约子簇, 则 ϕ(X ′) = Y ′也不可约.

证明 反证, 若 Y ′可约, 则 Y ′ = Y1 ∪ Y2, 这里 Yi是非空闭集, Yi 6= Y ′, i = 1, 2. 又因为 ϕ

是连续映射, 所以 ϕ−1(Yi)为 X 中的闭子集. 从而 ϕ−1(Yi) ∩X ′为 X 的闭子集.

X ′ = (ϕ−1(Y1) ∩X ′) ∪ (ϕ−1(Y2) ∩X ′)

由于 X ′不可约, 故存在 i = 1或 i = 2, 使得 X ′ = ϕ−1(Yi) ∩X ′. 所以 X ′ ⊆ ϕ−1(Yi), 也就是说

ϕ(X ′) ⊆ Yi, 因此 ϕ(X ′) ⊆ Yi. 所以

ϕ(X ′) = Y ′ = Yi

这与假设矛盾. 所以 Y ′不可约. �

推论 3.6.1 当 X ′不可约时, ϕ(X ′) = Y ′, 即 ϕ(X ′)为闭子集.

证明 因为 ϕ′ = ϕ|X′ : X ′ −→ Y ′为有限态射, 所以 ϕ′是满的, 即 ϕ(X ′) = Y ′. �

下面我们来证明命题 3.6.10.

证明 设 X ′ ⊆ X 为闭子集, 则 X ′ = X1 ∪ · · · ∪ Xr, 其中 Xi不可约, 由推论 3.6.1 ϕ(Xi)

为 Y 的闭子集. 从而 ϕ(X ′) = ϕ(X1) ∪ · · · ∪ ϕ(Xz)为 Y 的闭子集. 故 ϕ为闭映射. �

命题 3.6.11 对于任意的 y ∈ Y , |ϕ−1(y)| < +∞.

证明 若 ϕ−1(y)不是有限点集. 则 ϕ−1(y)包含一个正维数的不可约子簇 X ′ ⊆ ϕ−1(y),

则 ϕ : X ′ −→ y = Y ′为有限.

dimY ′ = dim{y} = 0

这是矛盾的, 所以 dimϕ−1(y) = 0. 从而 |ϕ−1(y)| < +∞. �

命题 3.6.12 设 Y 是正规的, a ∈ Ø(X), a 6= 0. 则 ϕ(ZX(a)) = ZY (N(a)).

证明 因为 √√
〈a〉 ∩Ø(Y ) =

√
〈N(a)〉

所以

ϕ(ZX(a)) = ϕ(ZX(
√
〈a〉)) = ϕ(ZX(

√
〈a〉)) = ZY (ϕ∗−1(

√
〈a〉))

= ZY (
√
〈a〉 ∩Ø(Y )) = ZY (

√
〈N(a)〉) = ZY (N(a))

证毕. �

命题 3.6.13 设 q� Ø(X)为素理想, 则 ϕ(ZX(q)) = ZY (q ∩Ø(Y )).

证明 同上, 设 p = q ∩Ø(Y ), 则 ϕ(ZX(q)) = ZY (p). �
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例 3.6.1 设 X 不可约, X̃ 为 X 的正规化, 即

Ø(X) ⊆ Ø(X̃) ⊆ Rat(X)

而

Ø(X̃) = Ø̃(X) = Ø(X)在 Rat(X)中的整闭包

以前我们证明过: Ø(X̃)是 Ø(X)上的有限扩张. 从而, 诱导了一个有限态射 µ : X̃ → X. 又因

Rat(X̃) = Rat(X), 所以 µ还是双有理的. �

定义 3.6.3 设 ϕ : X → Y 为有限态射.

ϕ∗ : Ø(Y ) ↪→ Ø(X)

ϕ∗ : Rat(Y ) ↪→ Rat(X)

我们把 Rat(X)/Rat(Y )的扩张次数 n称为是 ϕ的次数. 称 ϕ是 n次有限映射, 或 n次有限覆

盖.

推论 3.6.2 正规化 µ : X̃ → X 是次数为一的有限态射.

3.6.3 有限态射的定义方程

定理 3.6.1 (Noether定理) 任何不可约 d维代数簇 X 是 Cd的有限覆盖 ϕ : X → Cd.

证明

Ø(X) = C[x1, · · · , xd][η1, · · · , ηr] ⊇ C[x1, · · · , xd] = Ø(Cd)

是有限扩张, 它诱导了映射 ϕ : X −→ Cd. �

下面我们讨论最重要的情形:在 Y 是整闭（或光滑）的情况下. 考虑下图

X̃

ϕ̃
��

µ // X

ϕ~~
Cd

这里 ϕ̃也为有限覆盖. 至此我们给出假设: Y 光滑, X 正规.

例 3.6.2 设 π : X → Y 是两正规代数簇之间的 n次覆盖, 则

Rat(X) = Rat(Y )[η] ηn + r1η
n−1 + · · ·+ rn−1η + rn = 0

其中 ri = ai
si
∈ Ø(Y ). 存在适当的非零元 b ∈ Ø(Y ), b 6= 0, 使得 bη在 Ø(Y )上整. 即

(bη)n + br1(bη)n−1 + · · ·+ bnrn = 0, biri ∈ Ø(Y )

令 ξ = bη ∈ Ø̃(X) = Ø(X), 则

Rat(X) = Rat(Y )[ξ], Ø(Y ) ⊂ Ø(Y )[ξ] ⊆ Ø(X)

注意到

Rat(Ø(Y )[ξ]) = Rat(Ø(Y ))[ξ] = Rat(Y )[ξ] = Rat(X)
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且 Ø(Y )[ξ]是仿射环, 从而存在代数簇 Σ, 使得

Ø(Σ) = Ø(Y )[ξ], Ø(Σ) ⊆ Ø(X), Rat(Σ) = Rat(X)

其中 Ø(X)在 Ø(Σ)上整, Ø(X) ⊂ Ø̃(Σ). 反之, 设 u ∈ Rat(Σ) = Rat(X)在 Ø(Σ)上整, 即

u ∈ Ø̃(Σ), 则 u也在 Ø(X)上整. 又因为 Ø(X)是整闭的, 所以 u ∈ Ø(X). 即

Ø(X) = Ø̃(Σ) = Ø(Σ̃)

又因为 Ø(Y ) ⊂ Ø(Σ) ⊂ Ø(X), 且有

Σ

ϕ0

��

X
µoo

ϕ

~~
Y

所以, Σ
ϕ0→ Y 的次数= Rat(Σ)/Rat(Y )的次数= Rat(X)/Rat(Y )的次数= n. �

定义 3.6.4 在上例中, 若 ξ满足 ξn + a1ξ
n−1 + · · ·+ an = 0, ai ∈ Ø(Y ), 则

Ø(Σ) = Ø(Y )[z]/
〈
zn + a1z

n−1 + · · ·+ an
〉

称 zn + a1z
n + · · ·+ an−1z + an = 0为 ϕ0 : Σ→ Y 的定义方程.

定理 3.6.2 设 ϕ : X → Y 是两个 d维正规不可约代数簇之间的 n次覆盖. 则存在 ϕ0 :

Σ→ Y , 它是一个由某 n次不可约多项式

f(z) := zn + a1z
n−1 + · · ·+ an ∈ Ø(Y )[z]

定义的 n次覆盖, 使得 X
µ→ Σ为 Σ的正规化, 且

X
µ //

ϕ

��

Σ

ϕ0~~
Y

即 ϕ = ϕ0 ◦ µ.

推论 3.6.3 任何 d-维不可约正规代数簇 X 都是 Cd+1中的某超曲面

H : F (x1, x2, · · · , xd, z) = 0

的正规化.

证明 在定理 3.6.2中, 令 Y = Cd, 根据 Noether定理可知 Σ ⊂ Cd+1, 其定义方程为

zn + a1(x1, · · · , xd)zn−1 + · · ·+ an(x1, · · · , xd) = 0

X 为 Σ的正规化. �

推论 3.6.4 两正规不可约代数簇之间的次数为一的有限覆盖为同构.

证明 设 ϕ : X → Y 是有限覆盖, 从而 Ø(X)/Ø(Y )是有限扩张. 又因为 degϕ = 1, 即

Rat(X)/Rat(Y )为一次扩张域, 从而

Rat(Y )⋃ Rat(X)⋃
Ø(Y ) ⊂ Ø(X)
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取 a ∈ Ø(X), 则 a ∈ Rat(Y ). a在 Ø(Y )上整. 于是我们有 a ∈ Ø̃(Y ) = Ø(Y ), 所以 Ø(Y ) =

Ø(X). 故 ϕ : X ' Y . �

推论 3.6.5 设 ϕ : X → Y 是次数为一的有限覆盖, 如果 Y 正规, 则 ϕ为同构.

3.6.4 双有理等价

设 X ⊆ Cn, Y ⊆ Cm, Ø(X) = C[x1, · · · , xn], Ø(Y ) = C[y1, · · · , ym].

以下设 X 与 Y 双有理等价, 即存在域同构 ρ : Rat(Y ) −→ Rat(X).

Ø(X) = C[x1, · · · , xd][η1, · · · , ηr], Ø(Y ) = C[y1, · · · , yd][ξ1, · · · , ξl]

定理 3.6.3 存在 X 的开集 U 和 Y 的开集 V , 使得 U ∼= V .

推论 3.6.6 正规化 µ : X̃ → X, 则存在开集 U ⊂ X̃, V ⊂ X 使得 µ|U : U ' V .

推论 3.6.7 设 ϕ : X → Y 是两正规簇之间的 n次覆盖, 则存在 Y 上的 Zariski开集 V ⊂
Y , 使得对于任意的 y ∈ V , 都有 |ϕ−1(y)| = n.

证明

X

ϕ

��

µ // Σ

ϕ0~~
Y

这里, ϕ0是由一个 n次方程定义. 故存在 V0 ⊂ Y 与多项式的判别式定义的超曲面 Bϕ0
不相交,

且对于 ϕ0在 Bϕ0 以外的点 y, |ϕ−1
0 (y)| = n. 存在 X 上的闭子集 X ′ ( X 使得 µ在 X − X ′上

是到像的同构.

µ : X −X ′ ' Σ− µ(X ′)

取 Y ′ = ϕ0µ(X ′) ∪Bϕ0
, 则 y ∈ Y − Y ′, 有 |ϕ−1(y)| = n. �

3.6.5 有限态射的正规化

命题 3.6.14 设 ϕ : X → Y 有限, 则存在 ϕ̃ : X̃ → Ỹ 使得下图交换.

X

ϕ

��

X̃
σoo

ϕ
��

Y Ỹ
µoo

证明 首先

Ø(Y )� _

ϕ∗

��

⊆ Ø(Ỹ ) ⊆ Rat(Y )� _

ϕ∗

��
Ø(X) ⊆ Ø(X̃) ⊆ Rat(X)
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取 a ∈ Ø(Ỹ ), 则 ϕ∗(a) ∈ Rat(X). 由 a在 Ø(Y )上整, ϕ∗(a)在 Ø(X)上整. 故 ϕ∗(a) ∈ Ø(X̃).

所以

ϕ∗ : Ø(Ỹ ) ↪→ Ø(X̃)

它是有限扩张. 故存在 ϕ̃∗ : X̃ → Ỹ , 使得 ϕ̃∗ = ϕ∗. 上图交换. �

定理 3.6.4 设 ϕ : X → Y 是不可约代数簇之间的 n次有限态射. 如果 Y 是正规的. 则对

于任意的 y ∈ Y , |ϕ−1(y)| ≤ n.

在证明定理 3.6.4之前, 我们需要借助如下引理.

引理 3.6.2 存在 CN 上的多项式 f , 使得 f(p1), f(p2), · · · , f(pm) ∈ C两两不同.

我们来证明定理 3.6.4.

证明 设 ϕ−1 = {p1, p2, · · · , pm}, 这里

{p1, p2, · · · , pm} ⊆ X ⊆ CN

令 a = f |X ∈ Ø(X), 根据引理 3.6.2, a(p1), a(p2), · · · , a(pm)是 C中m个不同的数. 因为 a在

ϕ∗Ø(Y )上整, Ø(Y )是整闭的. 设ma(λ)为 a的极小多项式, 从而ma(λ) ∈ Ø(Y )[λ]

ma(λ) = λk + ϕ∗(u1)λk−1 + · · ·+ ϕ∗(uk), u1, u2, · · · , uk ∈ Ø(Y )

ak + ϕ∗(u1)ak−1 + · · ·+ ϕ∗(uk) = 0

在 pi处取值, 于是

a(pi)
k + ϕ∗(u1)(pi)a(pi)

k−1 + · · ·+ ϕ∗(uk)(pk) = 0

即

a(pi)
k + u1(y)a(pi)

k−1 + · · ·+ uk(y) = 0

从而多项式 λk + u1(y)λk−1 + · · ·+ uk(y)有m个不同的零点, 所以m ≤ k ≤ n. 定理得证. �

3.7 纤维的维数与光滑性

3.7.1 纤维的维数

设 ϕ : X → Y 是两不可约仿射簇之间的支配态射, 即

f(X) = Y, n = dimX, m = dimY, n ≥ m

本节的一开始我们着力于研究如下问题.

问题 3.7.1 纤维 ϕ−1(y)的维数是多少?

例 3.7.1 设

ϕ : C3 −→ C2

(x, y, z) 7−→ (xy, xz)
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当 p = (0, 0) = 0时, ϕ−1(p) = X1 ∪X2, 其中 X1 = Z(x)是 yz-平面; X2 = Z(y, z)是 x-轴. 当

p = (a, b) 6= 0时,

(x, y, z) ∈ ϕ−1(p)⇐⇒ x 6= 0, y =
a

x
, z =

b

x

所以

ϕ−1(p) = {(t, a
t
,
b

t
) | t ∈ C∗}

这里 ϕ−1(p)为一条不可约代数曲线, 且同构于 C∗. �

定理 3.7.1 (1)设 F 是 ϕ−1(y)的一个不可约分支, 则 dimF ≥ n−m.

(2)存在一个非空开集 U ⊂ Y , 使得对于任意的 y ∈ U , 都有 dimϕ−1(y) = n−m.

在证明定理以前, 我们先做一些准备工作.

引理 3.7.1 若 y ∈ Y 是 Y 的光滑点. 则存在 f1, f2, · · · , fm ∈ Ø(Y ), 使得

ZX(f1, f2, · · · , fm) = {y} ∪ Y1 ∪ · · · ∪ Yr, y 6∈ Y1 ∪ · · · ∪ Yr

证明 记 my � Ø(Y ), 则知 y = ZY (my). 设 my = 〈g1, g2, · · · , gk〉. 又 ØY,y = Ø(Y )my 是

正则局部环. 而理想 myØ(Y )my 是由m个元 f1
s1
, · · · , fmsm 生成. 从而 fi ∈ my.

g1 = a11
s11

f1
s1

+ a12
s12

f2
s2

+ · · ·+ a1m
s1m

fm
sm

g2 = a21
s21

f1
s1

+ a22
s22

f2
s2

+ · · ·+ a2m
s2m

fm
sm

...

gk = ak1
sk1

f1
s1

+ ak2
sk2

f2
s2

+ · · ·+ akm
skm

fm
sm

令 s =
∏

i≤k;j≤m
Sij

m∏
k=1

Sk, 则 s ∈ Ø(Y ), s(y) 6= 0.

sg1, sg2, · · · , sgk ∈ Ø(Y )f1 + Ø(Y )f2 + · · ·+ Ø(Y )fm

所以

ZY (f1, f2, · · · , fm) ⊆ ZY (sg1, sg2, · · · , sgk) = Z(s) ∪ {y}

又因为 y ∈ ZY (f1, f2, · · · , fm), 所以

ZY (f1, f2, · · · , fm) = {y} ∪ Y1 ∪ · · · ∪ Yr, Y1, · · · , Yr ⊂ ZY (s)

故 y 6∈ Yi. �

引理 3.7.2 若 y ∈ Y 是 Y 的光滑点. f1, f2, · · · , fm同上. Xi = ϕ−1(Yi) 则

ZY (ϕ∗f1, · · · , ϕ∗fm) = ϕ−1(y) ∪X1 ∪ · · · ∪Xr

其中, ϕ−1(y)与 X1 ∪X2 ∪ · · · ∪Xr 不相交. 特别地, 对任何 ϕ−1(y)的分支 F , 有

dimF ≥ dimX −m = n−m

下面我们来证明定理 3.7.1(1)
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证明 对m = dimY 归纳证明. 当m = 0时, Y = y, F = x, 所以 dimF = n = n−m. 下

设m > 0. 设定理对 dimY < m时成立, 若 y ∈ Y − Ysing, 则知 (1)成立. 下设 y ∈ Ysing. 取
f ∈ I(Ysing), 则 f(y) = 0. ϕ∗(f) ∈ Ø(X), 且

F ⊂ ZX(ϕ∗(f)) = X1 ∪ · · · ∪Xr, dimXi = dimX − 1 = n− 1

不妨设 F ⊂ X1 (因 F 不可约). Y1 = f(X1), 知 Y1 ⊆ ZY (f). 所以 dimY1 ≤ m− 1, y ∈ Y1. 由于

归纳假设

dimF ≥ dimX1 − dimY1 = n− 1− dimY1 ≥ n− 1− (m− 1) = n−m

证毕. �

下面我们来证明定理 3.7.1(2)

证明 注意到 Y 是 Cm的有限覆盖. 显然 ϕ̃(X) = Cm, π0为开和闭映射. 故只要对 ϕ̃证

明即可. 下设

Y = Cm, Ø(Y ) = C[y1, y2, · · · , ym], Ø(X) = C[v1, v2, · · · , vN ]

由于 Rat(X)/Rat(Y )的超越次数等于 n − m. 故 Ø(X)中有 n − m个元 v1, v2, · · · , vn−m在
Rat(Y )上是代数无关的. 其他元在 Rat(Y )[v1, v2, · · · , vn−m]上是整的. 即 vn−m+1, · · · , vN 在
其上整. 设 j ≥ n−m+ 1, vj 的整方程

v
kj
j +

aj1
sj1

v
kj−1
j + · · ·+

ajkj
sjkj

, sji ∈ C[y1, · · · , ym], aji ∈ C[y1, · · · , ym][v1, · · · , vn−m]

去掉上方程的分母得:

sjv
kj
j + bj1v

kj−1
j + · · ·+ bjkj = 0, s =

N∏
j=n−m+1

sj (∗)

则 s(y1, y2, · · · , ym) 6= 0. 设 F 是 ϕ−1(y)的一个分支. y = (a1, a2, · · · , am). 则

I(ϕ−1(y)) ⊂ I(F ), Ø(ϕ−1(y)) = Ø(X)/I(ϕ−1(y)) = C[v1, · · · , vN ]

vj = vj |ϕ−1(y), 令 U = Y − Z(s), 有满同态

Ø(ϕ−1(y)) −→ Ø(F )

v 7−→ v

在 (∗)中, 固定 y = (a1, a2, · · · , am) ∈ U , 则 (∗)可化为首一多项式, 限制后, 说明 j > n−m+ 1

时, vj 在 C[v1, · · · , vn−m]上整. vj 在 C[v1, · · · , vn−m]上整. 又

Ø(F ) = C[v1, v2, · · · , vn−m]

故 Ø(F )中在 C上代数无关的元的个数 ≤ n−m, 从而 dimF ≤ n−m. 由 (1)可知, 对于任

意的 y ∈ U,dimF = n−m. �

3.7.2 纤维的不可约性

设 X,Y 不可约, n = dimX,m = dimY . ϕ : X → Y 为支配映射, ϕ(X) = Y , K = Rat(Y ),

K 为K 的代数闭包.

ϕ∗ : Ø(Y ) ↪→ Ø(X), ϕ∗ : Rat(Y ) ↪→ Rat(X)
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则 XC ⊂ XK ⊂ XK , 其中

(1) XC :表示方程组在 CN 中的解;

(2) XK :表示方程组在KN 中的解;

(3) XK :表示方程组在K
N
中的解.

定理 3.7.2 如果 XK 不可约, 则存在 Zariski开集 U ⊂ Y , 使得 ∀ y ∈ U,ϕ−1(y)都是不可

约纤维.

在证明定理 3.7.2以前, 我们先做一些准备工作. 事实上若 Vd ⊂ C[x1, x2, · · · , xk]表示 d次

多项式的子向量空间. 则知 Vd ∼= CN(d). 用 V ′d ⊆ Vd表示 d次可约多项式的集合. 则我们得到

如下引理.

引理 3.7.3 设 V ′d ( Vd = CN(d)是代数闭子集, 且是真闭子集.

F =
∑

i1+···+ik≤d

ai1···ikx
i1
1 · · ·x

ik
k , (ai1···ik | i1 + · · ·+ ik ≤ d) ∈ CN(d)

V ′d = Z(I), I = 〈R1, · · · , Rr〉

其中, Ri是 F 的系数的非零多项式.

注 3.7.1 引理 3.7.3中的 “C”可替换为任何的代数闭域. �

例 3.7.2 设 k = 2, F = a11x
2 + 2a12xy+a22y

2 + 2a13x+ 2a23y+a33. 则 F 可约当且仅当∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 �

引理 3.7.4 仿射代数簇的任何 Zariski开集都是有限个仿射开集的闭. 所谓仿射开集是指

Zariski开集, 它本身也是仿射代数簇.

证明 设 Y 为仿射代数簇. U ⊆ Y 为 Zariski开集, 不妨设 U 6= Y . 即

U = Y − ZY (I), I � Ø(Y )

设 I = 〈f1, f2, · · · , fr〉, 则 ZY (I) = ZY (f1) ∩ · · · ∩ ZY (fr).

U = Y − ZY (f1) ∩ ZY (f2) ∩ · · · ∩ ZY (fr)

= (Y − ZY (f1)) ∪ (Y − ZY (f2)) ∪ · · · ∪ (Y − ZY (fr))

= Yf1 ∪ Yf2 ∪ · · · ∪ Yfr

这里, Yfi 是仿射开集, 故引理成立. �

例 3.7.3 C2的 Zariski开集 U = C2 − (0, 0)不是仿射开集. 显然, 映射 ϕ : U ↪→ C2为单

态射. 且有

ϕ(U) = U = C2
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故

ϕ∗ : Ø(C2) ↪→ Ø(U)

f 7−→ f |U

是单同态. 又因为 C2光滑, 故正规. CodimC2{(0, 0)} = 2. 从而知 U 上的任何正则函数 f ′ ∈
Ø(U)可以扩充到 C2上. 即存在 f ∈ Ø(C2)使得 f |U = f ′. 故 ϕ∗ : Ø(C2) ↪→ Ø(U)是满的. 从

而 ϕ∗ : Ø(C2) ∼= Ø(U). 若 U 为仿射, 则 ϕ : C2 ' U . 推出矛盾. �

引理 3.7.5 设 Y 是不可约仿射代数簇, U = Y − Y1 6= ∅为 Zariski开集. 则 U = Y , 即 U

在 Y 中稠密.

证明 若 Y2 = U 6= Y , 又 Y1 6= Y , 由此可知 Y = Y1 ∪ Y2这与不可约性矛盾. �

推论 3.7.1 在上述引理中, Y 不可约, 则 U 也不可约.

证明 设 Yi为 Y 中的闭集, 则 U ∩ Yi是 U 中的闭集. 若

U = (U ∩ Y2) ∪ (U ∩ Y3)

且 U ∩ Yi 6= U , 即 Yi 6= Y, i = 2, 3. 则 U = U ∩ (Y2 ∪ Y3). 所以 Y = Y1 ∪ Y2 ∪ Y3, Yi 6= Y . 这是

矛盾的. �

引理 3.7.6 设仿射代数簇 Y 的每一个不可约分支的维数都相等. 若 Z 为 Y 的闭子集, 满

足 dimZ < dimY . 则 Y 不可约当且仅当 U = Y − Z 不可约.

证明 (=⇒) :推论 3.7.1已证.

(⇐=) :反证, 若 Y 可约, 设 Y = Y1∪ · · · ∪Yk, k ≥ 2. 且对于任意的 i, 都有 dimYi = dimY ,

Yi 6= Y . 则

U = (U ∩ Y1) ∪ (U ∩ Y2) ∪ · · · ∪ (U ∩ Yk)

这里, U ∩ Yi 6= ∅, 否则 Yi ⊆ Z, 这与维数假设矛盾. 所以对于任意的 i, U ∩ Yi = U . 即 U ⊂ Yi.

Y = U ∪ Z = Yi ∪ Z = Yi ∪ Z1 ∪ · · · ∪ Zr, Z 6⊆ Yi

因此 Y 有分支的维数小于 dimYi. 矛盾. �

现在我们来证明定理 3.7.2.

证明 我们通过四步来证明此定理.

第一步: 可以假设 ϕ的所有纤维的维数都为 n−m.

这是因为, U = {y ∈ Y | dimϕ−1(y) = n−m}为 Y 的 Zariski开集. 取 U 的一个仿射开集

Yf ⊂ U , 令 X1 = ϕ−1(Yf ) = Xϕ∗(f). 也为 X 的仿射开集. 只要对 ϕ1 = ϕ|X1
: X1 → Y1证明定

理. 所以可以有这样的假设.

第二步: 设 U ⊂ X 为 Zariski开集. 则只要对 ϕ|U : U → X 证明定理即可.

不妨假设 U 是仿射开集,

U = X − Z, Z = Z1 ∪ · · · ∪ Zi, dimZi < dimX
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如果 ϕ(Zi) 6= Y , 则可缩小 Y , 使得 X 中不含有 Zi. 从而可假设 ϕ(Zi) = Y, i = 1, 2, · · · , r. 通过
缩小 Y , 可以假设 ϕi = ϕ|Zi : Zi → Y 的所有纤维的维数相等, 都等于 dimZi − dimY < n−m.

且

U ∩ ϕ−1(y) = ϕ−1 −
r⋃
i=1

(U ∩ Zi)

由于 ϕ−1(y)挖掉一个真闭子集不影响其不可约性. 故 ϕ−1(y)不可约当且仅当 U ∩ϕ−1(y)不可

约. 第二步证明完成.

第三步: 归结为 ϕ由一个方程定义.

设K = Rat(Y ), Rat(X)在K 上的超越次数为 r = n −m. 故 Rat(X)在K 上有 r个代数

无关元, u1, · · · , ur ∈ Rat(X). 从而 Rat(X)为K(u1, u2, · · · , ur)上的单扩张. 即存在 ur+1 ∈
Rat(X), 使得 Rat(X) = K(u1, · · · , ur, ur+1). 可选取 ur+1使它在 Ø(Y )[u1, · · · , ur]上整. 从

而其上的多项式

F = Zk + a1(u1, u2, · · · , ur)Zk−1 + · · ·+ ak(u1, u2, · · · , ur)

使 ur+1为其根.这里 ai(u1, · · · , ur) ∈ Ø(Y )[u1, · · · , ur]. 设 X ′是对应于 Ø(Y )[u1, · · · , ur, ur+1]

的代数簇. ϕ′ : X ′ → Y 对应于包含映射

ϕ∗ : Ø(Y ) ↪→ Ø(Y )[u1, · · · , ur, ur+1]

则知 X 与 X ′双有理等价:

X oo //

ϕ

��

X ′

ϕ′~~
Y

缩小 Y , 使得 ϕ′的纤维的维数都为 r = n−m. 又因存在开集 U ⊂ X,U ′ ⊂ X 使得

U
∼ //

ϕ

��

U ′

ϕ′~~
Y

故只要证明对 ϕ′证明即可. 不妨设 ϕ是由上方程 F 定义.

第四步: XK 不可约⇐⇒ F ∈ K[z, u1, · · · , ur]不可约.

下证, 存在开集 U ⊂ Y , 使得对于任意的 y ∈ U , Fy ∈ C[z, u1, · · · , ur]不可约. 其中 Fy 是把

r + 1个变元 z, u1, · · · , ur 的多项式 F 的所有系数,

f1, f2, · · · , fN ∈ Ø(Y )

在 y点取值

f1(y), f2(y), · · · , fN (y) ∈ C

因为可约为代数条件, 故 Fy 不可约当且仅当

Rj(f1(y), f2(y), · · · , fN (y)) = 0, j = 1, 2, · · ·

而 Rj(f1, f2, · · · , fN ) ∈ Ø(Y ), j = 1, 2, · · · 不可能恒为零函数. 否则 F ∈ K[z, u1, · · · , ur]可约.
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不妨设

R = Rl(f1, · · · , fN ) 6= 0, R ∈ Ø(Y )

则令 U = Y − Z(R)就满足定理的条件. �

3.8 纤维的光滑性

3.8.1 映射的微分

设 X,Y 不可约. ϕ : X → Y 支配. p ∈ X, q = ϕ(p) ∈ Y . 设

ϕ∗ : Ø(Y ) ↪→ Ø(X), mq −→ mp,m
2
q ↪→ m2

p

ϕ∗ : mq/m
2
q −→ mp/m

2
p

定义映射的微分:

dpϕ : (mp/m
2
p)
V −→ (mq/m

2
q)
V

dpϕ : Tp(X) −→ Tq(Y )

定义 3.8.1 设 X 是光滑的. 若 dpϕ是满线性映射, 则称 ϕ在 p点光滑.

令 F = ϕ−1(q),

F �
� σ //

ϕ0   

X

ϕ

��
Y

Tp(F )

0≡dpϕ0 $$

� � dpσ // Tp(X)

dpϕ

��
Tq(Y )

命题 3.8.1 dpσ是单射.

证明 考虑如下映射链:

Ø(X)
1F // Ø(F ) // 0

mp // pp // 0

而

σ∗ : mp/m
2
p −→ mp/mp −→ 0

满线性映射的对偶为单射, 从而

dpσ : Tp(F ) −→ Tp(X)

是单射. �

命题 3.8.2 dpϕ0 ≡ 0.
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证明 已知 ϕ0(F ) = q,

ϕ∗0 : Ø(Y ) −→ Ø(F )

u 7−→ ϕ∗0(u)

ϕ∗0(u)(F ) = u(ϕ(F )) = u(q)

当 u ∈ mq 时, u(q) = 0, 则 ϕ∗0(u) ≡ 0. 所以

ϕ∗0 : mq −→ mp

是零映射. 即

ϕ∗0 : mq/m
2
q −→ mp/mp

2

为零映射. 这蕴含着, dp(ϕ0) : Tp(F ) −→ Tq(Y )为零映射. �

本节的主要目的是证明如下定理.

定理 3.8.1 设 ϕ : X → Y 是不可约代数簇之间的支配映射, ϕ(X) = Y . 设 X 光滑, 则存

在 Y 的稠密开集 U ⊂ Y , 使得 q ∈ U 时, ϕ−1(q)光滑.

3.8.2 纤维的光滑点

假设 3.8.1 ϕ的所有纤维的维数相同. 都等于 dimX − dimY = n−m.

引理 3.8.1 若 ϕ在 p点光滑, 且 q = ϕ(p).

dimϕ−1(q) = dimX − dimY = n−m

则 ϕ−1(q)在 p点光滑, Y 在 q点光滑.

证明 因为存在如下映射 TF,p
� � dpσ // ker dpϕ ,

dimF ≤ dimTF,q ≤ dim ker dpϕ

= dimTpX − dimTqY = n− dimTq(Y )

≤ n− 1 = dimF

所以 F 在 p点光滑, Y 在 q点也光滑. �

3.8.3 光滑点的邻域是完全交

命题 3.8.3 设 p ∈ X, I(X) = 〈f1, f2, · · · , fr〉 , X ⊂ CN ,dimX = n. X 不可约, 则 r ≥
N − n.

证明 由于 X 不可约, 则有 dimX = n ≥ N − r, 所以 r ≥ N − n. �

定义 3.8.2 如果上述命题中的 r = N − n, 则称 X 是完全交.

定理 3.8.2 设 p ∈ X 为 X 的光滑点, 则存在 X 的包含 p的仿射开集 U = Xs, p ∈ U , 使

得 Xs是完全交.
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证明 p为 X 的光滑点⇐⇒ dimTp(X) = n ⇐⇒ rkJ(f1, · · · , fr)(p) = N − n, 这里

J(f1, · · · , fr)(p)是 r×N 矩阵⇐⇒ J(f1, · · · , fr)(p)中有 N−n行线性无关, (不妨设前面 N−n
行线性无关) ⇐⇒ J(f1, · · · , fN−n)(p)的秩等于 N − n (不妨设后面的 (N − n)× (N − n)的子

式不为零) 根据隐函数定理: 
f1(x1, · · · , xN ) = 0

...

fr(x1, · · · , xN ) = 0

(∗)

xn+1, · · · , xN 可解出, 在 p, q附近解析, 即 (∗)局部等价于:
xn+1 = ϕ1(x1, · · · , xn)

...

xN = ϕN−n(x1, · · · , xn)

(∗∗)

ϕ1, · · · , ϕN−n为解析函数. 即存在 p的解析邻域 Up使得

Up = {(x1, · · · , xn, ϕ1(x1, · · · , xn), · · · , ϕN−n(x1, · · · , xn)) | |xi| < εi, i = 1, 2, · · · , n}
∼= Vε = {(x1, · · · , xn) | |xi| < εi, i = 1, 2, · · · , n} ⊆ Cn

令 X ′ = Z(f1, · · · , fN−n), 则 p ∈ X ⊆ X ′, 由上证明

X|Up ⊆ X ′|Up = Up ∼= Vε,

这说明 X 是 X ′过 p的唯一分支, 即 X ′ = X ∪ Z, 其中 Z 为不过 p点. I(Z) 6⊆ mp, 故存在

s ∈ I(Z), 使得 s(p) 6= 0. 注意到

Xs = {x ∈ X | s(x) 6= 0}

= {x ∈ CN |


f1(x) = 0,
...

fN−n(x) = 0,

s(x) 6= 0}

= {(x1, · · · , xN+1) ∈ CN+1 |


f1(x1, · · · , xN ) = 0
...

fN−n(x1, · · · , xN ) = 0

s(x1, · · · , xN )xN+1 = 1

}

= ZCN+1(f1, · · · , fN−n, sxN+1 − 1)

也就是说:

dimXs = (N + 1)− (N − n+ 1)

所以 Xs是完全交. �

推论 3.8.1 设 p ∈ X 是 n维不可约代数簇 X 的光滑点. 则存在 p的解析邻域 p ∈ U ⊂ X

和坐标系 z1, · · · , zn ∈ Øan(U), 即 U ∼= Cn的开集.

推论 3.8.2 设 X ⊆ CN , p为 X 的光滑点. 则存在 f1, · · · , fN−n ∈ C[x1, · · · , xN ]使得 X

在 p点附近可由方程组 f1 = · · · = fN−n = 0定义.

- 93 -



第三章 代数簇的几何

用到如下事实:设 x1, · · · , xn是 X 在 p点的局部解析坐标.
y1 = ϕ1(x1, · · · , xn)

...

yn = ϕn(x1, · · · , xn)

是 x1, · · · , xn的解析映射. 如果

rk J(ϕ1, · · · , ϕn)(p) = n

等价地, (dy1)p, · · · , (dyn)p线性无关, 则 y1, · · · , yn也可作为 p点附近的解析坐标.

3.8.4 映射在光滑点处的解析表示

ϕ : X → Y 同上, p ∈ X, q = ϕ(p). ϕ在 p点光滑.

定理 3.8.3 设 ϕ : X −→ Y 是不可约代数簇之间的支配映射, ϕ(X) = Y . 则存在 q点的

局部坐标系 (Vq, t1, · · · , tm)和 X 在 p点的局部坐标系 (Up, z1, · · · , zn)使得 ϕ(Up) = Vq, 且

ϕ|Up : Up −→ Vq

(z1, · · · , zn) 7−→ (z1, · · · , zm)

即 ϕ由方程组


t1 = z1

...

tm = zm

定义.

证明 不妨设 X ⊂ CN , Y ⊂ CM 为完全交.

X

ϕ

��

⊆ CN

Φ
��

: f1 = · · · = fN−n = 0

Y ⊆ CM : h1 = · · · = hM−m = 0

因为 q为 Y 的光滑点, 故存在

g1, g2, · · · , gm ∈ C[y1, y2, · · · , yM ]

使得 {q}为 ZY (g1|Y , · · · , gm|Y )的一个孤立分支. 从而 {q}也为

Z(g1, · · · , gm, h1, · · · , hM−m)

的一个孤立分支. 因 q为 Y 的光滑点, 可选取 g1, · · · , gm使得 ØY,q 中, g1, · · · , gm生成 ØY,q 的

极大理想. g1, · · · , gm, h1, · · · , hM−m生成 ØCM ,q 的极大理想. 即

J(g1, · · · , gm, h1, · · · , hM−m)(q)

是满秩的, 即可逆. 因此, 可重新给出 CM 在 q附近的解析坐标系 V :

t1 = g1, · · · , tm = gm, tm+1 = h1, · · · , tM = hM−m

所以

V ∩ Y = {(t1, · · · , tm, 0, · · · , 0) | |ti| < ε}
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即 t1, · · · , tm为 V ∩ Y 上的坐标. 又 ϕ−1(q)在 p点附近的定义方程为:

f1 = · · · = fN−n = ϕ∗(g1) = · · · = ϕ∗(gm) = 0 (∗)

在 p点附近, ϕ−1(q)是局部完全交. 由于 (ϕ−1(q), p)在 p点光滑, 从而

rk J(ϕ∗(g1), · · · , ϕ−1(gm), f1, · · · , fN−n)(p) = N − (n−m)

满秩, 从而 CN 在 p附近可重新选坐标, (∗)在 p附近可解出. 即 x1, · · · , xN 中的坐标可用
xi1 , · · · , xin−m 表出(解析). 可取 CN 在 p点的局部解析坐标系 (U : z1, · · · , zN )使得

z1 = ϕ∗(δ1), · · · , zm = ϕ∗(δm),

zm+1 = xi1 , · · · , zn = xin−m ,

zn+1 = f1, · · · , zN = fN−n.

不妨设 Φ(U) = V , 从而

Up = U ∩X : zn+1 = · · · = zN = 0

Up的坐标: z1, · · · , zn. Up ∩ ϕ−1(q)的坐标系: zm+1, · · · , zn.

Vq = V ∩ Y : tm = · · · = tM = 0

Vq 的坐标:t1, · · · , tm. 因此, ϕ的局部方程是: t1 = z1, · · · , tm = zm. �

3.8.5 映射的光滑点组成一个 Zariski开集

考虑下图

X

ϕ

��

⊆ CN

Φ
��

Y ⊆ CM

其中 Φ(x) = (Φ1(x), · · · ,ΦM (x)), X,Y 都是光滑的. ϕ的纤维维数相同, 都等于 n−m. 我们作

如下定义:

dpΦ =
∂(Φ1, · · · ,ΦM )

∂(x1, · · · , xN )
(p) = A (p)

dpΦ : TpCN −→ TqCM , q = ϕ(p)

ξ =


ξ1

ξ2
...

ξN

 7−→ A (p)


ξ1

ξ2
...

ξN


0 −→ Tp(x) ↪→ TpCN

dpf−→ T0(CN−n) −→ 0

dpϕ ↓ ↓ dpΦ

0 −→ Tq(Y ) ↪→ TqCM
dpq−→ T0(CM−m) −→ 0
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dpϕ是满的⇐⇒ dim dpΦ(Tp(x)) = m,

0 // Tp(x)

dpϕ

��

� � // TpCN

dpΦ

��

dpf // T0(CN−n) // 0

0 // Tq(Y ) �
� // TqCM

dpq// T0(CM−m) // 0

记矩阵

M = d(f,Φ) =
∂(f1, · · · , fN−n,Φ1, · · · ,ΦM )

∂(x1, · · · , xN )

把M 看成是下线性映射:

M : Rat(X)N −→ Rat(X)N−n+M
u1

u2

...

uN

 7−→ M


u1

u2

...

uN


为了计算M 作为 Rat(X)上的矩阵的秩, 等价于计算 ker M 的维数.

定义 3.8.3 设K 上有扩域 Rat(X),K = ϕ∗Rat(Y )

Rat(X) = K(x1, · · · , xn−m)[η1, · · · , ηr]

用 DerK(Rat(X))表示 Rat(X)上的K-导数的全体. D : RAt(X) −→ Rat(X). 若满足

(1) D(u+ v) = D(u) +D(v), D(u− v) = D(u)−D(v);

(2) D(u · v) = uD(v) + vD(u);

(3) ∀ u ∈ K,D(u) ≡ 0.

则 DerK(Rat(X))是 Rat(X)−向量空间, 基为 D(x1), · · · , D(xn−m).

注 3.8.1 实际上, 任给

D(x1) = u1, D(x2) = u2, · · · , D(xn−m) = un−m

都可构造一个导数.

命题 3.8.4 C(x1, · · · , xN )上的导数 D可以诱导出 Rat(X)上的导数

⇐⇒ D(f1) ≡ · · · ≡ D(fN−n) ≡ 0⇐⇒
N∑
j=1

∂fj
∂xi

D(xC) ≡ 0,∀ j

命题 3.8.5 C(x1, · · · , xN )的满足上述条件的导数 D还满足 D(Φk) ≡ 0,∀ k. 即
N∑
i=1

∂Φk
∂xi

D(xi) ≡ 0, ∀ k

当且仅当 D是K = ϕ∗(Rat(Y ))导数.
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定理 3.8.4 设 X,Y 光滑不可约, ϕ : X → Y 的纤维的维数都相同. 则存在 Zariski非空开

集 U ⊂ X 使得对于任意的 p ∈ U , ϕ在 p点光滑. 特别地, 对于任意的 q ∈ Y , ϕ−1(q) ∩ U 光滑.

证明 考虑
u1

u2

...

uN

 ∈ ker M ⇐⇒


N∑
i=1

∂fj
∂xi

ui = 0, ∀ j
N∑
i=1

∂Φk
∂xi

ui = 0, ∀ k
⇐⇒ D ∈ DerK(Rat(X)).

所以

dimRat(X) ker M = n−m⇐⇒ rankRat(X)M = N − (n−m)

这说明 Rat(X)上的矩阵的大于 N − (n −m)阶子式恒为零. N − (n −m)阶子式41, · · · ,4r
不恒为零. 令

U = X − ZX(41, · · · ,4r) 6= 0

U 是 Zariski开集, 则对于任意的 p ∈ U , 都有 rkM (p) = N − (n−m). 即 ϕ在 p点光滑. �

3.8.6 主要定理的证明

定理 3.8.5 设 ϕ : X → Y 是不可约代数簇之间的支配映射. ϕ(X) = Y . 设 X 光滑, 则存

在 Y 的非空 Zariski开集 V ⊂ Y , 使得对于任意的 q ∈ V, ϕ−1(q)是光滑的.

证明 缩小 Y , 可使 Y 光滑, 且对于任意的 q ∈ Y , dimϕ−1(q) = n −m. 由定理 3.8.4, 设

Z ⊂ X 是使得 ϕ不光滑的真闭子集. Z = Z1 ∪ Z2 · · · ∪ Zk. 下证, 对于任意的 i, ϕ(Zi) 6= Y . 故

V = Y − ϕ(Z)满足定理要求.

反证: 若存在 i, 使得 ϕ(Zi) = Y . 由定理 3.8.4, 存在 Zi的 Zariski开集 Ui ⊂ Zi, Ui 6= ∅使
得对于任意的 p ∈ Ui, dpϕi是满的, ϕi = ϕ|Ui . 由交换图

Zi
� � //

ϕi   

X

ϕ

��
Y

Tp(Zi)
� � //

dpϕi $$

Tp(X)

dpϕ

��
Tq(Y )

因此 dpϕi是满的当且仅当 dpϕ是满的, 这与 p ∈ Z 的假设矛盾. �

定理 3.8.6 设 ϕ : X → Y 是 d次有限覆盖, X,Y 光滑, q ∈ Y . 那么 ϕ在 q上的点都光滑

当且仅当 ϕ在 q上无分支当且仅当 |ϕ−1(q)| = d.

3.9 射影代数簇

3.9.1 射影空间

定义 3.9.1 设 V 是 n+ 1维K 向量空间, P(V )表示过原点的所有直线的集合, 则称 P(V )

为 n维射影空间, 记为 Pn.

注 3.9.1 (1) 实际上 P(V )中的“点”就是 V 中的“直线”;
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(2) P(V )上无法建立整体坐标系. 但 V 中的直线 L可由其方向向量 (X1, X2, · · · , Xn) 6= 0

唯一确定. 但方向向量并不唯一, 不是坐标. 仍可用它描述点. (X1, X2, · · · , Xn+1)与

(X ′1, X
′
2, · · · , X ′n+1)表示同一个“点”当且仅当存在 λ ∈ K, λ 6= 0, 使得

X ′i = λXi, i = 1, 2, · · · , n, n+ 1

请读者自行验证如下命题.

命题 3.9.1 注记 3.9.1中 (2)所提及的关系为一个等价关系.

为建立 1 − 1对应, 现在用 (X1, X2, · · · , Xn+1)的等价类描述点. 引进 [X1, X2, · · · , Xn+1]

来表示 (X1, X2, · · · , Xn+1)的等价类, 则 P(V )上的点可用等价类 [X1, X2, · · · , Xn+1]来描述.

P(V ) = Pn = {[X1, X2, · · · , Xn+1] | Xi ∈ K,Xi不全为零, i = 1, 2, · · · , n+ 1}

[X1, X2, · · · , Xn+1] = [X ′1, X
′
2, · · · , X ′n+1] ⇐⇒ ∃ λ ∈ K,λ 6= 0,使得 X ′i = λXi,∀ i. 基于此, 我

们引入齐次坐标的概念.

定义 3.9.2 我们把上述 X1, X2, · · · , Xn+1称为 Pn中的点的齐次坐标.

命题 3.9.2 设 AnK = Kn是 Pn的一个子集,

Kn ↪→ Pn

(x1, x2, · · · , xn) 7−→ [x1, · · · , xn, 1]

所以, Pn = Kn ∪H∞, 这里

H∞ = {[x1, · · · , xn, 0] ∈ Pn | xi ∈ K,不全为零}

定义 3.9.3 我们称 H∞是 Pn的无穷远超平面. Kn中的点称为通常空间的点, H∞称为

无穷远点.

3.9.2 方程组在无穷远处的解

若 [X1, X2, · · · , Xn+1] ∈ Pn, Xn+1 6= 0. 则该点落在通常空间Kn之中, 其坐标

xi =
Xi

Xn+1
, i = 1, 2, · · · , n. [X1, X2, · · · , Xn+1] = [

X1

Xn+1
, · · · , Xn

Xn+1
, 1]

设 f(x1, · · · , xn)为 d ≥ 1次多项式. 则

F (X1, X2, · · · , Xn+1) = Xd
n+1f(

X1

Xn+1
, · · · , Xn

Xn+1
)

为齐次多项式. 记 f(x1, x2, · · · , xn) = F (x1, x2, · · · , xn, 1). 为了求解方程组

(1)


f1(x1, · · · , xn) = 0

...

fm(x1, · · · , xn) = 0

在无穷远处的解, 等价于解齐次多项式方程组

(2)


F1(X1, X2, · · · , Xn+1) = 0

...

Fm(X1, X2, · · · , Xn+1) = 0
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注 3.9.2 若 (X1, X2, · · · , Xn+1)为 (2)的非零解, 则 [λX1, · · · , λXn+1], λ 6= 0也为 (2)的

解, 故等价类 [X1, X2, · · · , Xn+1]中的 n+ 1元素组要么都是 (2)的解, 要么都不是. 因为

Fi(λX1, · · · , λXn+1) = λdiFi(X1, · · · , Xn+1)

故可称 [X1, X2, · · · , Xn+1]为 (2)的解, 或不为 (2)的解. �

定义 3.9.4 某齐次方程组在 Pn中的解集称为是 Pn的闭集.

注 3.9.3 方程组 (2)有平凡解 X1 = X2 = · · · = Xn+1 = 0, 我们总不考虑此解. �

以下设K 为代数闭域.

设 f(X1, X2, · · · , Xn+1) ∈ K[X1, X2, · · · , Xn+1], f = f0 + f1 + · · ·+ fd fi是 i次齐次部分.

p = [a1, a2, · · · , an+1]是 f 的零点, 且与坐标的选取无关. 则

0 = f(λa1, λa2, · · · , λan+1) =
d∑
i=0

λifi(a1, a2, · · · , an+1),∀ λ

因K 为无限域, 故对于任意的 i, fi(a1, a2, · · · , an+1) = 0.

定义 3.9.5 设 I 是多项式环K[x1, x2, · · · , xn+1]的一个真理想, 如果 I 由齐次多项式生

成即由有限个生成元, 则称 I 是齐次理想.

注 3.9.4 由 1 6∈ I, I 是齐次理想可得 I ⊂ 〈X1, X2, · · · , Xn+1〉. Z(I) ⊆ Pn是代数闭集, 即

Zariski闭集, 由此可定义 Zariski开集. �

引理 3.9.1 设 I 为齐次理想, I 6= 〈1〉. 则

Z(I) = ∅ ⇐⇒ ∃s ≥ 1使得 Xs
i ∈ I, i = 1, 2, · · · , n+ 1

证明 设 I = 〈F1, · · · , Fm〉, 考虑方程组
F1(x1, · · · , xn, 1) = 0

...

Fm(x1, · · · , xn, 1) = 0

(1)

显然可知 (1)无解, 又因为K 为代数闭域. 从而
m∑
i=1

Fi(x1, · · · , xn, 1)gi(x1, · · · , xn) = 1

齐次化上方程
m∑
i=1

Fi(X1, · · · , Xn, Xn+1)Gi(X1, · · · , Xn) = X
sn+1

n+1

故 X
sn+1

n+1 ∈ I. 同理, 存在 si ≥ 1使得 Xsi
i ∈ I, ∀ i. 取 s = max{s1, s2, · · · , sn+1}, 则

Xs
i ∈ I, i = 1, 2, · · · , n+ 1

证毕. �

- 99 -



第三章 代数簇的几何

3.9.3 射影齐次坐标与仿射坐标

设 Ui ⊂ Pn表示 Xi 6= 0的开集. 定义

Ui = {[X1, X2, · · · , Xi, · · · , Xn+1] | Xi 6= 0}
= {[X1

Xi
, · · · , Xi−1

Xi
, 1, Xi+1

Xi
, · · · , Xn+1

Xi
] | Xi 6= 0}

令 xik = Xk
Xi
, k 6= i. Ui上有仿射坐标

Ui(xi1, · · · , xi,i−1, xi,i+1, · · · , xn+1), Ui ∼= Cn, Pn =
n+1⋃
i=1

Ui

这里, Ui为 Pn的仿射开集. 设 Z ⊂ Pn为代数闭集. 即下方程组在 Pn中的解,
F1(X1, X2, · · · , Xi, · · · , Xn+1) = 0

...

Fm(X1, X2, · · · , Xi, · · · , Xn+1) = 0

(1)

显然, Z ∩ Ui是下列方程组在 Ui中的解集:
F1(xi1, · · · , xi,i−1, 1, xi,i+1, · · · , xin) = 0

...

Fm(xi1, · · · , xi,i−1, 1, xi,i+1, · · · , xin) = 0

(1)i

Z ∩ Ui是仿射代数簇, 记 Xi = Z ∩ Ui, 故 Z =
n+1⋃
i=1

Xi为 Z 的仿射开集. 不妨设 i < j, 且

[X1, X2, · · · , Xn+1] ∈ Ui ∩ Uj , 则知 Xi 6= 0, Xj 6= 0.

[X1, · · · , Xn+1] = [xi1, · · · , xi,i−1, 1, xi,i+1, · · · , xi,n+1]

= [xj1, · · · , xj,j−1, 1, xj,j+1, · · · , xj,n+1]

= [
xj1
xji
, · · · , xj,i−1

xji
, 1,

xj,i+1

xji
, · · · , xj,j−1

xji
, 1
xji
,
xj,j+1

xji
, · · · , xj,n+1

xji
]

这里, xiα对于 α的不同范围取值不一样. 当 α ≤ i − 1时, xiα =
xjα
xji

;当 i + 1 ≤ α ≤ j − 1时,

xiα =
xjα
xji

; 当 α = j 时, xiα = 1
xji

;当 α ≥ j + 1时, xiα =
xjα
xji

. 综上所述

xiα =

{
xjα
xji
, α 6= i, j

1
xji
, α = j

3.9.4 齐次坐标环

设 I � C[X1, · · · , Xn, Xn+1]为齐次理想. Y = Z(I) ⊂ Pn为代数闭集.

S = C[X1, · · · , Xn+1] =
⊕
n≥0

Sn

这里, Sn是 n次齐次多项式的集合. 0 ∈ Sn. I(Y ) = {f ∈ S 是齐次的 | f(Y ) = 0}.

S(Y ) := S/I(Y ) =
C[X1, · · · , Xn+1]

I(Y )

命题 3.9.3 (1) Z(I) = ∅ ⇐⇒ I ⊇ Sd, 对于某个 d ≥ 1 ⇐⇒
√
I ⊃ S+ =

⊕
n≥1

Sn.

(2) Y1 ⊆ Y2 =⇒ I(Y1) ⊇ I(Y2);
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(3) I1 ⊆ I2是两个齐次理想 =⇒ Z(I1) ⊇ Z(I2);

(4) I(Y1 ∪ Y2) = I(Y1) ∩ I(Y2);

(5) I 齐次, Z(I) 6= ∅, 则 I(Z(I)) =
√
I;

(6) 设 Y ⊆ Pn, 则 Z(I(Y )) = Y ;

(7) Y = Z(I), I 是齐次的, 则 Y 不可约当且仅当 S(Y )是整环当且仅当 I(Y )为素理想;

(8) 任何代数闭集 Y = Z(I) ⊂ Pn可分解成有限个不可约代数闭集的并, 且两两无包含关系,

Y = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Yk

(9) 不可约代数闭集 Y ⊂ Pn的维数定义: dimY = d⇐⇒存在

(a) Y0 ( Y1 ( · · · ( Yd = Y , 其中 Yi是 Pn的不可约代数闭集;

(b) Y 中不存在长度大于 d的不可约闭子集链.

(10) dimPn = n = dimS − 1;

(11) p � S 是非零极小齐次素理想当且仅当存在齐次不可约多项式 p(x1, · · · , xn+1), deg p ≥ 1,

使得 p =< p >.

我们来证明上述命题中的 (10).

证明 设 〈0〉 ( 〈x1〉 ( 〈x1, x2〉 ( · · · ( 〈x1, · · · , xn+1〉为 S 中的齐次素理想, 最后一个对

应于空集. 所以它对应于一个长度为 n的不可约子簇链. 从而 dimPn ≥ n.

另一方面, 若有极大的齐次素理想链

p0 ( p1 ( · · · ( pd ( pd+1, d ≤ n

又知所有非单位齐次理想 I,

I ⊆ S+ = 〈x1, · · · , xn+1〉

故因极大性, pd+1 = 〈x1, · · · , xn+1〉. 从而知 d ≤ n, 所以诱导长度为 d ≤ n的闭子簇链.

综合以上 dimPn = n. �

我们再给出上述命题中 (11)的证明.

证明 (⇐=)若有非零素理想

0 6= p′ = 〈f1, · · · , fr〉 ⊆ p = 〈p〉

则知 fi = pgi, 若 p′ 6= p, 则 p 6∈ p′. 这就推出 g1, g2, · · · gr ∈ p. 所以 p′ = 〈g1, · · · , gr〉. 一直下去,

这是不可能的. 所以 p′ = p. 即 p是极小的.

(=⇒)若 p 6= 0是非零极小齐次素理想, 则存在 p ∈ p, p 6= 0, 齐次且 deg p ≥ 1极小. 下证 p

不可约. 设

p = fg, deg f < deg p, deg g < deg p
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这就推出 f, g 6∈ p, 矛盾! 故

〈0〉 ( 〈p〉 ⊆ p

由 p的极小性可知 p = 〈p〉. �

推论 3.9.1 Pn中 (n− 1)-维不可约子簇都由一个不可约齐次多项式定义.

3.9.5 射影代数簇上的有理函数与正则函数

(1)定义

Rat(Pn) = {F (X1, X2, · · · , Xn+1)

G(X1, X2, · · · , Xn+1)
| F,G都是其次的, G 6= 0,degF = degG}

记 ϕ = F
G ∈ Rat(P

n), 显然, 对任何点 P = [A1, · · · , An+1] ∈ Pn, 当 G(P ) 6= 0时, 可定义

ϕ(P ) = F (P )
G(P ) , 且与 P 的齐次坐标的选取无关, 即 ϕ是 Pn上的有理函数. 当 F,G无公因子时, ϕ

的定义域为 U = Pn − Z(G).

(2)设 X ⊂ Pn为不可约代数簇.

Rat(X) = { F
G

∣∣∣∣
X

| F,G是齐次的, G 6= 0,且 G在 X 上不恒为零}

作为 X 上的函数 ϕ = F
G

∣∣
X

, 在 X −X ∩ Z(G)上恒有定义.

定义 3.9.6 ϕ = F
G

∣∣
X
, ϕ1 = F1

G1

∣∣∣
X
称为同一个有理函数, 即 ϕ = ϕ1当且仅当对于任何的

p ∈ X, 且 ϕ,ϕ1都在 p点有定义, 且 ϕ(p) = ϕ1(p)

引理 3.9.2 ϕ = ϕ1 ⇐⇒ FG1 − F1G ∈ I(X).

证明 ϕ = ϕ1 ⇐⇒对于任意的 p ∈ X−(Z(G)∪Z(G1)),有 ϕ(p) = ϕ1(p),即 F (p)G1(p)−
F1(p)G(p) = 0.

⇐⇒ ∀ p ∈ X,G(p)G1(p)(F (p)G1(p)− F1(p)G(p)) = 0

⇐⇒ G ·G1 · (FG1 −GF1) ∈ I(X)

⇐⇒ FG1 − F1G ∈ I(X)

这是因为 G,G1 6∈ I(X). �

命题 3.9.4 X 上有理函数的集合 Rat(X)为一个域.

定义 3.9.7 设 ϕ ∈ Rat(X)是有理函数, p ∈ X. 若存在 F,G齐次多项式, degF =

degG,G(p) 6= 0, 使得 ϕ = F
G

∣∣
X

, 则称 ϕ在 p点正则.

定义 3.9.8 设 U ⊂ X 为 Zariski开集. ϕ ∈ Rat(X), 若 ϕ在 U 上处处正则, 则称 ϕ为 U

上的正则函数.

命题 3.9.5 Rat(Pn) = Rat(Ui). 即 “射影”情形与 “仿射”情形定义的有理函数与正则函

数是一致的. 有时写为
F

G
∈ Rat(Pn),

F

G

∣∣∣∣
Ui

∈ Rat(X)
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证明 我们用 Ø(U)表示 U 上的正则函数环. Pn =
n+1⋃
i=1

Ui, 且在仿射意义下 Ui ∼= Cn. Ui

有坐标 xiα = Xα
Xi

, 其中 α 6= i.

F (X1, · · · , Xn+1)

G(X1, · · · , Xn+1)
=
F (X1

Xi
, · · · , Xi−1

Xi
, 1, Xi+1

Xi
, · · · , Xn+1

Xi
)

G(X1

Xi
, · · · , Xi−1

Xi
, 1, Xi+1

Xi
, · · · , Xn+1

Xi
)

=
F (xi1, · · · , xi,i−1, 1, xi,i+1, · · · , xi,n+1)

G(xi1, · · · , xi,i−1, 1, xi,i+1, · · · , xi,n+1)

Rat(Pn) ⊆ Rat(Ui)

反之,设
f(xi1, · · · , xi,i−1, 1, xi,i+1, · · · , xi,n+1)

g(xi1, · · · , xi,i−1, 1, xi,i+1, · · · , xi,n+1)
∈ Rat(Ui)

则齐次化后

f

g
=
XN
i f(X1

Xi
, · · · , Xi−1

Xi
, Xi+1

Xi
, · · · , Xn+1

Xi
)

XN
i g(X1

Xi
, · · · , Xi−1

Xi
, Xi+1

Xi
, · · · , Xn+1

Xi
)

=
F (X1, X2, · · · , Xn+1)

G(X1, X2, · · · , Xn+1)
∈ Rat(Pn)

所以 Rat(Pn) = Rat(Ui). �

注 3.9.5 设 p ∈ X ∩ Ui ⊂ X ⊂ Pn, X ∩ Ui ⊆ Ui.

Ø(Ui) −→ Ø(X ∩ Ui) −→ 0

定义

ØX∩Ui,p = {ϕ ∈ Rat(X ∩ Ui) | ϕ在 p点正则}

ØX,p = {ϕ ∈ Rat(X) | ϕ在 p点正则}

根据

Rat(X) ' Rat(X ∩ Ui)
ϕ 7−→ ϕ|Ui

可知 ØX∩Ui,p = ØX,p与 p的邻域无关.以下用 S(X)来描述 ØX,p. �

命题 3.9.6 设 mp � S(X)为一齐次极大理想, mp = {F ∈ S(X) | F 齐次, F (P ) = 0}, 则

ØX,p = S(X)(mp)

其中, S(X)(mp)表示形如
F
S
的元的集合. S, F ∈ S(X)齐次, 且 degF = degS, S(p) 6= 0.

证明 首先 S(X)(mp) ⊆ ØX,p是显然的. 现在设 ϕ ∈ ØX,p, 则 ϕ = F
G

∣∣
X

, G(p) 6= 0, 从而

ϕ =
F

G
∈ S(X)(mp)

这就推出了 ØX,p ⊆ S(X)(mp). 所以等式成立. �

命题 3.9.7 Rat(X) = S(X)((0)).

证明 因为对于任意的 ϕ ∈ Rat(X), ϕ = F
G

∣∣
X
, G 6∈ I(X).

ϕ 7−→ ϕ =
F

G
∈ S(X)((0))

此为双射, 即为域同构. �
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定理 3.9.1 设 X ⊆ Pn为不可约射影代数簇. 则 Ø(X) = C.

证明 不妨设对于任意的 i,X 6⊆ Z(Xi). 即

Pn =
n+1⋃
i=1

Ui, Ui ∩X 6= ∅

Ø(Ui ∩X) = S(X)(Xi)
Ø(Ui) = S(xi) −→ Ø(Ui ∩X) −→ 0

所以 Ø(Ui ∩X) = S(X)(xi). 设 ϕ = F
G

∣∣
X
, G 6∈ I(X), F,G齐次, 且 degF = degG. ϕ ∈ Ø(X).

则 ϕ|Ui ∈ Ø(Ui ∩X). 所以

ϕ|Ui =
Fi
Xmi
i

∣∣∣∣
Ui

⇐⇒ Xmi
i F − FiG ∈ I(X), i = 1, 2, · · · , n+ 1

取m = max{m1, · · · ,mn+1}, 则

Xm
i F − F ′iG ∈ I(X), X

m

i F = F
′
iG ∈ S(X)

ϕX
m

i ∈ S(X)m, i = 1, 2 · · · ,m+ 1

这里, ϕ · S(X)m ⊆ S(X), S(X)m是有限维 C向量空间. 所以存在 d ≥ 1, a1, a2, · · · , ad ∈ C, 使

得

ϕd + a1ϕ
d−1 + · · ·+ ad = 0

即 ϕ在 C上是代数的. 又因为 C是代数闭域, 所以 ϕ ∈ C, 即 Ø(X) = C. �

3.9.6 不可约代数簇的维数

命题 3.9.8 设 X ⊆ Pn不可约. 则 dimX = dimS(X)− 1.

证明 设 Pn =
n+1⋃
i=1

Ui. 故

X =
n+1⋃
i=1

(X ∩ Ui)

可定义 X 的维数为 Rat(X)的超越次数. 则知, 当 X ∩ Ui 6= ∅时, Rat(X) = Rat(X ∩ Ui). 所以

dimX = dim(X ∩ Ui)

X ∩ Ui是仿射代数簇. 故 X ∩ Ui中的不可约子簇的极大链的长度为 d = dimX, 且任何不可约

子簇链都可扩充为长度为 d的极大链.

另一方面, X ∩ Ui的任何不可约闭子集 Y 都是 X 中的闭射影子簇 Y 的限制. Y = Ui ∩ Y .

故知 X 中的不可约子簇的极大链的长度为 d, 且任何这样的链都可以扩充为长度为 d的链. 因

此,

dimX = dimS(X)− 1
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注 3.9.6 设 Y :


f1(xi1, · · · , xi,i−1, xi,i+1, · · · , xi,n+1) = 0

...

fm(xi1, · · · , xi,i−1, xi,i+1, · · · , xi,n+1) = 0

把该方程组齐次化,


F1 = 0
...

Fm = 0

Y ⊆ Y

则 Y = Y ∩ Ui. �

3.9.7 到 Pm的有理映射

1. X 是不可约射影代数簇

设 ϕ1, ϕ2, · · · , ϕm, ϕm+1 ∈ Rat(X), 则可定义有理映射

ϕ : X // Pm

p � // [ϕ1(p), · · · , ϕm+1(p)]

定义 3.9.9 ϕ是上述有理映射, p ∈ X, 如果满足

(1) ϕ1, · · · , ϕm+1在 p点正则;

(2) ϕ1(p), · · · , ϕm+1(p)不同时为零.

则称 ϕ在 p点有定义, 也称 ϕ在 p点正则. ϕ的不正则点组成 X 的一个 Zariski闭集.

若有另一有理映射:

ψ : X // Pm

p � // [ψ1(p), · · · , ψm+1(p)]

我们给出 ϕ = ψ的定义.

定义 3.9.10 设 ϕ,ψ为两个有理映射. 如果存在 Zariski开集 U ⊂ X, 使得 ϕ,ψ都在 U 上

正则, 且 ϕ|U = ψ|U . 即对于任意的 p ∈ U,ϕ(p) = ψ(p). 则称 ϕ = ψ.

引理 3.9.3 若 ϕ|U = ψ|U , p为 ϕ,ψ的正则点 (不一定在 U 中), 则 ϕ(p) = ψ(p).

证明 不妨设 ϕn+1, ψn+1都是 Rat(X)中的非零函数. 由 ϕ|U = σ|U 知
ϕi(p)

ϕn+1(p)
=

ψi(p)

ψn+1(p)
, ∀ p ∈ U, ϕn+1(p) 6= 0, ψn+1(p) 6= 0

上等式在 U0 ⊂ U 上恒成立.

(ϕiψm+1 − ψiϕm+1)|U0
≡ 0

实际上

ϕ|U = ψ|U ⇐⇒ ∀ i, j, (ϕiψj − ϕjψi)|U ≡ 0 (∗)
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若 U ⊂ V , V 是 ϕ,ψ的正则点的交集. 则 (∗)在 U 上成立当且仅当 (∗)在 V 上成立. 故知, 只要

p为 ϕ,ψ的正则点, 那么 ϕ(p) = ψ(p). �

定义 3.9.11 若 ϕ : X // Pm 为有理映射, 定义 ϕ的有理函数不唯一. 有理映射是一个

等价类. ϕ : X −→ Pm称为在 p点正则⇐⇒存在 ϕ1, · · · , ϕm+1 ∈ Rat(X), 满足 (1),(2)使得

ϕ在 p的邻域 U 中可由 ϕ1, · · · , ϕm+1定义. 即 p为 “有理映射 ” ϕ : X −→ Pm的正则点⇐⇒ p

是 ϕ在某一组有理函数的表示下的正则点 Dom(ϕ) ( X 表示 ϕ的定义域.

定义 3.9.12 如果 Dom(ϕ) = X, 则称 ϕ : X −→ Pm为正则映射(态射). U ⊂ X 为

Zariski开集.则

ϕ = ψ ⇐⇒ ϕ|U = ψ|U

2. 有理映射的齐次表示

设 ϕ : X // Pm 由 ϕ1, · · · , ϕm+1定义. ϕi ∈ Rat(X). 则知 ϕi在 S(Y )((0))中, 即存在
fi
si

= ϕi, fi, si ∈ S(Y )齐次, 次数相同. 可选取 ϕ1, · · · , ϕm+1的公分母 s,

ϕi =
fi
s
, deg fi = s, ∀ i

从而 s(p) 6= 0, 且 p正则时, ϕ(p) = [f1(p), · · · , fm+1(p)]. 可以验证, 存在 U0 ⊂ X 使得 ϕ|U0
=

[f1, · · · , fm+1], 即 p ∈ U0, ϕ(p) = [f1(p), · · · , fm+1(p)].

反之, 给定齐次元 f1, f2, · · · , fm+1 ∈ S(X)N . 则 f1, f2, · · · , fm+1定义的有理映射与
f1

fm+1
, f2
fm+1

, · · · , fm
fm+1

, 1定义的有理映射相同.

本章习题

加 ∗号的习题表示有一定难度.

习题 3.1
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第四章 代数曲线

4.1 代数曲线的局部性质

4.1.1 代数曲线的介绍

定义 4.1.1 (代数曲线) 称一维射影不可约复代数簇 X 是代数曲线.

定义 4.1.2 (单变量代数函数域) K = C(x, y),K = C(x)[y],y在 C(x)上整.或等价的,存在

不可约多项式 f , 使得 f(x, y) = 0.

命题 4.1.1 紧黎曼曲面是紧的一维复流形,它与 R之间的关系是 K = Rat(X) = Rat(R).

注 4.1.1 R是 X 的光滑模型(奇点解消). �

命题 4.1.2 紧黎曼曲面和光滑射影代数曲面是一回事情.

命题 4.1.3 任何单变量函数域是唯一光滑射影代数曲线的函数域.

命题 4.1.4 任何光滑代数曲面是 P1的有限次覆盖.(利用 Riemann的方法)

命题 4.1.5 任何光滑代数曲面双有理等价于一条平面曲线,它只有结点作为奇点.

平面代数曲线奇点的解消应用到如下定理.

定理 4.1.1 (牛顿定理) f(x, y) = yd + a1(x)yd−1 + · · ·+ ad(y)是 C[x, y]中的不可约代数

曲线. 则存在正整数 n,使得

f(tn, y) = (y − y1(t))(y − y2(t)) · · · (y − yd(t))

这里,yi(t)是 t的收敛幂级数.

引理 4.1.1 一般地,若

f(x, y) = yd + a1(x)yd−1 + · · ·+ ad(y) ∈ C[[x]][y]

是不可约多项式,则存在 n和 yi(t) ∈ C[[t]]使得

f(tn, y) = (y − y1(t))(y − y2(t)) · · · (y − yd(t))

f(x, y) = (y − y1(x
1
n ))(y − y2(x

1
n )) · · · (y − yd(x

1
n ))

设 C : f(x, y) = 0可局部分解成 d个解析分支

C = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Cd, Ci : y = yi(x
1
n )

将每一个分支可参数化:

4 1:1−→ Ci, 4 ⊂ C
t 7−→ (tn, yi(t))

这里, 4可看成是 Ci的奇点解消.
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4.1.2 平面代数曲线

定义 4.1.3 设 P2是复射影平面, 有齐次坐标 X,Y, Z. F (X,Y, Z) ∈ C[X,Y, Z]是 d次不

可约齐次多项式. 则称 C = {[X,Y, Z] ∈ P2 | F (X,Y, Z) = 0}称为 P2中 d次不可约代数曲线.

考虑二维复平面到复二维射影平面的嵌入映射:

C2 ↪→ U ⊂ P2

(x, y) 7−→ [x, y, 1]

定义 4.1.4 将上述嵌入进的射影平面称为通常平面, 定义 L∞ : Z = 0.

把 L∞ = {[X,Y, 0] | X,Y ∈ C不全为零}称为无穷远直线.

L∞ ∼= P1, [X,Y, 0] 7−→ [X,Y ]

一维射影空间称为“射影直线”.

定义 4.1.5 定义 P2上的有理函数 ϕ = F
G , degF = degG, F,G齐次.

Rat(P2) = {H(X,Y, Z)

G(X,Y, Z)
| H,G齐次, G 6= 0,degG = degH}

定义 4.1.6 Rat(C) = {ϕ = H
G

∣∣
C
| HG ∈ Rat(P

2), F - G}.

定义 4.1.7 C 的齐次坐标环定义为:

S(C) =
C[X,Y, Z]

〈F 〉
=
⊕
n≥0

S(C)n

命题 4.1.6 若 p ∈ C, 且 p ∈ C ∩ U , 则

ØC,p = {ϕ =
H

G

∣∣∣∣
C

| G,H 齐次且次数相同, G(P ) 6= 0} = { h(x, y)

g(x, y)

∣∣∣∣
C

| g(p) 6= 0}

注 4.1.2 可以用 p的任何仿射坐标计算 C 在 p点的局部环, 它们都一样. �

命题 4.1.7 设 C 在 p点的局部环的极大理想,G, H 齐次且次数相同,G(p) 6= 0, H(p) 6= 0.

则

mC,p = { h(x, y)

g(x, y)

∣∣∣∣
C

| g, h ∈ C[x, y], g(p) 6= 0, h(p) = 0}

命题 4.1.8 设 p = (a, b) ∈ C2, 或者 p = [a, b, 1] ∈ P2. G, H 齐次且次数相同, G(p) 6= 0.

则

ØP2,p = {h(x, y)

g(x, y)
| g, h ∈ C[x, y], g(a, b) 6= 0}

命题 4.1.9 若 g, h 是 p 点附近的解析函数, g(a, b) 6= 0, 则

Øan
P2,p{

h

g
} = {h

g
} = C[[x− a, y − b]]

这表示 (x− a, y − b)的收敛幂级数. 故

Øan
C,p = {ϕ|C | ϕ ∈ Øan

P2,p} = Øan
P2,p/ 〈〈f(x, y)〉〉 , p ∈ C

推论 4.1.1 若 U 为 p的解析邻域, 则 Øan
P2,p = Øan

U,p = C[[x− a, y − b]].
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4.1.3 曲线的重数与切线

定义 4.1.8 设 p = (a, b) ∈ C ⊂ C2 : f(x, y) = 0. 令 u = x− a, v = y − b. 将 f(x, y)在点

(a, b)展开成 u, v的多项式, 按照 u, v的齐次部分

f = fm + fm+1 + · · ·+ fd, fm 6= 0

这里, fi是 u, v的齐次多项式. 称m为曲线 C 在 p点的重数, 记为

multp(C) = mp(C) = m

也称 p为 C 的m重点.

(1) m = 1时: 称 p为 C 的单重点;

(2) m ≥ 2时: 称 p点为 C 的多重点.

引理 4.1.2 单重点和光滑点等价, 多重点和奇点等价.

证明 p为 C 的单重点⇐⇒ ∂f
∂x

∣∣∣
p
6= 0, 或者 ∂f

∂y

∣∣∣
p
6= 0.⇐⇒ rk J(f) = 1 = 2 − dimC ⇐⇒

dimTp(C) = 2− dimC ⇐⇒ p为 C 的光滑点. �

定义 4.1.9 当 p为 C 的光滑点时:

Tp(C) = {(x, y) ∈ C2 | ∂f
∂x

(p)(x− a) +
∂f

∂y
(p)(y − b) = 0}

是一条直线, 称为切线, 方程为

Tp(C) :
∂f

∂x
(p)(x− a) +

∂f

∂y
(p)(y − b) = 0

定义 4.1.10 当m ≥ 2时, fm(u, v) 6= 0为 u, v的m次齐次多项式,故 fm = l1l2 · · · lm. 这

里, li为 u, v的一次齐次多项式. 称 Li : li = 0为 C 在 p点的切线.

命题 4.1.10 m重奇点由m条切线. 这些切线可以相同.

注 4.1.3 p ∈ C 是否为 C 的奇点与仿射坐标的选取无关. 这是因为它等价于 ØC,p为正则

局部环. 重数也与局部仿射坐标的选取无关. 切线与仿射坐标的选取也无关. �

命题 4.1.11 设 multp(C) = l(mn
C,p/m

n+1
C,p ), n� 0, 其中 l(M)表示 ØC,p-模M 的长度.

它们与仿射坐标的选取无关.

下一节: 我们用相交数来刻划重数和切线. 从而可说明

4.2 平面曲线的局部相交数

设 C,D ⊂ C2, C : f(x, y) = 0, D : g(x, y) = 0. p = (0, 0) ∈ C ∩D, C 与 D无公共分支.

C[x, y] ⊂ ØC2,p ⊂ Øan
C2,p = C[[x, y]]

5 5 5
(f, g) ⊂ 〈f, g〉 ⊂ 〈〈f, g〉〉

f(0, 0) = g(0, 0) = 0.
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定义 4.2.1 C 与 D在 p点的相交数 Ip(C,D)定义为:

Ip(C,D) = Ip(f, g) = dimC2

ØC2,p

〈f, g〉
= dimC

C[[x, y]]

〈〈f, g〉〉

引理 4.2.1 存在 s ≥ 1, t ≥ 1使得〈
xs, yt

〉
⊆ 〈f, g〉 ⊆ 〈〈f, g〉〉

证明 令 F = C(x), R = C[x], 则 f, g ∈ R[y]无公因子. 可知 f, g ∈ F [y]也无公因子. 则

有
u(x, y)

a(x)
f(x, y) +

v(x, y)

b(x)
g(x, y) = 1

这里, ua ,
v
b ∈ F [y] = C(x)[y], u, v ∈ C[x, y], a(x), b(x) ∈ C[x], ab 6= 0. 从而

ab = buf + avg ∈ (f, g)

设 ab = xsc(x), c(0) 6= 0, 则 c(x)在 ØC2,p中可逆. 故

xs ∈ 〈f, g〉� ØC2,p

同理, 存在 t ≥ 1, 使得 yt ∈ 〈f, g〉. �

定理 4.2.1
ØC2,p

〈f, g〉
ϕ
' C[[x, y]]

〈〈f, g〉〉
.

证明 由于 ØC2,p ⊆ C[[x, y]]诱导

ϕ :
ØC2,p
〈f,g〉 −→

C[[x,y]]
〈〈f,g〉〉

[u] 7−→ u

(1)由于 xs, yt ∈ 〈f, g〉 ⊆ 〈〈f, g〉〉, 故 C[[x,y]]
〈〈f,g〉〉 中的类都可用多项式表示, 即对于任意的 u, 存

在多项式 u0(x, y), 使得

u = u0(x, y), u0 ∈ ØC2,p

故 ϕ是满的.

(2)下证 ØC2,p/ 〈f, g〉中的任何类都可用多项式表示. 设

[
u(x, y)

v(x, y)
] ∈ ØC2,p/ 〈f, g〉 , v(0, 0) 6= 0

所以,

v = λ(1− c(x, y)), λ ∈ C, λ 6= 0, c(0, 0) = 0

从而知

c(x, y)s+t ∈ (xs, yt) � C[x, y], [
u

v
] = [u] · λ−1 · [ 1

1− c
]

由 (1− c)(1 + c+ · · ·+ cs+t−1) = 1− cs+t故,

[1− c][1 + c+ · · ·+ cs+t−1] = [1], [
1

1− c
] = [1 + c+ · · ·+ cs+t−1]

从而

[
u

v
] = [λ−1u(1 + c+ · · ·+ cs+t−1)]
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可由多项式表示.

(3)设 u(x, y) ∈ C[x, y], ϕ([u(x, y)]) = u = 0. 则 u ∈ 〈〈f, g〉〉. 且存在收敛幂级数 a′, b′ ∈
C[[x, y]], 使得 u = a′f + b′g.

a′ = a+ xsa′1 + yta′2, b′ = b+ xsb′1 + ytb′2, a′1, a
′
2, b
′
1, b
′
2 ∈ C[[x, y]]

这里, a, b都是多项式. 所以 u − af − bg = r为多项式. 且展开成幂级数以后, 每项含 xs或 yt.

又多项式展开后只有有限项, 故 r = xsr1 + ytr2. r1, r2为多项式, 从而

u− af − bg = r ∈ (xs, yt) ⊂ (f, g)

从而 u ∈ (f, g) ⊂ 〈f, g〉. 所以 [u] = 0, 即 ϕ为单同态. 因此 ϕ是同构映射. �

推论 4.2.1 设 h(x, y) ∈ C[x, y],则 h(x, y) ∈ 〈f, g〉�ØC2,p ⇐⇒ h(x, y) ∈ 〈〈f, g〉〉�C[[x, y]].

推论 4.2.2 dimC
ØC2,p
〈f,g〉 = dimC

C[[x,y]]
〈〈f,g〉〉 <∞.

注 4.2.1 若 P2中有曲线 C, D. F (X,Y, Z) = 0, G(X,Y, Z) = 0. 则有多种方式化

为仿射的情形. 但所定义出的 C 与 D在 p点的局部相交数是不变的, 这是由于: 若 degF =

m, degG = n. 设 L是不过 p ∈ C ∩D的直线, 则

ØC2,p

〈f, g〉
=

ØP2,p〈
F
Lm ,

G
Ln

〉
后者与仿射坐标的选取无关. �

例 4.2.1 (1) Ip(x, y) = 1;

(2) Ip(y − x2, y) = 2;

(3) Ip(y − x2, x) = 1.

通过画图, 交点数的求解是简单的. �

定义 4.2.2 若 f 是无重因子的多项式, p ∈ C : f(x, y) = 0. 则定义 C 在 p点的Milnor数

hp(C) = dimC
C[[x, y]]〈
∂f
∂x ,

∂f
∂y

〉 = Ip(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
)

定理 4.2.2 (相交数计算公理) (1) Ip(f, g) = Ip(g, f);

(2) Ip(f, g) = Ip(f, g + hf),∀ h ∈ ØC2,p;

(3) Ip(f, gh) = Ip(f, g) + Ip(f, h),这里, f 与 gh无公因子;

(4) Ip(x, y) = 1, p = (0, 0);

(5) 若 h(p) 6= 0, 则 Ip(f, gh) = Ip(f, g);

(6) Ip(f, g
n1
1 · · · gnss ) =

s∑
i=1

niIp(f, gi).
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证明 只需证 (3), 其余的是平凡的. 令 R = ØC2,p, 我们构造矩正合列

0 −→ R

〈f, g〉
ψ−→ R

〈f, gh〉
ϕ−→ R

〈f, h〉
−→ 0

因为 〈f, gh〉 ⊂ 〈f, h〉. 所以 ϕ是自然的诱导映射, 且是满射. 所以只要证明

kerϕ ∼= R/ 〈f, g〉

直接构造

ψ : R
〈f,g〉 −→

R
〈f,gh〉

µ 7−→ [µh]

第一步: 我们证明对于任意的 µ ∈ R/ 〈f, g〉 , ϕ(ψ(µ)) = 0.

这是因为 ϕ(ψ(µ)) = ϕ([µh]) = µh = 0. 所以 Im ψ ⊂ kerϕ.

第二步: 验证 ψ是单射.

若 ψ(µ) = [µh] = [0], 则 µh ∈ 〈f, gh〉, 即

µh = af + bgh =
u1

u0
f +

u2

u0
gh, u0(p) 6= 0

考虑 ui ∈ C[x, y]的像 u0µh = u1f + u2gh. 所以 h|u1f , 又因为 gcd(h, f) = 1, 所以 h|u1. 即存

在 u′1使得 u1 = u′1h. 故

u0µ = u′1f + u2g, µ =
u′1
u0
f +

u2

u0
g ∈ 〈f, g〉

故 µ = 0, 所以 ψ是单射.

第三步: 证明 kerϕ ⊆ Im ψ. 设 ϕ([r]) = 0, 即 r = 0, 或 r ∈ 〈f, h〉. 所以 r = af + bh, 这里

a, b ∈ ØC2,p.

[r] = [af + bh] = [bh] = ψ(b)

所以 kerϕ ⊆ Im ψ.

故矩复形为矩正合列. 从而作为向量空间, 中间的维数为两边维数之和. 因此

Ip(f, gh) = Ip(f, g) + Ip(f, h)

证毕. �

例 4.2.2 设 p = (0, 0), f = y2 − x3, g = y3 − x2, 现计算 I0(f, g),

I0(f, g) = I0(y2 − x3, y3 − x2) = I0(y2 − x3, (y3 − x2)− y(y2 − x3))

= I0(y2 − x3, yx3 − x2) = I0(y2 − x3, x2(yx− 1))

= I0(y2 − x3, x2) = 2I0(y2 − x3, x)

= 2I0(y2, x) = 2 · 2 · I0(y, x) = 4

由此计算得到 I0(f, g) = 4. �

定理 4.2.3 设 C 在 p点的重数为m. 切线为 L1, · · · , Lm (可以重复). L是过 p点的任一

直线, 则 Ip(C,L) ≥ m. 且 Ip(C,L) > m⇐⇒ 存在某个 i, 使得 L = Li.

证明 因为相交数与仿射坐标的选取无关, 通过线性变换, 不妨设 p = (0, 0).

L : x = 0 f = fm + fm+1 + · · · , fm 6= 0, fm = l1l2 · · · lm
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且设 x - f .不然是平凡的. 又由

Ip(f, x) = Ip(f(0, y), x) = Ip(y
mfm(0, 1) + ym+1fm+1(0, 1) + · · · )

= Ip(y
m, x) + Ip(fm(0, 1) + yg, x) = m+ Ip(fm(0, 1) + yg, x) ≥ m

因此

Ip(f, x) > m⇐⇒ Ip(fm(0, 1) + yg, x) ≥ 1⇐⇒ fm(0, 1) = 0

⇐⇒ x|fm ⇐⇒ 对于某个 i, L = Li. 定理得证. �

定理 4.2.4 设 p ∈ C : F (X,Y, Z) = 0. 且设 p为 C 的光滑点. 则 C 在 p点的切线方程为

∂F

∂X
(p)X +

∂F

∂Y
(p)Y +

∂F

∂Z
(p)Z = 0

证明 不妨设 p = [a, b, 1], f(x, y) = F (x, y, 1). F (X,Y, Z) = Zdf(XZ ,
Y
Z ), d ≥ 2.

∂F

∂X
= Zd−1∂f

∂x
,

∂F

∂Y
= Zd−1∂f

∂y

∂F

∂Z
= dZd−1f(

X

Z
,
Y

Z
)− Zd−2X

∂f

∂x
− Zd−2Y

∂f

∂y

把 p = [a, b, 1]的坐标代入, 可得:

∂F

∂X
(p) =

∂f

∂x
(p),

∂F

∂Y
(p) =

∂f

∂y
(p),

∂F

∂Z
(p) = −a∂f

∂x
(p)− b∂f

∂y
(p)

所以, 方程为:
∂f

∂x
(p)X +

∂f

∂y
(p)Y − (a

∂f

∂x
(p) + b

∂f

∂y
(p))Z = 0

仿射坐标如下:
∂f

∂x
(p)(x− a) +

∂f

∂y
(p)(y − b) = 0

所以, 切线方程为所求的方程. �

注 4.2.2 由定理 4.2.4 可知, 切线与仿射坐标的选取无关. �

推论 4.2.3 p为 C 的奇点⇐⇒ ∂F
∂X (p) = ∂F

∂Y (p) = ∂F
∂Z (p) = 0 (1).

证明 因为

dF =
∂F

∂X
X +

∂F

∂Y
Y +

∂F

∂Z
Z

故条件推出 p ∈ C. 设 p = [a, b, 1], 则 (1)推出 ∂f
∂x (p) = ∂f

∂y (p) = 0. 所以 p为奇点.

反之, ∂f∂x(p) = ∂f
∂y (p) = 0. 则

∂F

∂X
(p) = 0,

∂F

∂Y
(p) = 0,

∂F

∂Z
(p) = 0

所以, (1)⇐⇒ p为 C 的奇点. �

4.3 Bézout定理

设 C ⊆ P2 : F = 0,degF = m = degC;D ⊆ P2 : G = 0,degG = n, gcd(F,G) = 1. 且 C
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与 D无公共分支. 从而知 C ∩D不含曲线. dim(C ∩D) = 0, C ∩D是 P2中的零维代数集. 故

|C ∩D| < +∞.

定义 4.3.1 已知 Ip(C,D) = Ip(F,G)与仿射方程的选取无关. 设 A = (aij) ∈ GL(n, 3,C),

|A| 6= 0. 令 X

Y

Z

 =

 a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


X

Y

Z

 (1)

则可得一个同构
A : P2 ∼−→ P2

[X,Y, Z] 7−→ [X,Y , Z]

次同构被称为是 P2的射影变换. 也可理解为 P2
的射影变换. 也可理解为 P2 有齐次坐标

X,Y , Z.

注 4.3.1 (1)定义了同构映射

σ : P2 ' P2

C C = σ(C)

F = 0 F = 0

C 与 C 之间的方程的关系,

F (X,Y, Z)
(1)
= F (X,Y , Z)

已知相交数与仿射坐标的选取无关, 与射影坐标的选取也无关. �

证明 首先

Ip(F,G) = dimC
ØP2,p〈
F
Lm ,

G
Lm

〉
考虑同构映射

ØP2
,p
' ØP2,p〈

F
L
n , G

L
m

〉
7−→

〈
F
Ln ,

G
Lm

〉
所以

ØP2
,p〈

F/L
n
, G/L

m
〉 ∼= ØP2,p

〈F/Ln, G/Lm〉

所以 Ip(F,G) = Ip(F ,G). �

用齐次方程表示, 仍有以下公理成立.

定理 4.3.1 (1) Ip(F,G) = Ip(G,F );

(2) Ip(F,G) = Ip(F,G+HF ), degF ≤ degG;

(3) Ip(F,GH) = Ip(F,G) + Ip(F,H);
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(4) Ip(L1, L2) = 1, degLi = 1;

(5) 若有 H(P ) 6= 0, 则有 Ip(F,GH) = Ip(F,G);

(6) Ip(F,G
n1
1 · · ·Gnrr ) =

r∑
i=1

niIp(F,Gi).

定义 4.3.2 定义 C 与 D在 P2上的相交数.

C ·D = I(C,D) = I(F,G) =
∑

p∈C∩D
Ip(F,G)

显然关于 Ip(·, ·)满足的公理 (1)−(6)对 I(·, ·)也成立.

下面给出本节的一个主要定理.

定理 4.3.2 (Bézout定理) I(C,D) = degC · degD = mn.

在证明该定理以前, 我们先给出如下引理.

引理 4.3.1 当 degD = n = 1时, I(C,D) = m.

证明 由射影不变性, 不妨设 G = Z, 即 D = L∞. 因为通过射影变换可将任何直线变到

L∞. 记

F = Fm + Fm−1Z + · · ·+ F0Z
m

这里, Fi = Fi(X,Y )是 i次齐次. 特别地,

Fm = L1L2 · · ·Lm, degLi = 1, Li = Li(X,Y ) = aiX + biY

于是

I(F,G) = I(Fm + Fm−1Z + · · · , Z) = I(Fm, Z) =
m∑
i=1

I(Li, Z) = m

证毕. �

下面我们来证明定理 4.3.2.

证明 记 s = degZ F, t = degZ G. 我们对 s+ t施数学归纳法. 不妨设 s ≤ t.

第一步: 当 s+ t ≤ 1时, 根据引理 4.3.1可得定理.

第二步:

F = Fm−sZ
s + · · ·+ Fm, G = Gn−tZ

t + · · ·+Gn

设 H = gcd(F, Fm−s), 即 F = HF ′. 因为 H = H(X,Y ), 所以

I(H,G) = I(H,G) + I(F ′, G) = degH · degG+ I(F ′, G)

第三步: 设 gcd(F, Fm−s) = 1, gcd(G,Gn−t) = 1. 令

G1 = Gn−t · Zt−sF − Fm−sG

则 degZ G1 < t,G1 6= 0,degG1 = m+ n− s. 由归纳法

I(F,G1) = degF · degG1 = m(n+m− s)
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另一方面,

I(F,G1) = I(F,Gn−tZ
t−sF − Fm−sG)

= I(F, Fm−sG)

= I(F, Fm−s) + I(F,G)

= m(m− s) + I(F,G)

所以, I(F,G) = m(m+ n− s)−m(m− s) = mn. �

推论 4.3.1 P2中任何两曲线必有交点.

定义 4.3.3 (曲线的拐点) 设 C ⊂ P2有光滑点 p, L是过 p的切线. 如果 Ip(C,L) ≥ 3, 则

称 p为 C 的拐点.

条件与坐标的选取无关.不妨设 p = [0, 0, 1], L : x = 0. 这里是指射影变换后的坐标. C ⊂ C2

的仿射方程 f(x, y)

f = x+ ax2 + bxy + cy2 + f3 + · · ·

Ip(C,L) = Ip(f, x)

= Ip(cy
2 + f3(0, y) + · · · , x)

= 2 + Ip(c+ yh(y), x)

≥ 3

由此可知

命题 4.3.1 p为拐点⇐⇒ c = 0.

设 F 为 C 的齐次方程, 则

F = XZn−1 + Zn−2(aX2 + bXY + cY 2) + · · ·

若记 X1 = X,X2 = Y,X3 = Z, 则(
∂2F

∂Xi∂Xj

)3

i,j=1

(p) =

 2a b n− 1

b 2c 0

n− 1 0 0


令 H = det

(
∂2F

∂Xi∂Xj

)
, 则 p ∈ C 为光滑点, p为拐点⇐⇒ H(p) = 0. 也就是说若 degF = n, 则

degH = 3(n− 2).

定理 4.3.3 若 C 为 n次光滑曲线, 则 C 有 3n(n− 2)个拐点, 这些拐点可以相同.

证明 |{拐点}| = |{F = 0} ∩ {H = 0}| = degF · degH = n · (3(n− 2)). �

推论 4.3.2 次数 d ≥ 3的光滑曲线至少有一个拐点.

应用: 设 C 是 3次光滑曲线. 则 C 至少有一个拐点. 通过射影变换, 不妨设 p = [0, 0, 1]. 且

C 过 p 点的切线为 X = 0. 则

f(x, y) = x+ ax2 + bxy + f3(x, y)
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齐次化

F (X,Y, Z) = XZ2 + (aX2 + bXY )Z + f3(X,Y )

= X(Z2 + (aX + bY )Z) + f3(X,Y )

= X(Z + aX+bY
2 )2 + f3(X,Y )− X

4 (aX + bY )2

= X(Z + 1
2(aX + bY ))2 + f ′3(X,Y )

令 X = Y, Y = Z + 1
2(aX + bY ), Z = X. 这是射影变换. 将 p = [0, 0, 1]映成 p = [0, 1, 0]; 把

X = 0映成 Z = 0. P2
中曲线的方程为 Z · Y 2

+ f ′3(Z,X), 其中

Z · Y 2
= a0X

3
+ b0X

2
Z + c0X · Z

2
+ d0Z

3

且 a0 6= 0, 否则, Z = 0是 C 的一个分支, 这与 C 的光滑性矛盾. 缩入 X, 可设 a0 = 1. 通过

X = X +
b0
3
Z, Y = Y , Z = Z

变换, 方程可化为

ZY 2 = X3 + aXZ2 + bZ3

仿射方程

y2 = x3 + ax+ b, 4a3 + 27b2 6= 0

拐点: p = [0, 1, 0]. 拐点的切线: Z = 0. 所以 C 在无穷远处只有一个点 p = [0, 1, 0]且光滑. 记

f(x) = x3 + ax+ b, 则 C 在通常平面上有奇点当且仅当
y2 − f(x) = 0
∂
∂x(y2 − f(x)) = 0
∂
∂y (y2 − f(x)) = 0

在 C2上有解. 当且仅当 
y2 − f(x) = 0

f ′(x) = 0

2y = 0

在 C2上有解. 当且仅当 {
f(x) = 0

f ′(x) = 0

在 C上有解. ⇐⇒ f(x)有重根. ⇐⇒ 4a3 + 27b2 = 0.

定理 4.3.4 三次光滑平面射影曲线射影等价于

Ca,b : y2 = x3 + ax+ b

其中, 4a3 + 27b2 6= 0.
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4.4 Noether定理与Cayley-Bacharach定理

4.4.1 相交数为 1的刻划

设 p ∈ C ⊂ C2 ⊂ P2, f(x, y) = 0, p ∈ D ⊂ C2 ⊂ P2, g(x, y) = 0. 本节的目的是: 刻划

Ip(f(x, y), g(x, y)) = 1

定理 4.4.1 Ip(f, g) = 1 ⇐⇒ C,D过 p点, 且 p为 C 和 D的光滑点. 且 C 和 D在 p点

的切线不同.

证明 不妨设 p = (0, 0), f(0, 0) = g(0, 0) = 0.

f = f1 + f2 + · · · g = g1 + g2 + · · ·

这里, fi, gi是 i次齐次部分.

Ip(f, g) = 1⇐⇒ dim
ØC2,p

〈f, g〉
= 1⇐⇒ 〈f, g〉 = 〈x, y〉

⇐⇒存在 2阶可逆矩阵 A = (aij), aij ∈ ØC2,p使得(
f

g

)
= A

(
x

y

)

去掉 A的元素的公分母 h, h(p) 6= 0, h ∈ C[x, y]. 使得

h

(
f

g

)
= B

(
x

y

)
, B = (aij), bij ∈ C[x, y], |B|(p) 6= 0

且有

h = h0 + h1 + · · · , h0 6= 0, B = B0 +B1 + · · ·

则知 |B0| = |B| · (p) 6= 0,

h0

(
f1

g1

)
= B0

(
x

y

)
, B0 ∈ GL2(C)

所以, f1, g1线性无关. 故 f1 6= 0, g1 6= 0. 且 C,D在 p点的切线不同. �

4.4.2 Noether条件

问题 4.4.1 曲线 H = 0过 p ∈ C ∩D的意义?

命题 4.4.1 (Noether条件) 已知曲线 C 由方程 f(x, y) = 0确定, 曲线 D的方程为

g(x, y) = 0. p ∈ C ∩ D. 则曲线 h(x, y) = 0过点 p当且仅当, h ∈ 〈f, g〉 � ØC2,p, 当且仅当

h ∈ 〈〈f, g〉〉� Øan
C2,p = C[[x− a, y − b]].

例 4.4.1 f = x− 2y2, g = x− y2.

h ∈
〈
x− 2y2, x− y2

〉
=
〈
y2, x− y2

〉
=
〈
x, y2

〉
h = xa+ y2b, a, b ∈ ØC2,p, 故 uh = xv + y2w, u, v, w ∈ C[x, y], u(p) 6= 0. �
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以下设 C,D ⊂ P2, 其定义方程分别为 F = 0, G = 0. 且它们无公共分支. 若 C ∩ D =

{p1, · · · , pr}. 曲线E ⊂ P2, 由 H = 0定义. degF = n, degG = m.

定理 4.4.2 (Noether定理) E 在所有的点 P1, P2, · · · , Pr 都满足关于 C 和 D的 Noether

条件⇐⇒存在齐次多项式 A,B使得

H = AF +BG, degA = degH − degF, degB = degH − degG

证明 不妨设 {p1, · · · , pr} ∩ L∞ = ∅. 必要性证明是显然的. 下证充分性.

由条件, 对于任意的 i, 存在 vi
ui
,
v′i
u′i
∈ ØC2,pi , 使得

h(x, y) =
vi
ui
f +

v′i
u′i
g

uiu
′
i在 pi点不为零. 即

uiu
′
ih ∈ (f, g) � C[x, y]

即对于任意的 i, 存在 ai ∈ C[x, y]使得

ai(pi) 6= 0, aih ∈ (f, g) � C[x, y]

a1, a2, · · · , ar, f, g无公共零点. 从而存在 b1, · · · , br ∈ C[x, y], s, t ∈ C[a, b], 使得

a1b1 + · · ·+ arbr + fs+ gt = 1

h = (a1h)b1 + · · ·+ (arh)br + fsh+ gth ∈ (f, g)

齐次化后:

HZN = AF +BG,N ≥ 0

下设 N 是所有上述表达式中的最小者. 我们证明 N = 0. 反设 N ≥ 1. 令 A0 = A(X,Y, 0),

0 = A0F0 + B0G0. 我们断言: F0, G0无公共零点. 不然, 若 λX + µY 为 F0, G0的公因子, λ, µ

不全为零. 则 [µ,−λ, 0] ∈ C ∩D与 {P1, · · · , Pr} ⊂ C2矛盾. 所以 gcd(F0, G0) = 1.

故由 A0F0 = −B0G0知 F0|B0, G0|A0. 所以 A0 = −CG0, B0 = CF0, C ∈ C[x, y]. 令

A1 = A+ CG, B1 = B − CF

则

(A1)0 = A0 + C0G0 = 0, (B1)0 = B0 − C0F0 = 0

所以 Z|A1, Z|B1. 于是

ZNH = AF +BG = (A1 − CG)F + (B1 + CF )G = A1F +B1G = Z(ÃF + B̃G)

所以 ZN−1H = ÃF + B̃G. 这与 N 的极小性矛盾. 所以 N = 0. �

4.4.3 Noether条件的数值判别法

定理 4.4.3 (验证 Noether条件) (1) 若 Ip(F,G) = 1, H(p) = 0. 则 N -条件成立.

(2) 若 C 在 p点光滑. 且 Ip(F,H) ≥ Ip(F,G), 则 N -条件满足.
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证明 (1)的证明是显然的.

(2)取 p = (0, 0), TpC : y − αx = 0.

f = y − αx+ f2(x, y) + · · · = (1 + b1(x, y))y + (a(x)− α)x = (1 + b1(x, y))(y − cx)

其中, c = a(x)−α
1+b1

, b1(0, 0) = 0.

〈f, g〉 = 〈y − cx, g〉 = 〈y − cx, g(x, cx)〉 = 〈y − cx, xs〉

这里, s = Ip(f, g). 若 t = Ip(f, h), 则 〈f, h〉 = 〈y − cx, xt〉. h ∈ 〈f, g〉 ⇐⇒ 〈f, h〉 ⊂ 〈f, g〉

⇐⇒
〈
y − cx, xt

〉
⊂ 〈y − cx, xs〉 ⇐⇒ t ≥ s

所以, Ip(f, h) ≥ Ip(f, g)⇐⇒ h ∈ 〈f, g〉. �

4.4.4 Cayley-Bacharach定理

设 C,D ⊆ P2,degC = m,degD = n. 其中, 曲线 C,D分别由方程 F = 0, G = 0确定.

degH = m+ n− ν, (ν ≥ 3).

C ∩D = {p1, p2, · · · , pmn}

即 C 与 D在每一个点都正常相交.

定理 4.4.4 若 H 过 C ∩D中至少mn− (ν − 2)个点. 则 H 过 C ∩D中所有的点.

证明 设 H 过 Pν−1, Pν , · · · , Pmn. 我们等同曲线和定义它的多项式过 Pi, i ≤ ν − 2. 作直

线 Li使得

(1) Li不过其它交点;

(2) Li不过 G = 0的奇点;

(3) Li与 G = 0不在任何点相切.

即 |(Li ∩ G)| = n. 从而知 L1 · · ·Lν−2H 过 C ∩D的所有点. 从而 Noether条件满足. 因此, 存

在齐次多项式 A,B使得

L1 · · ·Lν−2H = AF +BG

设

Li ∩ {G = 0} = {pi, qi1, · · · , qi,n−1}

则知 qi1, · · · , qi,n−1不在 F = 0上. 因此

A(qi1) = · · · = A(qi,n−1) = 0

另一方面,

degA = degH + (ν − 2)− degF = (m+ n− ν) + (ν − 2)−m = n− 2

且

{Li = 0} ∩ {A = 0} ⊃ {qi1, · · · , qi,n−1}
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由 Bezout定理, Li|A. 从而

L1L2 · · ·Lν−2|A, L1L2 · · ·Lν−2|B

故知

A = L1L2 · · ·Lν−2A
′, B = L1L2 · · ·Lν−2B

′

所以 H = A′F +B′G, 即 H 过所有交点. �

推论 4.4.1 (Chasles定理) 设m = n = ν = 3, C ∩D = {p1, · · · , p9}. E 为 3次曲线, 过

p1, · · · , p8, 则 E 过 p9.

例 4.4.2 设m = n = 4,degH = 4. 若 H 过正好 13个交点, p1, p2, · · · , p13, 则

p14, p15, p16共线. �

证明 设过 p14, p15的某直线 L, 则 LH 是 5次曲线,

degLH = 5 = m+ n− ν, ν = 3

从而知 LH 过mn − (ν − 2) = 15个点. 由 C-B 定理知, LH 过第 16个点 p16. 又 p16不在 H

上. 所以 p16在 L上. 故 p14, p15, p16共线. �

例 4.4.3 (Pascal定理) 如下图所示, 则 P,Q,R共线.

�

证明 取 C = AB′ ∪BC ′ ∪ CA′, D = A′B ∪B′C ∪ C ′A. H =椭圆 E ∪ PQ.

C ∩D = {A,B,C,A′, B′, C ′, P,Q,R}

H 过其中 8个点, A,B,C,A′, B′, C ′, P,Q. 所以 H 过第 9个点 R. 又 R不在二次曲线上, 从而

在 L上. 即 P,Q,R共线. �

注 4.4.1 Chasles定理可推出平面几何中几十个关于共点, 共线的定理. �

4.5 零点和极点重数的计算

4.5.1 曲线在光滑点处的计算

p = (0, 0) ∈ C ⊂ C2 : f(x, y) = 0.

定理 4.5.1 设 p为 C 的光滑点. ∂f
∂y (p) 6= 0. 则

(1) 存在 a(x, y) ∈ ØC2,p, 使得

〈f(x, y)〉 = 〈y − a(x, y)x〉
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(2) ØC ,̧p的极大理想由 x = x|C 生成.

(3) ϕ = v(x,y)
u(x,y)

∣∣∣
C
∈ Rat(C), ϕ 6= 0, 则

νp(ϕ) = Ip(v, f)− Ip(u, f)

(4) ϕ = xνp(ϕ) · ϕ0, ϕ0 ∈ ØC,p可逆.

证明 (1)不妨设

f = y − αx+ f2(x, y) + · · ·
= y + b2y

2 + · · · − (α+ α1(x, y) + α2(x, y) + · · · )
= (1 + b(y)y)y − α(x, y)x

= (1 + yb(y))(y − a(x, y)x)

a = α(x,y)
1+yb(y) ∈ ØC2,p. 其中 1 + yb(y)在 ØC2,p中可逆, 故

〈f〉 = 〈y − a(x, y)x〉

(2)设 ØC,p是唯一分解整环. 在 ØC,p中 ȳ = ā · x̄. 设

ϕ =
v(x, y)

u(x, y)

∣∣∣∣
C

∈ ØC,p

即 u(0, 0) 6= 0. 若 ϕ(p) = 0, 则 v(0, 0) = 0. 且 v是 x, y的多项式, 无常数项. 故

v(x̄, ȳ) = v(x̄, ā · x̄) = x̄ · v1

从而知 ϕ ∈ 〈x̄〉, 因此 mC,p = 〈x̄〉. 又因为 mC,p极大, 故 x̄为不可约元.

(3)已知 ϕ = v(x,y)
u(x,y)

∣∣∣
C

,

v(x, y)|C = v(x̄, ȳ) = x̄ν0v0(x̄, ȳ)

设 x̄ - v0(x̄, ȳ), 则知 v0(0, 0) 6= 0. 所以 v0(x̄, ȳ)为可逆元. 由定义知 ν0 = νp(v(x̄, ȳ)). 同理, 设

ν∞ = νp(u(x̄, ȳ)), 则

u(x̄, ȳ) = x̄ν∞u0(x̄, ȳ), u0(0, 0) 6= 0

因此, νp(ϕ) = ν0 − ν∞. 下证: ν0 = Ip(f, v(x, y)): 计算

〈f(x, y), v(x, y)〉 = 〈y − a(x, y)x, xν0v0(x, y)〉 = 〈y − a(x, y)x, xν0〉

所以,

Ip(f, v) = Ip(y − ax, xν0) = ν0 · Ip(y − ax, x) = ν0Ip(y, x) = ν0

同理, ν∞ = Ip(f(x, y), u(x, y)). 所以 νD(ϕ) = Ip(f, v)− Ip(f, u). �

4.5.2 结点处的计算

必须在 Øan
C2,p中计算.

例 4.5.1 y2 = x2− x3在 C[x, y]中不可约定义了一条 α型的曲线. 原点是唯一的奇点. 但

在 Øan
C2,p中, 有分解

y2 − x2 + x3 = (y − x
√

1− x)(y + x
√

1− x)
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所以, 在原点附近, C 有两个解析分支, 且它们都是光滑的.

(C1, p) : y − x
√

1− x = 0, (C2, p) : y + x
√

1− x = 0

可知, C 的正规化 σ : C̃ → C, p的原像有两个点. p1, p2 ∈ C̃.

Ø(C) = C[X,Y ]/(Y 2 −X2 +X3) = C[x, y] = C[x][y]

y2 = x2(1− x), y在 C[x]上整.

Ø(C̃) = Ø̃(C) = C[x][y][t] = C[t], t =
y

x
, t2 = 1− x

所以, {
x = 1− t2

y = t(1− t2)

其中, C[x, y] ⊂ C[t], C̃ = C, 考虑映射

σ : C̃ = C −→ C ⊂ C2

t 7−→ (1− t2, t(1− t2))

而 (a, b) ∈ C, (a, b) 6= (0, 0), 这就推出 a 6= 0, 因此 σ−1((a, b)) = { ba}, σ−1(0, 0) = {1,−1}.�

一般地, 结点的原像是两个不同点. p = (0, 0) ∈ C ⊂ C2 : f(x, y) = 0. 原点 p = (0, 0)为 C

的一个结点. 即

(1) multp(C) = 2;

(2) C 在 p点有两条不同的切线.

经过坐标的仿射变换, 可设

f = y2 − x2 + f3(x, y) + · · ·+ fd(x, y) = y2(1− b(x, y))− x2(1− c(x, y))

b(0, 0) = c(0, 0) = 0. 将该式变形可得

f = (1− b)(y +

√
1− c
1− b

· x)(y −
√

1− c
1− b

· x)

令

a(x, y) =

√
1− c
1− b

∈ Øan
C2,p = C[[x, y]]
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所以

〈〈f〉〉 = 〈〈f1 · f2〉〉 , f1 = y + ax, f2 = y − ax

在点 p附近有

(C, p) = (C1, p) ∪ (C2, p), C1 : f1(x, y) = 0; C2 : f2(x, y) = 0

局部解析曲线 σ−1(p) = {p1, p2}.

p1 ∈ C̃1, p2 ∈ C̃2, C̃1 ∩ C̃2 = ∅.

σ : C̃1 ' C1, σ : C̃2 ' C2

Øan
C̃,p1

= Øan
C̃1,p1

= Øan
C1,p

= C[[x, y]]/ 〈〈y + ax〉〉 = C[[x]]

由隐函数定理, C1 : y = ϕ1(x), C2 : y = −ϕ1(x). 两局部解析曲线也可定义相交数.

Ip(f1(x, y), g1(x, y)) = dimC
Øan

C2,p

〈〈f1, g1〉〉

也满足计算公理. 设

ϕ =
v(x, y)

u(x, y)

∣∣∣∣
C̃

∈ Rat(C̃)

在 Øan
C̃,p
中, v = xν0v0, ν0极大. v0 ∈ ØC̃,p1

, 则 v0(0, 0) 6= 0, v0可逆. 从而可以证明: ν0 =

Ip(f1, v)对于 u(x, y)有相同的结论. 因此,

νp1(ϕ) = Ip(f1, v)− Ip(f1, u)

同理, νp2(ϕ)也可作类似计算.

定理 4.5.2 设 ϕ ∈ Rat(C̃), ϕ = v
u

∣∣
C̃

. 则{
νp1(ϕ) = Ip(f1, v)− Ip(f1, u)

νp2(ϕ) = Ip(f2, v)− Ip(f2, u)

其中, ϕ = xνp1(ϕ)ϕ1 = xνp2(ϕ)ϕ2. ϕi =∈ Øan
C̃,pi

, i = 1, 2都是可逆的.

4.5.3 Noether条件的数值判别法

设 C ⊆ C2 : f(x, y) = 0; D ⊆ C2 : g(x, y) = 0. f, g, h ∈ C[x, y]. p = (0, 0) ∈ C ∩D.

定理 4.5.3 若 C 在 p点光滑. 如果 Ip(f, h) ≥ Ip(f, g), 则 h ∈ 〈f, g〉, N− 条件成立.
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定理 4.5.4 设 C 在 p点是一个结点. 在 Øan
C2,p中有不可约分解 f = f1f2. 如果{

Ip(f1, h) ≥ Ip(f1, g) + 1

Ip(f2, h) ≥ Ip(f2, g) + 1

则 h ∈ 〈f, g〉 ⊂ ØC2,p.

证明 不妨设 f1 = y + ax, f2 = y − ax, a(0, 0) 6= 0.

∂(f1, f2)

∂(x, y)
(p) =

∣∣∣∣∣ a(p) 1

−a(p) 1

∣∣∣∣∣ = 2a(p) 6= 0

令 {
u = f1(x, y) = y + ax

v = f2(x, y) = y − ax

则 u, v也可作为 p = (0, 0)点的解析坐标. 即 C[[x, y]] = C[[u, v]].

〈〈f, g〉〉 = 〈〈f1f2, g(x, y)〉〉 = 〈〈uv, g̃(u, v)〉〉
= 〈〈uv, usa0(u) + vtb0(v)〉〉 , a0(0) 6= 0, b0(0) 6= 0

从而

〈〈f1, g〉〉 = 〈〈u, g(x, y)〉〉 = 〈〈u, g̃(u, v)〉〉
= 〈〈u, usa0(u) + vtb0(v)〉〉 = 〈〈u, vt〉〉

所以 t = Ip(f1, g). 同理, s = Ip(f2, g). 由条件

〈〈f, h〉〉 =
〈〈
uv, us

′
a0(u) + vt

′
b0(v)

〉〉
s′ = Ip(f2, h), t′ = Ip(f1, h). s′ ≥ s+ 1, t′ ≥ t+ 1. 下证:

us+1, vt+1 ∈ 〈〈f, g〉〉

〈〈f, g〉〉 = 〈〈uv, usa0(u) + vtb0(v)〉〉
= 〈〈uv, usa0 + vtb0, u(usa0 + vtb0), v(usa0 + vtb0)〉〉
=
〈〈
uv, usa0 + vtb0, u

s+1a0, v
t+1b0

〉〉
=
〈〈
uv, usa0 + vtb0, u

s+1, vt+1
〉〉

所以 us+1, vt+1 ∈ 〈〈f, g〉〉. 由于 s′ ≥ s+ 1, t′ ≥ t+ 1. 所以

us
′
a0 + vt

′
b0 ∈ 〈〈f, g〉〉

所以 〈〈f, h〉〉 ⊆ 〈〈f, g〉〉. 即 h ∈ 〈〈f, g〉〉. 所以 h ∈ 〈f, g〉. �

4.6 L(D)的定义和计算

设 C ⊂ P2是 d次不可约代数曲线. 最多只有结点为奇点. 设曲线 C :由方程 F (X,Y, Z) =

0定义. σ : C̃ −→ C 为正规化. C̃ ⊂ PN .

Σ = {P,Q,R, · · · } ⊂ C
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为 C 的奇点集. 则知 C 与 C̃ 双有理等价. σ∗ : Rat(C) ∼= Rat(C̃). 即

Rat(C̃) = σ∗Rat(C) = {σ∗ϕ | ϕ ∈ Rat(C)}

E
4
= σ−1(Σ) = {P1, P2;Q1, Q2; · · · }

记

σ∗ϕ = ϕ|C̃ =
H(X,Y, Z)

G(X,Y, Z)

∣∣∣∣
C̃

设 p ∈ C̃, ϕ ∈ Rat(C̃), ϕ 6= 0. 设 t是 Øan
C̃,p
的极大理想的生成元. 则知

命题 4.6.1 νp(ϕ) ∈ Z.

命题 4.6.2 设 ϕ = tνp(ϕ) · ϕ0, ϕ0 ∈ Øan
C̃,p
是可逆元, 那么

(1) νp(ϕ) ≥ 0⇐⇒ ϕ在 p点正则;

(2) νp(ϕ) > 0时, 称 p为 ϕ的 νp(ϕ)重零点;

(3) νp(ϕ) < 0时, 称 p为 ϕ的 |νp(ϕ)|重极点.

命题 4.6.3 设 ϕ1, ϕ2 ∈ Rat(C̃), ϕ1 6= 0, ϕ2 6= 0. 且 ϕ1 ± ϕ2 6= 0. 则

(1) νp(ϕ1 · ϕ2) = νp(ϕ1) + νp(ϕ2);

(2) νp(ϕ1 ± ϕ2) ≥ min{νp(ϕ1), νp(ϕ2)}.

命题 4.6.4 ϕ 6= 0, 则 ϕ最多只有有限个零点和极点.

证明 设 ϕ = H
G

∣∣
C̃
6= 0, 则 p0 = σ(p).

νp(ϕ) = Ip0(F,H)− Ip0(F,G)

所以

{p ∈ C̃ | νp(ϕ) 6= 0} ⊆ σ−1(C ∩ {H = 0}) ∪ σ−1(C ∩ {G = 0})

即除有限个 p ∈ C̃ 以外, 其它的 p有 νp(ϕ) = 0. �

定义 4.6.1 设 ϕ ∈ Rat(C̃), ϕ 6= 0. 则可定义

div(ϕ) =
∑
p∈C̃

µp(ϕ)p

我们称上述的 div(ϕ)是 ϕ的主除子.

定义 4.6.2 设 D =
r∑
i=1

nipi是 C̃ 上的除子, 则定义

L(D) = {ϕ ∈ Rat(C̃) | ϕ = 0或者 ϕ 6= 0, div(ϕ) +D ≥ 0}

= {ϕ ∈ Rat(C̃) | ϕ = 0或者 ϕ 6= 0, νp(ϕ) ≥
{

0, p 6= pi,

−ni, p = pi
∀ i}

引理 4.6.1 L(D)是复向量空间.
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证明 ϕ ∈ L(D), ϕ 6= 0⇐⇒

νp(ϕ) ≥
{

0, p 6= p1, · · · , pr
− ni, p = pi

(1)

显然, 对于 c ∈ C, c 6= 0时, νp(cϕ) = νp(ϕ)也满足上条件. 即对于任意的 ϕ ∈ L(D), 都有

cϕ ∈ L(D). 设 ϕ1, ϕ2 ∈ L(D), ϕ1 6= 0, ϕ2 6= 0, ϕ1 + ϕ2 6= 0. 则知

νp(ϕ1 + ϕ2) ≥ min{νp(ϕ1), νp(ϕ2)}

所以, ϕ1 + ϕ2也满足 (1). 从而知 ϕ1 + ϕ2 ∈ L(D). 所以 L(D)为向量空间. �

定义 4.6.3 给定除子 D =
r∑
i=1

nipi, 可定义 D的次数 degD.

degD =
r∑
i=1

ni

引理 4.6.2 设 ϕ ∈ Rat(C̃), ϕ 6= 0. 则 deg div(ϕ) = 0. 即 ϕ的零点数与极点数相同. (重

数计算在内)

证明 设 ϕ = H
G

∣∣
C̃

. 则知

νp(ϕ) = Iσ(p)(F,H)− Iσ(p)(F,G)

上式对 σ(p)为 C 的光滑点时成立. 当 σ(p) = Q为 C 的奇点时, 则 p ∈ σ−1(Q) = {Q1, Q2}. 则

νQi(ϕ) = Ip(Ci, H)− Ip(Ci, G), i = 1, 2

所以

νQ1
(ϕ) + νQ2

(ϕ) = Ip(C1, H) + Ip(C2, H)− Ip(C1, G)− Ip(C2, G) = Ip(C,H)− Ip(C,G)

因此 ∑
p∈C̃

νp(ϕ) =
∑
p∈C

Ip(F,H)−
∑
p∈C

Ip(F,G) = degH · degF − degG · degF = 0

也就是说 deg div(ϕ) =
∑
p∈C̃

νp(ϕ) = 0. �

命题 4.6.5 无极点的有理函数为常值函数.

引理 4.6.3 L(0) = C.

证明 设 D = 0, ϕ ∈ L(0), ϕ 6= 0. 则 νP (ϕ) ≥ 0,∀ P ∈ C̃. 从而 ϕ是处处正则的有理函数.

因为 C̃ 是射影, 所以 ϕ ∈ Ø(C̃) = C. �

注 4.6.1 为了方便, 我们记

div(G|C) =
∑

P∈C∩{G=0}

IP (F,G)p

故

deg div(G|C) =
∑
P∈C̃

IP (F,G) = degF · degG
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若 ϕ = H
G

∣∣
C
, ϕ 6= 0. 则

div(ϕ) = div(H|C)− div(G|C)

IP (C̃,H) =


Iσ(P )(F,H), σ(p)光滑时

IQ(f1, H), σ(P ) = Q为奇点, P = Q1

IQ(f2, H), σ(P ) = Q为奇点, P = Q2

�

命题 4.6.6 (L(D)的公分母) 设 C ⊂ P2, Σ为 C 的奇点集(结点集). 若 σ : C̃ −→ C 为正

规化, 且 E = σ−1(Σ). D = D+ −D−, d = degC.

定理 4.6.1 (1) 若 div(G0|C̃) ≥ D+ + E, 则

L(D) ⊆ { H
G0

∣∣∣∣
C̃

| degH = degG0}

(2) 若 D− ≥ E, div(G0|C̃) ≥ D+, 则

L(D) ⊆ { H
G0

∣∣∣∣
C̃

| degH = degG0}

(3) 在条件 (1)或 (2)下, 如果 l := d− degG0 ≥ 3, R1, · · · , Rl−2 ∈ C̃ − E, 则

L(D +R1 + · · ·+Rl−2) ⊆ { H
G0

∣∣∣∣
C̃

| degH = degG0}

证明 (1)(2):设 ϕ ∈ L(D), ϕ 6= 0, ϕ = H
G

∣∣
C̃

, div(ϕ) +D ≥ 0, 即

div(H|C̃)− div(G|C̃) +D+ −D− ≥ 0

又因为

div(GoH|C̃) = div(H|C̃) + div(G0|C̃)

所以有

div(GoH|C̃) ≥ div(G|C̃) + div(G0|C̃)−D+ +D− ≥ div(G|C̃) + E

若 p 6∈ E, p ∈ C̃: Ip(C̃, G0H) ≥ Ip(C̃, G). 即

Iσ(p)(C,G0H) ≥ Iσ(p)(C,G)

若 p ∈ E: Ip(C̃, G0H) ≥ Ip(C̃, G) + 1, 即对于任何的 Q ∈ Σ, 有{
IQ(f1, G0H) ≥ IQ(f1, G) + 1

IQ(f2, G0H) ≥ IQ(f2, G) + 1

所以对于任何点 p ∈ C ∩ {G = 0}. Noether条件成立. 从而

G0H = AF +BG,
H

G
=

B

G0
+

AF

G0G
, ϕ =

H

G

∣∣∣∣
C̃

=
B

G0

∣∣∣∣
C̃

(1)(2)得证.

(3)取 Li是过 Ri的一般位置的直线. 即 Li不过 C 与 G的交点.

Li ∩ C = {Ri, q1, · · · , qd−1}
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设 ϕ = H
G

∣∣
C̃
∈ L(D +R1 + · · ·+Rl−2). 则

div(H|C̃)− div(G|C̃) +D+ −D− +R1 + · · ·+Rl−2 ≥ 0

故

div(H|C̃) ≥ div(G|C̃)−D+ +D− −R1 − · · · −Rl−2

因此

div(HG0L1 · · ·Ll−2|C̃) = div(H|C̃) + div(G0|C̃) +
l−2∑
i=1

div(Li|C̃)

≥ div(G|C̃) + div(G0|C̃)−D+ +D− +
l−2∑
i=1

(div(Li|C̃)−Ri)

≥ div(G|C̃) + E

从而 Noether条件满足, 故 HG0L1 · · ·Ll−2 = AF +BG.

degB = degG0 + l − 2 = (d− l) + (l − 2) = d− 2

Li与 C 的交点不在 G = 0上. 故

B(qj) = 0, j = 1, 2, · · · , d− 1

从而, 由 Beazout定理知

Li | B =⇒ L1L2 · · ·Ll−2 | B =⇒ L1L2 · · ·Ll−2 | A

从而, HG0 = A′F +B′G, 也就是说 ϕ = H
G

∣∣
C̃

= A′

G0

∣∣∣
C̃

. �

推论 4.6.1 对 C̃ 上的任何除子 D, l(D) := dimC L(D) < +∞.

推论 4.6.2 设 C ⊂ P2光滑, D = D+ −D−. 如果 div(G0|C) ≥ D+. 则

L(D) ⊂ { H
G0

∣∣∣∣
C

| degH = degG0}

设 D+ = n1P1 + · · ·+ nrPr. 则条件

div(G0|C) ≥ D+ ⇐⇒ Ipi(C,G0) ≥ ni, i = 1, 2, · · · , r

例 4.6.1 设 C : y2 = x3 + ax+ b, 4a3 + 27b2 6= 0. C ⊂ P2光滑.

F = Y 2Z −X3 − aXZ2 − bZ3

p = [0, 1, 0] ∈ C 为 C 的拐点. 即 IP (C,Z) = 3, IP (C,Z2) = 6. 为了计算 L(P ), L(2P ), L(3P )可

以选 G0 = Z.

(1)考虑

L(P ) = { L
Z

∣∣∣∣
C

| degL = 1, div(
L

Z

∣∣∣∣
C

) + P ≥ 0}

条件: div(L|C)− div(Z|C) + P ≥ 0, div(L|C) ≥ 2P , 即 IP (L,C) ≥ 2. 从而 L = 0为 C 在 P 点

的切线. 故 L = λZ, λ ∈ C. 所以 L(P ) = C.
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(2)考虑

L(2P ) = { LZ
∣∣
C
| degL = 1, div(L|C) ≥ P}

= { LZ
∣∣
C
| L过 P 点}

= { aX+bY+cZ
Z

∣∣
C
| b = 0, a, c ∈ C}

= {ax+ c | a, c ∈ C, x = X
Z

∣∣
C
}

= C 〈1, x〉

类似地, L(3P ) = C 〈1, x, y〉 , y = Y
Z

∣∣
C

.

L(6P ) = { QZ2

∣∣∣
C
| degQ = 2, div(Q|C) ≥ 6P + 6P ≥ 0}

= C
〈
1, x, y, x2, xy, y2

〉
x3 ∈ L(6P ), 但 x3 = y2 − ax− b.

div(x) = div( XZ
∣∣
C

) = div(X|C)− div(Z|C)

= P1 + P2 + P − 3P

= P1 + P2 − 2P

这里, P1 = [0,
√

6, 1], P2 = [0,−
√

6, 1]. div(x3) = 3P1 + 3P2 − 6P . �

4.7 L(D)的基本性质

4.7.1 线性等价

定义 4.7.1 设 D1, D2是 C̃ 上的两除子. 如果 D1 − D2 = div(ϕ), ϕ是非零的有理函数.

则称 D1与 D2线性等价. 记为 D1 ≡ D2.

引理 4.7.1 若 D1 ≡ D2, 则 degD1 = degD2.

证明 根据 deg(D1 +D2) = degD1 + degD2, D1 = D2 + div(ϕ). 则

degD1 = degD2 + deg div(ϕ)

引理得证. �

引理 4.7.2 设 D1 ≡ D2, 则 l(D1) = l(D2).

证明 设 D1 = D2 + div(ϕ0), ϕ0 6= 0.从而

D1 + div(ϕ) ≥ 0⇐⇒ D2 + div(ϕϕ0) ≥ 0

由此知

π1 : L(D1) −→ L(D2)

ϕ 7−→ ϕϕ0

同理

D2 + div(ψ) ≥ 0⇐⇒ D1 + div(ψϕ−1
0 ) ≥ 0
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由此知

π2 : L(D2) −→ L(D1)

ψ 7−→ ϕϕ−1
0

π1与 π2互逆且线性. 故 L(D1) ∼= L(D2). 所以 l(D1) = l(D2). �

引理 4.7.3 设 L(D) 6= 0, 则存在有效除子 E ≥ 0, 使得 D ≡ E.

证明 取 ϕ ∈ L(D), ϕ 6= 0. 则 div(ϕ) +D ≥ 0. 令 E = div(ϕ) +D, 则 E ≡ D. �

引理 4.7.4 L(0) = C.

引理 4.7.5 设 D ≤ D′, 则 L(D) ⊆ L(D′). 从而 l(D) ≤ l(D′).

证明 显然 D′ = D + E,E ≥ 0. 若 ϕ ∈ L(D), ϕ 6= 0. 则

div(ϕ) +D ≥ 0 =⇒ div(ϕ) +D + E ≥ 0

即 div(ϕ) +D′ ≥ 0, 所以 ϕ ∈ L(D′). �

4.7.2 L(D)的简单性质

引理 4.7.6 对于任意的 p ∈ C̃, 有 0 ≤ l(D + p)− l(D) ≤ 1.

证明 根据引理 4.7.5, L(D) ⊆ L(D+P ). 取 ϕ1, ϕ2 ∈ L(D+P )−L(D). 设 D = npP+D′,

D′不含 P .{
div(ϕi) +D + P ≥ 0, i = 1, 2

div(ϕi) +D 6≥ 0, i = 1, 2

{
div(ϕi) +D′ + (np + 1)P ≥ 0, i = 1, 2

div(ϕi) +D′ + npP 6≥ 0, i = 1, 2

这说明 νP (ϕi) = −np − 1, i = 1, 2. 设 ψ = ϕ1/ϕ2, 则 νP (ψ) = 0. 设 λ = ψ(P ) 6= 0, λ ∈ C. 令

ϕ0 = ϕ1 − λϕ2 = (ψ − λ)ϕ2

则有

νP (ϕ0) = νP (ψ − λ) + νP (ϕ2) ≥ 1 + (−np − 1) = −np, ϕ0 ∈ L(D + P )

若 ϕ0 ∈ L(D + P )− L(D), 则 νP (ϕ0) = −np − 1. 这是矛盾的. 所以 ϕ0 ∈ L(D). 从而

L(D + P ) ⊆ L(D) + Cϕ2

故 l(D + p) ≤ l(D) + 1. �

引理 4.7.7 若 D ≤ D′, 则 0 ≤ l(D′)− l(D) ≤ degD′ − degD.

证明 设 D′ = D + E, E = P1 + · · ·+ Pk. 则

l(D′) ≤ l(D + P1 + · · ·+ Pk−1) + 1

≤ l(D + P1 + · · ·+ Pk−2) + 2
...

≤ l(D) +K

因此, k = degE = degD′ − degD. �
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令 S(D) = degD + 1− l(D).

引理 4.7.8 设 D ≤ D′, 则 S(D) ≤ S(D′).

引理 4.7.9 若 l(D) > 0, 则 |{P ∈ C̃ | l(D − P ) = l(D)}| <∞.

证明 取 ϕ ∈ L(D), ϕ 6= 0. 则 E = div(ϕ) +D ≥ 0. 设 E = n1P1 + n2P2 + · · ·+ nrPr. 如

果 L(D) = L(D − P ), 则 ϕ ∈ L(D − P ), 从而

div(ϕ) +D − P ≥ 0, E − P ≥ 0

所以 P ∈ {P1, · · · , Pr}. 故 |{P ∈ C̃ | l(D − P ) = l(D)}| ≤ r. �

引理 4.7.10 若 degD > 0, 则 l(D) ≤ degD + 1. 即 S(D) ≥ 0.

证明 设 l(D) > 0, 否则是平凡的. 所以 D ≡ E ≥ 0, degD = degE, l(D) = l(E). 所

以可以用 E 代替 D, 即可设 D = P1 + P2 + · · ·+ Pk ≥ 0. P1, P2, · · · , Pk 可能相同. 从而

l(D) ≤ l(P1 + P2 + · · ·+ Pk−1) + 1 ≤ l(0) + k = k + 1 = degD + 1

证毕. �

因此 S(D)性质更好.

4.7.3 例子

设 L∞ ∩C = {P1, P2, · · · , Pd}, d个不同的点, 令 P = P1 +P2 + · · ·+Pd, E =
r∑
i=1

(Ei +E′i),

定义

Em
4
= mp− E,degEm = md− 2r

L(Em)有公分母 G0 = Zm, div| G0|C̃ | = mP

L(Em) = { H
Zm

∣∣∣∣
C̃

| div(H|C̃) ≥ E} = { H
Zm

∣∣∣∣
C̃

| H(Qi) = 0, i = 1, 2, · · · , r}

σ−1(Qi) = {Ei, E′i}. 令

Vm = {H | H 齐次,degH = m,H(Qi) = 0, i = 1, 2, · · · , r}, dimVm ≥
(m+ 2)(m+ 1)

2
− r

考虑映射

0 −→ ker ρ −→ Vm
ρ−→ L(Em) −→ 0

H 7−→ H
G0

∣∣∣
C̃

H ∈ ker ρ⇐⇒ F | H. 所以

ker ρ =

{
0, m < d

Wm−dF, m ≥ d

Wm−d是次数为m− d的齐次多项式. 所以

dim ker ρ =

{
0, m < d
(m−d+2)(m−d+1)

2 , m ≥ d
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引理 4.7.11 如果m ≥ r − 1, 则 r个条件 H(Qi) = 0, i = 1, 2, · · · , r. 关于Wm是线性独

立的. 即

dimVm = dimWm − r

证明 只要证明 H(Qi) = 0, i = 1, 2 · · · , r去掉任何一个方程, 解空间增大. 即对于任意的

i, 存在 Hi使得 Hi(Qi) 6= 0. Hi(Qj) = 0, j 6= i. 设 Li是过 Qi的直线, 不过其它的 Qj .

设 Gm−r+1是任意一般的m− r + 1次齐次多项式, 不过任何 Qi. 则

Hi = L1 · · ·Li−1LiLi+1 · · ·LrQm−r+1

满足条件. 所以上线性条件线性独立. �

推论 4.7.1 令 g =
(d− 1)(d− 2)

2
− r, 则当m ≥ d,m ≥ r−1时, l(Em) = degEm−g+ 1,

即 S(Em) = g.

证明 我们考虑以下等式,

l(Em) = dimVm − dimWm−d

= (m+2)(m+1)
2 − r − (m−d+2)(m−d+1)

2

= degEm − g + 1

证毕. �

4.8 Riemann-Roch定理

4.8.1 亏格公式

设 C 是 P2中带有 r个结点的 d次不可约曲线. σ : C̃ → C 为正规化.

P1 = C ∪ {∞} ≈ S2球面

当 C 是光滑曲线时, 利用原理: C 可退化成 d条一般位置的直线.

例 4.8.1

Cλ : X3 + Y 3 + Z3 − 3λXY Z = 0

(1) λ3 6= 1,∞时, Cλ光滑;

(2) λ3 = 1,∞时, Cλ为三条直线. �
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λ = λ0, λ
3
0 = 1,∞. λ = λ0 + ε. Cλ的图形与 Cλ0 的图形连续形变. Cλ如下图所示:

Cλ为一个洞的环面.

当 d = 4时:

d次光滑的复图形是有

g = 1 + 2 + · · ·+ (d− 2) =
(d− 1)(d− 2)

2

个洞的闭曲面. 若 Cλ有 r个奇点. 以 d = 3, r = 1举例:

正规化 C̃λ就是将 P 点拉开.
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一个奇点减少了一个洞.

P + P1 + · · ·+ Pd, E = σ−1{Q1, · · · , Qr}, Em = mP − E, K = Ed−3

g = (d−1)(d−2)
2 − r. 上图即为几何亏格. degK = (d− 3)d− 2r = 2g − 2.

l(K) = dimVd−3

= dim{H ∈Wd−3 | H(Qi) = 0, i = 1, 2, · · · , r}
≥ dimWd−3 − r
= (d−1)(d−2)

2 − r = g

引理 4.8.1 (1) degK = 2g − 2; (2) l(k) ≥ g.

4.8.2 Riemann-Roch定理

以下令 S(D) := degD + 1− l(D).

定理 4.8.1 对 C̃ 上的任何除子 D,

l(D) = degD + 1− g + l(KD) (∗)D

或

S(D) + l(K −D) = g (∗∗)D

这里, S(D) := degD + 1− l(D).

证明步骤:

(1) degD ≥ 0 =⇒ S(D) ≥ 0. 已证.
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(2) D ≤ D′ =⇒ S(D) ≤ S(D′). 已证.

(3) m ≥ d,m ≥ r − 1 =⇒ S(Em) = g. 已证.

(4) 对于任意的 D, 存在m� 0以及 Dm ≡ Em使得 Dm ≥ D, 从而

S(D) ≤ S(Dm) = g

(5) 存在 N , 使得对于任意的 D, degD ≥ N , 有 S(D) = g.

(6) Noether归纳法

(∗)D 成立⇐⇒ (∗)D−P 成立

我们首先证明 (4).

证明 再分 5步证明 (4).

第 1步: 只要证明m� 0时, l(Em −D) > 0. 取 ϕ ∈ L(Em −D), 则

Dm = div(ϕ) + Em −D ≥ 0

即 Dm ≥ D, 所以 S(D) ≤ S(Dm). 即 S(D) ≤ S(Dm) = S(Em) = g.

第 2步: 归结为 D ≥ 0的情形. 设 D = D+ −D−, 则

L(Em −D) = L(mP − E −D+ +D−) ⊇ L(mP − E −D+)

第 3步: 归结为 E + D是既约除子. 既任何点前面的系数都为 1. 存在 n和既约除子 D′使

E +D ≤ nD′. 如果 L(mP −D′) 6= 0, 则取 0 6= ϕ ∈ L(mP −D′). 从而

L(Emn −D) = L(mnP − E −D) ⊇ L(mnP − nD′) 3 ϕn 6= 0

此时, D′ ≥ E.

第 4步: 设 E +D是既约的.

L(Em −D) = L(mP − E −D)

= { H
Zm

∣∣
C̃
| div(H) ≥ E +D}

= { H
Zm

∣∣
C̃
| H 在 r个奇点 Q1, · · · , Qr 和 D上为 0}

m > r + degD时, 显然存在m次齐次多项式 H 6= 0在 Q1, · · · , Qr 和 D上为零. 即

0 6= ϕ ∈ L(Em −D) 6= 0

第 5步: div(ϕ) + Em −D ≥ 0, ϕ 6= 0. 定义

Dm
4
= div(ϕ) + Em ≥ D, Dm ≡ Em

因此 S(D) ≤ S(Dm) = S(Em) = g. �

(5)的证明.

证明 选取 D0, 使得 S(D0) = g. (如 D0 = Em,m� 0). 令

N = degD0 + g
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设 degD ≥ N , 则 deg(D −D0) + 1− g ≥ 1.

S(D −D0) = deg(D −D0) + 1− l(D −D0) ≤ g

所以

l(D −D0) ≥ deg(D −D0) + 1− g ≥ 1

即存在 ϕ ∈ L(D −D0), ϕ 6= 0. D −D0 + div(ϕ) ≥ 0. D′ = D + div(ϕ) ≥ D0, D′ ≡ D. 所以

S(D) = S(D′) ≥ S(D0) = g

又因为 S(D) ≤ g, 所以 S(D) = g. 即对于任意的 D : degD ≥ N , 有 S(D) = g. �

我们在证明 (6)之前, 我们给出如下引理.

引理 4.8.2 设 p ∈ C̃ −E, l(D) > 0, l(K −D − P ) = l(K −D)− 1. 则 l(D + P ) = l(D).

(6)的证明:

证明 涉及到 4个向量空间.

L(K −D) ⊃ L(K −D − P ), L(D) ⊂ L(D + P )

条件: 存在 ϕ ∈ L(K −D)− L(K −D − P ), 使得

K −D = Ed−3 −D = (d− 3)P − E −D

引理的条件中,

l(D) > 0 =⇒ D ≡ E ≥ 0

又条件和结论只与 D的线性等价类有关. 故可设 D ≥ 0. ϕ ∈ L(K − D) − L(K − D − P ).

l(K −D) > 0, 所以K ≡ E ≥ 0. 2g − 2 ≥ 0, d ≥ 3. 因此 Zd−3可作为 L(K −D)的公分母.

ϕ =
H

Zd−3

∣∣∣∣
C

∈ L(K −D)⇐⇒ div(H|C̃) ≥ E +D (1)

若另外, ϕ 6∈ L(K −D − P ). 则

div(H|C̃) 6≥ E +D + P (2)

记:

div(H|C̃) = E +D +A, A ≥ 0

但 p 6∈ A, 下说明: 上述 H 可作为 L(D + P )的公分母. l = d− degH = 3 ≥ 3.

R1 = P 6∈ E, R1 ∈ C̃ − E, div(G|C̃) ≥ E +D+, D+ = D

从而 H 可作为 L(D + P )的公分母. 若 f ∈ L(D + P )− L(D), 则 f = H′

H

∣∣∣
C̃

.

div(H ′|C̃) ≥ div(H|C̃)−D − P = E +A− P (3)

P 6∈ E,P 6∈ A. 由于 div(H ′|C)是有效除子. 故自动有

div(H ′|C̃) ≥ E +A

这说明 f ∈ L(D). 矛盾. 所以这样的 f 不存在. 故 L(D + P ) = L(D). �
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推论 4.8.1 (∗)D 成立⇐⇒ (∗∗)D+P 成立.

证明 在 (∗)D 公式中, 用下替换.

l(D) = l(D + P ), l(K −D) = l(K −D − P ) + 1

则得 (∗)D+P . 反之亦然. �

注 4.8.1 推论 4.8.1的条件: P 6∈ E, l(D) > 0, l(K −D − P ) = l(K −D)− 1. �

引理 4.8.3 (∗)D 与 (∗)K−D 等价.

证明 因为 degK = 2g − 2.

l(D) = degD + 1− g + l(K −D) (∗)D

l(K −D) = deg(K −D) + 1− g + l(D) (∗)K−D

(∗)D 与 (∗)K−D 是同一等式. �

现在我们来证明定理 4.8.1

证明 情形 1: l(K −D) = 0时, 归纳法无效. 对 l(D)作归纳.

(1) 若 l(D) = 0: S(D) = degD + 1− l(D) ≤ g, degD ≥ g − 1. 又

S(K −D) = degK − degD + 1− l(K −D) = 2g − 2− degD + 1 ≤ g

且 degD ≥ g − 1, 故 degD = g − 1. 所以 (∗)D 成立.

(2) 若 l(D) = 1: 可设 D ≥ 0.

degD = degD + 1− l(D) = S(D) ≤ g

另一方面,由

g ≤ l(K) = l(K −D +D) ≤ l(K −D) + degD = degD

所以 degD = g, (∗)成立.

(3) 若 l(D) = 2: 只有有限个点使得 l(D − P ) = l(D). 故可设 P ∈ C̃ − E 使得

l(D − P ) = l(D)− 1, l(D − P ) = l((D − P ) +D)− 1

根据引理 4.8.2, 此时, 由 D−P 代替 D. 则知 l(K−D) = l(K−D+P ). 由于 l(D−P ) <

l(D), 则可设 (∗)D−P 成立. 即

l(D − P ) = deg(D − P ) + 1− g + l(K −D + P )

所以 l(D)− 1 = degD − g + l(K −D), l(D) = degD + 1− g + l(K −D). (∗)D 成立.

情形 2: l(K −D) > 0. 此时

deg(K −D) = 2g − 2− degD ≥ 0, degD ≤ 2g − 2
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如果 degD > 2g − 2, 则 l(K −D)归结为情形 1. 除子关于“≤”的偏序集

{D | (∗)D 不成立}

是有界的. 这是因为 degD ≤ 2g − 2. 现在选取 D为偏序集中的极大元. P ∈ C̃ − E, 充分一般,

使得

l(K −D − P ) = l(K −D)− 1

则由引理 4.8.2, l(D + P ) = l(D). 又知 (∗)D+P 成立. 因此

l(D + P ) = degD + 1 + 1− g + l(K −D − P )

l(D) = degD + 2− g + l(K −D)− 1 = degD + 1− g + l(K −D)

所以 (∗)D 也成立, 矛盾. 所以上集合为空集. 至此定理证毕. �

推论 4.8.2 degK = 2g − 2 =⇒ l(K) = g.

推论 4.8.3 若 degD ≥ 2g − 1(> degK), 则 l(K −D) = 0. 从而 l(D) = degD + 1− g.

推论 4.8.4 degD ≥ 2g =⇒ ∀ p ∈ C̃, 有 l(D − P ) = l(D)− 1.

推论 4.8.5 degD ≥ 2g + 1 =⇒ ∀ P,Q ∈ C̃, 则 l(D − P − q) = l(D)− 2.

4.9 线性系与有限映射

1.设 C 是任何亏格 g的射影曲线.

定义 4.9.1 D是 C 上的除子, n = l(D) > 0. L(D) = C 〈ϕ1, · · · , ϕn〉. 则可定义线性系

|D| = {D + div(ϕ) ≥ 0 | ϕ ∈ L(D)− (0) = L(D)∗}

命题 4.9.1 (1) |D|中的元都是有效除子.

(2) E ∈ |D|, 则 E ≡ D. 且 |D| = {E ≥ 0 | E ≡ D} = C(L(0)) = Pn−1.

证明 若 E ≥ 0, E ≡ D, 则存在 ϕ使得

E = D + div(ϕ)

对于任何除子 D′ ≡ D, 有 |D′| = |D|. 考虑映射
L(D)∗ −→ |D|
ϕ 7−→ D + div(ϕ)

这是满射, 若 D + div(ϕ1) = D + div(ϕ2). 则

⇐⇒ div(ϕ1) = div(ϕ2)⇐⇒ div(ϕ1ϕ
−1) = 0⇐⇒ ϕ1 = λϕ2, λ ∈ C

所以 |D| = P(L(0)) = Pn−1 �
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2.设 ϕ ∈ L(D), ϕ 6= 0. 记 Dϕ = D + div(ϕ) ≥ 0. 则

L(Dϕ) = L(D)ϕ−1 ⊇ C

固定 L(D)的基 ϕ1, · · · , ϕn. 则可定义一个有理映射

Φ : C // Pn−1

p � // [ϕ1(p), · · · , ϕn(p)]

由于 C 光滑, Pn−1射影. 则知 ϕ可唯一地扩充为态射. 但 Φ无定义的点是 ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn的极
点和公共零点. 这只有有限个点. 若 D′ ≡ D, 则 D′ = D + div(ϕ). 从而L(D′) = L(D)ϕ−1.

故 ΦD′ 由 ϕ1ϕ
−1, · · · , ϕnϕ−1定义. 从而知除有限个点外 ΦD(D) = ΦD′(D). 因此扩充为 C −→

Pn−1的态射之后, 是同一态射.

当 D ≥ 0时, C ⊂ L(D), 故 ϕ1, · · · , ϕn无公共零点. 从而无定义的点只有它们的极点. 从

而全落在 D之上.

引理 4.9.1 当 D ≥ 0时, ΦD 无定义的点都落在 D上.

定义 4.9.2 如果对于任意的 E ∈ |D|, p ≤ E, 则称 p ∈ C 称为是 |D|的基点.

定义 4.9.3 若 |D|有基点, 则存在最大的有效除子 Z > 0使得对于任意的 E ∈ |D|, 都有
E ≥ Z, 把 Z 称为 |D|的固定部分.

D ≥ 0, D = D′ + Z,E = E′ + Z, |D| = |D′| + Z. |D′|无基点. 因为 L(D′) ⊂ L(D),

dim |D| = dim |D′|. 所以 L(D′) = L(D). 因此考虑集合

Φ|D| = {ΦE | E ∈ |D|}

则知当 |D|无基点时, 对于任意的 p ∈ C, 都存在 E ∈ |D|使得 ΦE 在 P 点有定义.

我们把 Φ|D|看成 C −→ Pn−1的一个映射. 它是所有 ΦE 有定义的点的并集, 即 Φ|D|是 ΦE

粘合成的一个映射. 当 |D|无基点时, Φ|D|处处有定义, 为态射.

定理 4.9.1 设 |D| 6= ∅, 即 l(D) > 0. 则 |D|无基点⇐⇒对于任意的 P ∈ C, h◦(D − P ) =

h◦(D)− 1.

证明 若 |D|有基点 p, 则显然 |D| = |D − p| + p, 所以 h◦(D) = h◦(D − p). 反之, 若 |D|
无基点, 则 |D − p|+ p ( |D|. �

3. Φ|D|为单射的判别

定理 4.9.2 设 |D|无基点, 对于任意的 p, q ∈ C, 有 h◦(D − p − q) = h◦(D) − 2. 则 Φ|D|

为单射.

证明 因为 |D|无基点, 因此存在 E ∈ |D|.p 6∈ E, q 6∈ E. ΦE 在 p, q点有定义.

L(E − p− q) ( L(E − p) ( L(E)

故取 ϕn = 1, ϕn−1 ∈ L(E − p)− L(E − p− q),

ϕ1, · · · , ϕn−2 ∈ L(E − p− q), div(ϕi) + E − p− q ≥ 0, i = 1, 2, · · · , n− 2
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知 ϕi(p) = ϕi(q) = 0, i = 1, 2, · · · , n− 2. 同理, ϕn−1 = 0, ϕn−1(q) 6= 0. 故

Φ|D|(p) = ΦE(p) = [0, · · · , 0, 0, 1], Φ|D|(q) = ΦE(q) = [0, · · · , 0,Φn−1(q), 1] 6= 0

所以 Φ|D|(p) 6= Φ|D|(q), 所以 Φ|D| : C −→ Pn−1为单射. �

4. Φ|D|为到像的同构的判别.

定理 4.9.3 设 |D|无基点, 且满足:

(1) 对于任意的 p, q ∈ C, p 6= q, 有 h◦(D − p− q) = h◦(D)− 2;

(2) 对于任意的 p ∈ C, h◦(D − 2p) = h◦(D)− 2.

则 Φ|D| : C ↪→ Pn−1是到像的同构.

证明 已知 Φ|D|是单的态射. 只要证明 Φ|D|在任何点 p处的微分是非零即可. 由条件, 取

E ∈ |D|, p 6∈ E. 则知 Φ|D|(p) = ΦE(p).

L(D − 2p) ( L(D − p) ( L(E)

又因为

ϕ1, · · · , ϕn−2 ∈ L(E − 2p), ϕn−1 ∈ L(E − p)− L(E − 2p), ϕn = 1 ∈ L(E)

则 ΦE(p) = [0, · · · , 0, 1] ∈ Pn−1为在通常空间 Cn−1的原点.

νp(ϕi) =


≥ 2, i = 1, 2, · · · , n− 2

1, i = n− 1

0, i = n

ni
4
= νp(ϕi)

设 z ∈ Øan
C,p为极大理想的生成元, z可作为 p点附近的解析坐标. 从而 z(p) = 0.

ϕi = zniϕ′i, ϕ′i(p) 6= 0

考虑 ϕn = 1, ϕ′n = 1.

∂(ϕ1, · · · , ϕn−1)

∂(z)
(p) = (0, · · · , 0, ϕ′n−1(0)) 6= 0

故知 Φ|D|在 p附近是到像的解析同构. 从而 Φ|D|是到像的同构映射. �

定义 4.9.4 (1) 若对于任意的 p ∈ C, 有 h◦(D − p) = h◦(D)− 1. 则称 D或 |D|无基点.

(2) 若对于任意的 p, q ∈ C 都有 h◦(D − p − q) = h◦(D) − 2. 则称 D或者 |D|非常丰富 (very

much).

命题 4.9.2 D非常丰富⇐⇒ Φ|D|是到像的同构映射. |D|中的元都是超平面截口.

定理 4.9.4 C 为亏格 g的光滑射影曲线.

(1) 当 degD ≥ 2g − 1时, l(K −D) = 0, l(D) = degD + 1− g;

(2) 当 degD ≥ 2g时, |D|无基点;
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(3) 当 degD ≥ 2g + 1时, |D|非常丰富.

证明 (1) degD ≥ 2g − 1时, deg(K −D) < 0. 从而 h◦(K −D) = 0. (2)(3)可由 (1)的公

式证明. �

定理 4.9.5 若 g = 0, 则 C ∼= P1.

证明 取 D = p ∈ C, 则 degD ≥ 2g + 1. 所以 |D|是非常丰富的.

h◦(D) = degD + 1− g = 2

故 Φ|D| : C ' P1. �

定理 4.9.6 若 g = 1, 则 C 同构于平面 3次光滑曲线.

证明 取 D = 3p, p ∈ C. 则 degD = 3 ≥ 2g + 1. 从而 |D|非常丰富. 又因为

h◦(D) = degD + 1− g = 3

因此, 映射 Φ|D| : C ↪→ P2, deg Φ|D|(C) = degD = 3. �

4.10 椭圆曲线的分类

4.10.1 椭圆曲线上的群结构

设 g = 1 : C : y2 = x3 + ax+ b, 4a3 + 27b2 6= 0. 固定 O ∈ C, 定义 P +Q := (P ∗Q) ∗O.

定理 4.10.1 (C,+)构成一个交换群.

引理 4.10.1 (1) P ∗Q = Q ∗ P ;

(2) (P ∗Q) ∗ P = (Q ∗ P ) ∗ P = Q;

(3) ((P ∗Q) ∗R) ∗ S = ((S ∗Q) ∗R) ∗ P ;

证明 (1)(2)直接由定义可知:
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C1 = L1 + L2 + L3, C2 = L′1 + L′2 + L′3

C1 ∩ C2交于 9个点. C3 = C 过 8个点. 所以 C 过第 9个点. 即

((P ∗Q) ∗R) ∗ S = ((S ∗Q) ∗R) ∗ P

证毕. �

现在我们给出定理 4.10.1的证明.

证明 (1) O为零元: P +O = (P ∗O) ∗O = P ;

(2)交换性的证明是平凡的;

(3)负元的存在性: −P = P ∗ (O ∗O),

P + P ∗ (O ∗O) = (P ∗ (P ∗ (O ∗O))) ∗O = (O ∗O) ∗O = O零元

(4)结合性: (P +Q) +R = (P ∗Q) ∗O +R = (((P ∗Q) ∗O)∗) ∗O, 因此

P + (Q+R) = P + (Q ∗R) ∗O
= (P ∗ ((Q ∗R) ∗O)) ∗O
= (((Q ∗R) ∗O) ∗ P ) ∗O
= (((R ∗Q) ∗O) ∗ P ) ∗O
= (((P ∗Q) ∗O) ∗R) ∗O
= (P +Q) +R

至此, 证毕. �

4.10.2 三次曲线的几何

定理 4.10.2 设 Ø ∈ C 为一个拐点. Ø ∗Ø = Ø. 则有:

(1) P,Q,R ∈ C 共线⇐⇒ P +Q+R = 0;

(2) P 为拐点⇐⇒ 3P = 0;

(3) P,Q,R共线. 若 P,Q为拐点, 则 R也为拐点;

(4) P 6= Ø, 则 2P = 0⇐⇒ PQ是 C 在 P 点的切线.
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证明 (1) P +Q+R = 0⇐⇒ P = −(Q+R)

⇐⇒ P = (Q+R) ∗ (Ø ∗Ø)

= (Q+R) ∗Ø

= ((Q ∗R) ∗Ø) ∗Ø

= Q ∗R

⇐⇒ P,Q,R共线.

(2) 3P = 0⇐⇒ P = P ∗ P ⇐⇒ P 为拐点.

(3) P,Q,R共线 =⇒ P +Q+R = 0. R = −P −Q. 因为 3P = 0, 3Q = 0, 所以

3R = −3P − 3Q = −Ø−Ø = 0

所以 R为拐点.

(4) P + P = 0⇐⇒ P = −P ⇐⇒ P = P ∗ (Ø ∗Ø) = P ∗Ø⇐⇒ Tp(C) = PQ �

定理 4.10.3 设 C : y2 = x3 + a1x
2 + a2x+ a3. Ø = [0, 1, 0]为 C 的拐点.

(1) P = (t, u) =⇒ −P = (t,−u);

(2) P = (t, 0) =⇒ 2P = 0;

(3) Q = (v, w), P = (t, u), Q 6= −P , 则 P +Q = (g, h)的坐标为{
g = m2 − a1 − t
h = m(t− g)− u

其中,m =

{
u−w
t−v , P 6= Q
3t2+2a1t+a2

2u , P = Q

证明

先求 L的斜率m, 再解方程{
y − u = m(x− t), (1)

y2 = x3 + a1x
2 + a2x+ a3 (2)

(1)代入 (2)化为 x的一个三次方程. 已知方程的两个解

x1 = t, x2 = v

求出第 3个解. 得 P ∗Q的坐标 (g,−h). 所以可得 P +Q的坐标 (g, h). �

推论 4.10.1 若 ai ∈ Q, 则 C 上的有理点集 C(Q)组成一个有限生成的子群.
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注 4.10.1 (1) C 中 n阶元组成的子群同构于 Zn⊕2. 所以 3阶元的子群同构于 Z3⊕Z3.

故 C 上有 9个拐点.

(2) 固定 Q点, 则

τQ : C −→ C

P 7−→ P +Q

这是一个同构映射.

(3) 费尔马问题是通过椭圆曲线解决的: ap + bp = cp, abc 6= 0. 则 y2 = x(x− a)(x+ b).

(4) BSD猜想是关于群 C(Q)的自由部分秩的刻画.

(5) 同余数问题可归结为 BSD猜想. �

例 4.10.1 设 y2 = x3 + 2x, P = (1, 2), 2P = (1
4 ,−

1
8), 3P = (121

9 ,−1342
27 ). �

4.10.3 椭圆曲线的分类

命题 4.10.1 任何亏格为 1的曲线同构于平面 3次曲线.

Ca,b : y2 = x3 + ax+ b, 4a3 + 27b2 6= 0

定义 4.10.1 称 j = j(a, b) = 4a3

4a3+27b2 为 Ca,b的 J−不变量.

定理 4.10.4 下列条件等价:

(1) Ca,b ∼= Cā,b̄;

(2) j(a, b) = j(ā, b̄);

(3) 存在射影变换 T : P2 ' P̄2使得 T (Ca,b) = Cā,b̄;

(4) Rat(Ca,b) ∼= Rat(Cā,b̄);

证明 (1) ⇐⇒ (4)证明是显然的, 因为光滑曲线双有理等价就是同构. (3) =⇒ (1)证明是

平凡的. 现在我们考虑

(1) =⇒ (2) :设 Ca,b ⊂ Pn, Cā,b̄ ⊂ P2
.

ϕ : Ca,b ∼= Cā,b̄

P = [0, 1, 0], P̄ = [0, 1, 0]为 Ca,b, Cā,b̄的拐点. 令 Q = P − ϕ(P )

Ca,b
ϕ

∼
// Cā,b̄

τQ

∼
// Cā,b̄

P � // ϕ(P ) � // P̄ = ϕ(P ) +Q

第一步: 可设 ϕ(P ) = P .

第二步: 考虑 Rat(Cā,b̄)
ϕ∗

∼
// Rat(Ca,b) . 这里, Rat(Cā,b̄) = C(x̄, ȳ), Rat(Ca.b) = C(x, y).

L(2P ) = C 〈1, x〉 , L(3P ) = C 〈1, x, y〉 , L(6P ) = C
〈
1, x, y, x2, xy, y2

〉
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同构不改变零点和极点的重数,

L(2P̄ ) = C 〈1, x̄〉 , L(3P̄ ) = C 〈1, x̄, ȳ〉 , L(6P̄ ) = C
〈
1, x̄, ȳ, x̄2, x̄ȳ, ȳ2

〉
显然, ϕ∗ : L(nP̄ ) −→ L(nP ).

ϕ∗(x̄) ∈ L(2P ) = C 〈1, x〉 , ϕ∗(ȳ) ∈ L(3P ) = C 〈1, x, y〉

作为函数时: {
ϕ∗(x̄) = αx+ β (α 6= 0)

ϕ∗(ȳ) = νy + δx+ ε (ν 6= 0)

作为映射或是变换时: {
x̄ = αx+ β

ȳ = νy + δx+ ε
(1)

Cā,b̄的方程: ȳ2 = x̄3 + āx+ b̄看成 P2上的方程, 则定义了 Ca,b.

y2 − x3 − ax− b = λ(ȳ2 − x̄3 − āx̄− b̄), λ 6= 0

上式理解为 x̄, ȳ. 用 (1)代入之后.

y2 − x3 − ax− b = λ(νy + δx+ ε)2 − λ(αx+ β)3 − λā(αx+ β)− λb̄

比较系数:

(1) yx : 2λνδ = 0 =⇒ δ = 0. 这是因为 λν 6= 0;

(2) y : 2λνε = 0 =⇒ ε = 0;

(3) x2 : −3λα2β = 0 =⇒ β = 0. {
x̄ = αx,

ȳ = νy
λ =

1

ν2

y2 − x3 − ax− b = λ(ν2y2 − α3x3 − āαx− b̄)

作替换 λ = 1
ν2 , 可得上式可化简为

y2 − α3

ν2
x2 − α

ν2
āx− b̄

ν2
α3 = ν2

a = α
ν2 ā

b = 1
ν2 b̄

易验证 j(a, b) = j(ā, b̄).

(2) =⇒ (3): j(a, b) = j(ā, b̄). 因此

=⇒ b2

a3
=
b̄2

ā3
=⇒ b2

b̄2
=
a3

ā3
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所以存在 t ∈ C∗, 使得 b = t6b̄, a = t4ā.

A :

{
y = t3ȳ

x = t2x̄
, 则有 T :

{
ȳ = y

t3

x̄ = x
t2

y2 − x3 − ax− b = t6(ȳ2 − x̄3 − āx̄− b̄)

从而 T (Ca,b) = Cā,b̄. 证毕. �

定义 4.10.2 m1 = {椭圆曲线}/ ∼=. 则

m1 ' C
[C] 7−→ j(C)

[Ca,b] = [C] : j(C) = j(a, b). m1称为椭圆曲线的模空间.

命题 4.10.2 已知 mg = {C | g(C) = g}/ ∼=. 则 mg 是某射影代数簇的 Zariski开集, 似射

影簇. 它是不可约的, 且 dimmg = 3g − 3, (g ≥ 2).

4.11 典范映射

4.11.1 无基点的线性系定义的映射

设 C 是亏格 g的光滑射影曲线. D ≥ 0, |D|无基点. n = l(D) ≥ 2. 考虑映射

Φ|D| : C −→ Γ ⊂ Pn−1

设 D =
r∑
i=1

niPi, ni > 0. 因 |D|无基点. 从而 l(D − Pi) = l(D)− 1. 所以

L(D − Pi) ( L(D), i = 1, 2, · · · , r

故
r⋃
i=1

L(D − Pi) ( L(D). 存在 ϕ ∈ L(D)使得

ϕ 6∈ L(D − Pi), i = 1, 2, · · · , r

即 (ϕ)0 − (ϕ)∞ + D ≥ 0. 但 (ϕ)0 − (ϕ)∞ + D − Pi 6≥ 0,∀ i. (ϕ)∞ ≤ 0. 但对于任意的

Pi, (ϕ)∞ 6≤ D − Pi. 即 (ϕ)∞ = D.

引理 4.11.1 设 |D|无基点. 则充分一般的 ϕ ∈ L(D), (ϕ)∞ = D.

设 Pn−1的齐次坐标为W1, · · · ,Wn且设 ϕ1, · · · , ϕn−1, ϕn = 1为 L(D)的基. 则

ϕi = Φ∗|D|(
Wi

Wn

∣∣∣∣
Γ

) =
Wi

Wn

∣∣∣∣
C

若 ϕ = λ1ϕ1 + · · ·+ λnϕn, 则

ϕi =

n∑
i=1

λiWi

Wn

∣∣∣∣∣∣∣∣
C

当 λ1, · · · , λn充分一般时, 可设 P :
n∑
i=1

λiWi = 0 不过 P∞ ∩ Γ. 且 P ∩ Γ的个数达到极大, 记为

deg Γ.
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定义 4.11.1 Γ ⊂ Pn−1的次数定义为充分一般的超平面与 Γ的相交点个数.

定义 4.11.2 Γ ⊂ Pn−1称为非退化, 如果 Γ不含在任何超平面之中.

如果 Γ非退化. 考虑相交重数, 则 deg Γ = Γ · P 对任何超平面都成立.

引理 4.11.2 设 ϕ1, ϕ2, · · · , ϕn ∈ L(D)为基. 则 Γ = Φ|D|(C) ⊂ Pn−1非退化.

证明 若 Γ退化, 含在超平面 λ1W1 + · · ·+ λnWn = 0之中. 则对于任意的 p 6∈ D, 有

λ1ϕ1(P ) + · · ·+ λnϕn(P ) = 0

从而知 λ1ϕ1 + · · ·+ λnϕn有无限多个零点, 它必为零函数. ϕ1, · · · , ϕn线性相关, 矛盾! �

设 |D|无基点, D � 0, n = l(D)� 2. 因 Φ|D|(C) = Γ非退化. 故它必为曲线.

Φ|D| : C
d:1−→ Γ ⊂ Pn−1

已知 ϕi = Φ∗|D|(
Wi

Wn

∣∣∣
Γ
) = Wi

Wn

∣∣∣
C

. 令

W = {λ1W1 + λ2W2 + · · ·+ λnWn | λi ∈ C}

则

W −→ L(D)

L 7−→ L
Wn

∣∣∣
C

设 Σ ⊂ Γ是如下点的集合:

(1) D中的点;

(2) Γ的奇点;

(3) Φ|D|的分歧轨迹中的点.

从而 Σ为有限集.

取 P : L = 0为 Pn−1中充分一般的超平面. 则 P 不过 Σ中的点, P 也不过 P∞ : Wn = 0与

Γ的交点. 从而 P 还与 Γ相交于 r = deg Γ个不同点 Q1, · · · , Qr, 且

|Φ−1
|D|(Qi)| = d = deg Φ|D|, ϕ =

L

Wn

∣∣∣∣
C

= Φ∗|D|(
L

Wn

∣∣∣∣
Γ

)

所以

(ϕ)0 = Φ−1
|D|(Γ ∩ P ), (ϕ)∞ = Φ−1

|D|(Γ ∩ P∞) = D

degD = deg(ϕ)∞ = deg(ϕ)0 = deg(Φ−1
|D|(Γ ∩D)) = dr = deg Φ|D| · deg Γ

定理 4.11.1 设 |D|无基点. n = l(D) ≥ 2,Γ = Φ|D|(C). 则 degD = deg Φ|D| · deg Γ.

定理 4.11.2 设 Γ ⊂ Pm为不可约非退化曲线. 则 deg Γ ≥ m.
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证明 若 deg Γ ≤ m− 1, 则知充分一般的超平面

P : λ0W0 + λ1W1 + · · ·+ λmWm = 0

与 Γ相交于 d = deg Γ ≤ m − 1个不同点 P1, · · · , Pd. 另取一个点 Pd+1不同于 P1, P2, · · · , Pd.
Pd+1 ∈ Γ. 

x0W0(P1) + x1W1(P1) + · · ·+ xmWm(Pm) = 0
...

x0W0(Pd+1) + x1W1(Pd+1) + xmWm(Pd+1) = 0

方程个数 d+ 1 ≤ m <变量的个数. 因此, 方程组有非零解 xi = µi.

令 L = µ0Wo + · · ·+ µmWm. 则 P : L = 0过 P1, · · · , Pd+1. 从而 Γ ⊂ P . 矛盾. �

4.11.2 典范映射

设 C 是亏格 g ≥ 2的光滑曲线. K 为 C 的典范除子. degK = 2g − 2, l(K) = g.

引理 4.11.3 g(C) ≥ 1, p ∈ C, 则 l(p) = 1.

证明 l(p) ≤ l(0) + 1 = 2. 若 l(p) 6= 1. 则 l(p) = 2. L(p) = C 〈1, ϕ〉. |p|无固定部分. 无基

点. 显然任何两点 Q1, Q2 ∈ C.

l(P −Q1 −Q2) = 0 = l(P )− 2

故 |p|是非常丰富的. 从而 Φ|p| : C ∼= P1. �

引理 4.11.4 g = 1, 则K ≡ 0.

证明 h◦(K) = g = 1 6= 0. 所以K ≡ E ≥ 0,又 degE = degK = 2g−2 = 0. 从而 E ≡ 0.

故K ≡ 0. �

引理 4.11.5 若 g(C) ≥ 2. 则 |K|无基点.

证明 p ∈ C, l(p) = 1. 且

h◦(K − p) = deg(K − p) + 1− g + l(p)

= 2g − 2− 1 + 1− g + 1

= g − 1

= h◦(K)− 1

所以 |K|无基点. �

定义 4.11.3 Φ|K| : C −→ Pg−1称为 C 的典范映射.

引理 4.11.6 若 g = 2, 则 Φ|K| : C
2:1−→ P1.

证明 deg Φ|K| = degK = 2. �

定义 4.11.4 已知 g(C) ≥ 2. 则称 C 为超椭圆的⇐⇒存在 2 : 1的覆盖 π : C
2:1−→ P1. 否

则称 C 为非超椭圆的.
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定理 4.11.3 设 g(C) ≥ 2. 则 C 为超椭圆曲线⇐⇒存在 P,Q ∈ C 使得 l(P + Q) = 2. 这

里, P,Q可以相同.

证明 (=⇒) π : C
2:1−→ P1, 取 R ∈ P1. 则知 l(R) = 1 + 1− 0 = 2. 令 π−1(R) = {P,Q}. 则

L(R)
π∗−→ L(P +Q)

ϕ 7−→ π∗(ϕ)

这是单射. 所以 l(P +Q) ≥ 2. 又因为

l(P +Q) ≤ l(P ) + 1 = 1 + 1 = 2

所以 l(P +Q) = 2.

(⇐=) 若 l(P +Q). 则 |P +Q|无基点. 否则, 要么 P 要么 Q为基点. 但

l(P +Q− P ) = l(P ) = 1 = l(P +Q)− 1

所以 P 不可能为基点. 同理 Q也不可能为基点. 故 |P + Q|无基点. 考虑映射 Φ|P+Q| : C
d:1−→

P1. 因此, deg Φ|P+Q| = deg(P +Q) = 2. 证明完成. �

注 4.11.1 C 有定义方程: y2 = f2g+1(x).

Rat(C) = Rat(P1)[z] = C(x)[z]

z在 C[x]上整. 可知 z2 − f(x) = 0. 用覆盖的亏格公式可知 deg f(x) = 2g + 1或者 2g + 2. �

定理 4.11.4 设 g(C) ≥ 3. 如果 |K|不是非常丰富的. 则 C 是超椭圆的.

证明 若 |K|不是非常丰富的, 则存在 P,Q ∈ C 使得

l(K − P −Q) > l(K)− 2 = g − 2

又因为

l(K − P −Q) ≤ l(K − P ) = g − 1

所以

l(K − P −Q) = l(K)− 1 = g − 1, l(P +Q) = 2 + 1− g + l(K − P −Q) = 3− g + g − 1 = 2

从而 C 是超椭圆的. �

4.11.3 超椭圆曲线的分类

C 由 (P1, R1, · · · , R2g+2)唯一决定. 通过 P1的射影变换, 可固定三个点.

R2g+2 =∞, R2g+1 = 1, R2g = 0

从而 C 由 R1, · · · , R2g−1 ∈ C唯一决定. 故超椭圆亏格 g的曲线的模空间 Hg 的维数 dimHg =

2g − 1.

Hg = {C | g(C) = g, C 超椭圆}/ ∼= Mg = {C | g(C) = g}/ ∼=

Mumford证明: Mg 不可约; Riemann证明: dimMg = 3g − 3. 所以, g ≥ 3时, 非超椭圆曲线更

多. Hg ⊂Mg.
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定理 4.11.5 设 C 是亏格 g = 3的非超椭圆曲线. 则 C 同构于平面 4次光滑曲线.

证明 Φ|K| : C
1:1∼= Γ ⊂ P2, l(K) = 3.

4 = degK = deg Φ|K| · deg Γ = 1 · deg Γ

故 deg Γ = 4. �

定理 4.11.6 设 g(C) = g ≥ 3, C 非超椭圆. 则 C 同构于 Pg−1中的次数为 2g − 2的曲线.

证明 Φ|K| : C ∼= Γ ⊂ Pg−1. deg Γ = degK = 2g − 2. �

定理 4.11.7 设 C 是平面光滑曲线, 且 d = degC ≥ 4. 则 C 是非超椭圆的.

证明 设 P,Q ∈ C, L = 0是过 P,Q的直线. 如果 P = Q, 则 L = 0为过 P 点的切线. 以

下设 P 6= Q.

div(L|C) = aP + bQ+ n1P1 + · · ·+ nkPk

这里, a ≥ 1, b ≥ 1, P1, · · · , Pk, P,Q各不相同. a+ b+ n1 + · · ·+ nk = d ≥ 4. 且

L(P +Q) = {H
L

∣∣∣∣
C

| div(H|C) ≥ div(L|C)− P −Q}

考虑

div(L|C)− P −Q = (a− 1)P + (b− 1)Q+
k∑
i=1

niPi

的次数为 d − 2. 故直线 H = 0与 L = 0要么都过两不相同点, 要么为某一点的切线. 从而

H = λL, λ ∈ C. 即 L(P +Q) = C. 所以 C 为非超椭圆的. �

定理 4.11.8 若 C ⊂ Pg−1是次数为 2g − 2的光滑非退化曲线. H = C ∩ P 为超平面截口.

则K ≡ H.

证明 设W1,W2, · · · ,Wg 为 Pg−1的齐次坐标. P : L = 0, L = λ1W1 + · · ·+ λgWg. 则

div(L|C) = H, degH = 2g − 2, L(H) = { L
′

L

∣∣∣∣
C

| degL′ = 1}

因为 C 非退化, 故 ϕi = Wi

L

∣∣
C
∈ L(H)线性无关. 所以 l(H) ≥ g.

l(H) = degH + 1− g + l(K −H)

= 2g − 2 + 1− g + l(K −H)

= g − 1 + l(K −H) ≥ g

所以 l(K −H) ≥ 1,K −H ≡ E ≥ 0,degE = 0. 因此 E = 0. 也就是说K ≡ H. �

注 4.11.2 下节我们将要证明: 超平面截口是非常丰富的. 因此, Pg−1中次数为 2g − 2的

非退化曲线一定是非超椭圆曲线. 故非超椭圆曲线的分类可归结为 Pg−1中的 2g − 2次非退化

光滑曲线的研究. �

以下设 C 是超椭圆的. π : C
2:1−→ P1, R是 P1的一个点. D0 = (g − 1)R, 则知

l(D0) = g − 1 + 1 = g, π−1(R) = {P +Q}
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则证 π∗(R) = P + Q. 令 D = (g − 1)π∗(R) = π∗(D0). degD = 2g − 2 = 2 · degD0. 映射

L(D0)
π∗−→ L(D)是单射. 所以 l(D) ≥ g.

l(D) = 2g − 2 + 1− g + l(K −D) = g − 1 + l(K −D) ≥ g

且 l(K −D) ≥ 1,K −D ≡ E ≥ 0

degE = degK − degD = 2g − 2− (2g − 2) = 0

所以 E = 0,K ≡ D. 即K = π∗(D0) = (g − 1)π∗(R)也是典范除子. L(D0)
π∗

∼
// L(K) 所以

L(K) = π∗(L(D0)), L(D0) = C 〈ψ1, · · · , ψg〉, D0是非常丰富的. 故

L(K) = C 〈π∗(ψ1), · · · , π∗(ψg)〉 , ΦK1(P ) = [ψ1(π(P )), · · · , ψg(π(P ))]

C
Φ|K| //

2:1

π

��

Pg−1

P1
- 
 Φ|D|

1:1

<

故 Φ|K| : C
2:1−→ Γ ∼= P1 ⊂ Pg−1. deg Γ = 1

2 degK = g − 1.

推论 4.11.1 当 C 为超椭圆时, Φ|K| : C
2:1−→ Γ ⊂ Pg−1,Γ ∼= P1. deg Γ = g − 1. (最低次

数)

4.12 曲线上的有限微分形式

4.12.1 线性系的性质

定理 4.12.1 设 C 为亏格 g的光滑射影曲线. D,D′为两除子.

(1) |D|无基点⇐⇒对于任意的 P ∈ C, l(D − P ) = l(D)− 1;

(2) |D|是非常丰富的⇐⇒

(a) |D|无基点;

(b) 对于任意的 P ∈ C, |D − P |无基点.

(3) |D|, |D′|无基点, 则 |D +D′|也无基点. |nD|无基点;

(4) 若 |D|是非常丰富的且 |D′|无基点, 则 |D +D′|也是非常丰富的;

(5) 若 |D|是非常丰富的, 则当 n ≥ 2时, |nD|也是非常丰富的.

证明 (1)来自定义. (5)可由 (4)直接推出, 下证 (2)(3)(4).

(2)由 (a).可知, 对于任意的 Q ∈ C, 有 l(D − Q) = l(D) − 1; 由 (b).可知, 对于任意的

P ∈ C, l(D −Q− P ) = l(D −Q)− 1 = l(D)− 2. 所以 D非常丰富, 反之亦然.

(3) |D|, |D′|无基点, 则对于任意的 P ∈ C, 存在 E ∈ |D|, E′ ∈ |D′|, 且 E,E′不含 P . 从而

E+E′ ∈ |D+D′|不含 P . 所以 P 不为 |D+D′|的基点. 由 P 的任意性可知, |D+D′|无基点.

(4)已知 |D+D′|无基点. 又对于任意的 P ∈ C, |D−P |无基点. 所以 |D−P +D′|无基点,

|D +D′ − P |无基点. 所以 |D +D′|非常丰富. �

- 152 -



第四章 代数曲线

定理 4.12.2 设 C ⊂ Pm是光滑非退化曲线. 则

(1) 任何两个超平面截口的除子线性等价. 即 div(L|C) = H, div(L′|C) = H ′. 则 H ′ ≡ H;

(2) |H|无基点;

(3) |H|非常丰富.

证明 (1) ϕ = L′

L

∣∣∣
C

, 则 div(ϕ) = H −H ′. 所以 H ≡ H ′.

(2)对于任意的 P ∈ C, 存在 L′使得 L′(P ) 6= 0. 所以 P 6∈ H ′. 所以 P 不为 |H|的基点. 因

此 |H|无基点.

(3)若 |H|不是非常丰富的. 则存在 P,Q, 使得 Q为 |H − P |的基点. 即 |H − P |的元都含
有 Q点. 从而过 P 的超平面一定过 Q. 当 Q 6= P 时, 显然不可能. 所以 Q = P . 此时说明: 过

P 点超平面都与 C 在 P 点相切. 这也不可能. 于是存在超平面与 C 相交于不同点, 且含 P 点. �

推论 4.12.1 非常丰富除子和超平面截口是等价的.

4.12.2 多重典范映射

设 n ≥ 2, g(C) ≥ 2, 则 |nK|无基点

Φ|nK| : C −→ Γ ⊂ PN

N = l(nK)− 1 = deg(nK) + 1− g
= n(2g − 2)− (g − 1) = (2n− 1)(g − 1)

定理 4.12.3 (1) 当 n ≥ 3时, Φ|nK| : C
∼ // Γ ⊂ PN ;

(2) 当 n = 2, g ≥ 3时, Φ|2K| : C
∼ // Γ ⊂ PN ;

(3) 当 g = 2时, Φ|2K| : C
2:1−→ Γ ∼= P1.

证明 (1)当 n ≥ 3时, 根据 deg(nK) = 2n(g − 1) ≥ 2g + 1所以, |nK|是非常丰富的.

(2) deg(2K) = 4g − 4 ≥ 2g + 1, (g ≥ 3). 所以 2K 非常丰富.

(3) g = 2时,

l(2K) = deg(2K) + 1− g = 4g − 4 + 1− g = 3g − 3 = 3

考虑映射 Φ|2K| : C −→ Γ ⊂ P2. 又 deg Γ ≥ 2, 所以

4 = deg 2K = deg Φ|2K| · deg Γ, deg Γ ≤ 2或 4

而

K = (g − 1)π∗(R) = π∗(R), 2K = π∗(2R), l(2K) = 3

所以 L(2K) = π∗(L(2R)).

C

π ��

2:1

Φ|2K| // Γ ⊂ P2

P1
- 


Φ|2K|

;
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所以 deg Γ = 2,Γ ∼= P1,Φ|2K|为 2次覆盖. �

注 4.12.1 任何亏格 g曲线可表示为 PN3(N3 = 5g − 6)中的 d = 6g − 6次光滑非退化曲

线.

Hild(PN ) = {C ⊂ PN |满足上条件}

为概型 (代数簇). PGL(N + 1,C)表示 PN 的射影变换群. 则

Mg = Hild(PN )/PGL(N + 1,C)

4.12.3 有理微分形式

设 C 是 P2中 d次不可约曲线, 有 r个结点. Q1, · · · , Qr, F (X,Y, Z) = 0. 形式地{
∂F
∂x dX + ∂F

∂Y dY + ∂F
∂Z dZ

∣∣
C

= 0
∂F
∂xX + ∂F

∂Y Y + ∂F
∂ZZ

∣∣
C

= dF |C = 0

所以
∂F

∂X
:
∂F

∂Y
:
∂F

∂Z
= (Y dZ − ZdY ) : (ZdX −XdZ) : (XdY − Y dX)

等价地, C 上有
Y dZ − ZdY

∂F
∂X

=
ZdX −XdZ

∂F
∂Y

=
XdY − Y dX

∂F
∂Z

:= “dw”

形式计算

设 R(X,Y, Z)是齐次多项式. degR = d − 3. 则 Rdw有意义, 是 C 上的有理微分形式. 若

在仿射开集上看其意义, 如

x =
X

Z
, y =

Y

Z

R(X,Y, Z)dw = Zd−3R(
X

Z
,
Y

Z
, 1)

Z2d(XZ )

Zd−1 ∂F
∂Y (XZ ,

Y
Z , 1)

= R(x, y, 1)
dx

∂f
∂y (x, y)

这里 r(x, y) = R(x, y, 1), f(x, y) = F (x, y, 1)是 x, y平面上的有理微分形式. 同理, 在其它开集

上也是. 在两开集的相交部分所产生的微分形式相同. 从而知 Rdw是0C̃ 上的有理微分形式.

引理 4.12.1 Rdw的极点 ⊆ {Q1, · · · , Qr}, 且极点重数最多为 1, νQi(Rdw) ≥ −1.

证明 由 Q为 Rdw的极点可知

∂F

∂x
(Q) =

∂F

∂Y
(Q) =

∂F

∂Z
(Q) = 0

所以 Q ∈ {Q1, Q2, · · · , Qr}. C̃
σ−→ C, Ei, E

′
i −→ Qi.

νEi(σ
∗(Rdw)) = νQi(Rdw|C1

), f = f1f2

= νQi(r(x, y)|C1
)− νQi(

∂f1
∂y )

= IQi(R,C1)− νQi(
∂f1
∂y )

= IQi(R,C1)− 1

故 α = σ∗(Rdw)在 Ei点正则⇐⇒ R(Qi) = 0. �
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记 ΩC̃ = {α | α是 C̃ 上的正则微分1-形式}, α0 = Zd−3dw, 则

α0|C2 =
dx
∂f
∂y

设 Qi 6∈ L∞, L∞ ∩ C = P . 则

div(ασ) = div(Zd−3
∣∣
C̃

)− E = (d− 3)P − E = K

已证如下事实:

L(K) = L((d− 3)P − E) = { R

Zd−3

∣∣∣∣
C̃

| R(Qi) = 0,∀ i, degR = 3}

所以, L(K)α0 ⊂ ΩC̃ .

反之, 若 α ∈ ΩC̃ . 则存在 ϕ ∈ Rat(C̃)使得 α = ϕα0,

div(α) = div(ϕ) + div(α0) = div(ϕ) +K ≥ 0

所以 ϕ ∈ L(K). 故 ΩC̃ = L(K)α0. 所以 |K|中的除子都是某全纯 1形式 (正则 1形式)的除子.

定理 4.12.4 C̃ 上的典范除子就是 C̃ 上的某非零 1-有理形式的除子 L(K) ∼= ΩC̃ .

推论 4.12.2 亏格 g的光滑射影曲线上的有理 1−形式的除子的次数等于 2g − 2.

证明 考虑 C
π

P1, 取 α0为 P1上的非零有理 1形式, 则 π∗(α0)是 C 上的有理 1形式. 若

π有 n个分歧点在 P1中, 则通过计算可得

2g − 2 = deg div(π∗(α0)) = 2(−2) + n

证毕. �

注 4.12.2 一般地, π : C −→ C ′是 d次覆盖, Q1, Q2, · · · , Qr ∈ C 为 π的分歧点. π在 Qi

附近的方程 zei = x. 则

2g(C)− 2 = d(2g(C ′)− 2) +
r∑
i=1

(ei − 1)

此公式被称为 Hurwitz公式. Abel和 Jacobi利用 C 上的微分形式的积分理论建立了 Abel-

Jacobi理论. �

本章习题

加 ∗号的习题表示有一定难度.

习题 4.1
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