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平面和空间的等距变换

林&磊

!华东师范大学数学科学学院" 上海&!""!'##

&&$普通高中数学课程标准&!"#( 年版'% ,#-

将我国高中数学课程的结构设计为)必修课
程(选择性必修课程(选修课程三种!而选修课
程又根据学生未来专业兴趣的不同#分为 1(
B( C( 6( D五类#其中1类课程供有志于学习
数理类&如数学(物理(计算机(精密仪器等'专
业的学生所选择!1类课程包括微积分(空间
向量与代数(概率与统计三个专题#共 % 学分!
其中空间向量与代数占 ! 学分#内容包括)空
间向量代数(三阶矩阵与行列式(三元一次方
程组(空间中的平面与直线和等距变换五个部
分!由于前四个部分的内容在目前的高中教学
中多少有所涉及#而等距变换的内容则极少提
及#因此有必要对这部分内容的基础知识作一
简要介绍!
!"等距变换

等距变换这部分的内容#主要介绍平面或
空间的一种特殊变换...等距变换!所谓集合
(的变换9#就是集合(到(的映射#也即 (到
其自身的映射!所以#平面变换就是平面到平
面自身的一个映射#而空间变换就是空间到其
自身的一个映射!因此#泛泛来讲平面变换或
空间变换#范围相当广泛!那我们为什么要来
特别介绍等距变换呢* 它是怎样的变换* 为
什么说直线反射(平移(旋转是三种基本的平
面等距变换* 下面#我们先来讨论这些问题!

回忆初中数学课程中有关平面几何的内

容#其中全等是平面几何中的基本概念!那么
我们如何来向学生介绍两个平面图形 (与 )
全等呢* 通常我们会说#如果能将图形 (通过
若干!适当的变换"变为与图形)重合#那么图
形(与图形)是全等的!那这些!适当的变换"
是些什么变换呢* 其实就是上面提到的直线
反射(平移(旋转这三种基本的变换#以及由基

本变换的乘积构成的变换&参见文献,!-'!可
见#直线反射(平移(旋转这三种变换在平面几
何中占有重要的作用!可是#我们为什么要选
用这三种变换#而不用其他的变换呢* 它们有
什么共同点* 是不是还有可能再减少基本变
换的种数#比如)用两种* 甚至更少#只用一
种* 估计学生们大多没有思考过#甚至我们的
教师们思考过的也不多!其实#上述这三种变
换的共性#就是保持变换前后两点间的距离不
变#即所谓的等距变换!确切地说#设 9是平面
$的变换#如果对平面$中的任意两个&位置'

向量!!# "
!
#有

:9&!!' 69&"
!
' :':!! 6"

!
:#

则称变换9是平面 $的等距变换!而如果存在
一个等距变换9#使得图形(经变换9后与图形
)重合#就称图形(与)全等!可以证明#一个
变换如果保持变换前后两点间的距离不变#那
么它必定将直线变为直线#且保持变换前后两
直线间的夹角不变#因此#这样的变换一定既
保持图形的大小不变#也保持图形的形状不
变#这就是说#变换前后的两图形是全等的!

我们先来介绍一下等距变换的简单

性质
,.-!
&4' 恒等变换7E是等距变换+
&44' 两个等距变换的乘积仍是等距变换+
&444' 等距变换是可逆变换#且其逆变换也

是等距变换+
&4F' 平移变换是等距变换!
性质&4'( &44'的证明比较简单#略过!现

在来考虑性质&444'!设9是平面 $的任意等距

变换!如果9&!!' '9&"
!
'#那么

:!! 6"
!
:':9&!!' 69&"

!
' :':"

!
:'"#
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于是# !! '"
!
#从而9是单射!满射的证明略微困

难一点!对于 $上的任意向量 &!;#任取两不同

向量!!# "
!
$ $#设 :!! 6"

!
:'<#则 :9&!!' 6

9&"
!
' :':!! 6"

!
:'<!设 :9&"

!
' 6&!;:'"#

:9&!!' 6&!;:'#!若 " 或 #等于 "#那么 &!;'

9&"
!
'#或&!;'9&!!'#满射性得证!不然#在平面

$中取向量&!=#使得:"
! 6&!=:'"# :!! 6&!=:'

## ='## !!那么:9&"
!
' 69&&!=' :'"# :9&!!' 6

9&&!=' :'## ='## !!故 &!;'9&&!;#'#或 &!;'
9&&!!'!于是 9是满射#从而 9是可逆映射!设

96# 是9的逆映射!那么对于任意的!!# "
!
$$#有

:!! 6"
!
:':9&96#&!!'' 69&96#&"

!
'' :

':96#&!!' 696#&"
!
' :#

于是# 9G# 也是等距变换!
对于性质&4F'#假设 T&! 是平移 &! 方向的

平移变换#那么对于任意的 !!# "
!

$ $# 有

T&!&!
!' '!! /&!# T&!&"

!
' '"

! /&!#于是

:T&!&!
!' 6T&!&"

!
' :':&!! /&!' 6&"

! /&!' :

':!! 6"
!
:#

从而 T&! 是等距变换!
注 !'性质&4' &444'是重要的#因为有了这

.个性质#我们就可以证明全等关系是平面图
形间的一个等价关系&参见文献,!-'!

上面我们已经知道平移变换是等距变换!
那么等距变换还有哪些种类呢* 假设9是平面

$的等距变换#且9&"
!
' '&!#那么

&T6&!9'&"
!
' 'T6&!&9&"

!
'' 'T6&!&&

!'

'&! /&6&!' '"
!
!

令 > 'T6&!9#则由性质&44' 与性质&4F'# >也是

个等距变换#且 >&"
!
' '"

!
#而9'T&!>#即任何等

距变换9都是一个将零向量变为零向量的等距
变换 >与一个平移变换 T&! 的乘积!因此#我们
只需要来讨论将零向量变为零向量的等距

变换!
注 #'在上述关于等距变换的讨论中#若将

平面替换为空间#则结论也是正确的!但是#有

关等距变换是满射的证明需略作调整&请读者
思考'!
#"正交变换

下面我们来证明#如果 9是等距变换#且

9&"
!
' '"

!
#那么9是正交变换!

回忆一下#%上的向量空间 ?上的一个变
换9称为是线性变换#如果它满足如下两个
条件)

&H#' 对任意 !!# "
!
$ ?#有 9&!! /"

!
' '

9&!!' /9&"
!
'+

&H!' 对任意!! $ ?# &$ %#有9&&!!' '
&9&!!'!

而对于%上定义了数量积的向量空间&即
欧几里得空间'?#如果9是?上的线性变换#且

对任意向量!!# "
!
$ ?#有9&!!'/9&"

!
' '!!/"

!
#

那么称9是?上的正交变换#即正交变换是保持
数量积不变的线性变换!

我们先来证明正交变换是等距变换!设 9

是?上的正交变换#那么对任意的向量!!#"
!
$

?#有

:9&!!' 69&"
!
' :! ':9&!! 6"

!
' :!

'9&!! 6"
!
'/9&!! 6"

!
'

'&!! 6"
!
'/&!! 6"

!
'

':!! 6"
!
:!#

于是# :9&!!' 69&"
!
' :':!! 6"

!
:!从而# 9是等

距变换!

如果9是?的等距变换#且9&"
!
' '"

!
#那么

对!! $?#有:9&!!' :':9&!!' 69&"
!
' :':!! 6

"
!
:':!! :#即#此时 9是保持向量的长度不变

的!现任取!!# "
!
$?#有:9&!!' 69&"

!
' :':!! 6

"
!
:#于是#

:9&!!' :! /:9&"
!
' :! 6!9&!!'/9&"

!
'

':9&!!' 69&"
!
' :! ':!! 6"

!
:!

':!! :! /:"
!
:! 6!!!/"

!
#

从而#9&!!'/9&"
!
''!!/"

!
#即9也保持数量积不

变!于是#
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& :9&!! /"
!
' 69&!!' 69&"

!
' :!

'&9&!! /"
!
' 69&!!' 69&"

!
''/&9&!! /"

!
'

& 69&!!' 69&"
!
''

':9&!! /"
!
' :! /:9&!!' :! /:9&"

!
' :! 6

&!9&!! /"
!
'/9&!!' 6!9&!! /"

!
'/9&"

!
' /

&!9&!!'/9&"
!
'

':!! /"
!
:! /:!! :! /:"

!
:! 6!&!! /"

!
'/

&!! 6!&!! /"
!
'/"

! /!!!/"
!

'"!

因此#9&!! /"
!
' 69&!!' 69&"

!
''"#所以# 9&!! /

"
!
' '9&!!' /9&"

!
'!

用类似的方法还可以证明)对任意&$ %#
!! $ ?#有9&&!!' '&9&!!'!于是#9是线性变换!
又9还保持数量积#所以9是正交变换!
$"平面上正交变换的类型

那么#在平面上#有哪些类型的正交变换
呢* 实际上#这一问题在高等代数课程中己经
做出了回答#详见文献,.-!这里我们只做简单
的介绍!

假设9是直角坐标平面574上的正交变换#
@!# '&## "'# @!! '&"# #'#那么以9&@!#'# 9&@!!'
的坐标为列构成的矩阵(是一个正交矩阵#即
满足(8('.的实方阵!因此# :(:'A#!如果
:(:'## 称 9为第一类正交变换+ 如果
:(:'6##则称9为第二类正交变换!当:(:'
#时#(具有形式

9:3# 6345 #
345 # 9:3#( ) #

此时#9就是绕原点旋转 #角的旋转变换#记作
R#!而当:(:'6#时#(具有形式

69:3&!#' 6345&!#'
6345&!#' 9:3&!#'( ) # !00

它对应的是什么变换呢* 我们来介绍由非零
向量&!所确定的反射变换 S&!&上海市的高考试
题中曾经出现过这样的变换#参见文献,'-')

S&!&!
!' '!! 6!&!!/&!'

:&! :! &!! "00

可以证明#反射变换 S&! 是正交变换#且它具有

如下一些简单性质)
&+#' 对任意非零实数&#有 S&&! 'S&!+
&+!' S&!&&

!' '6&!#且 S&!&!
!' '!!#对任意

!! % &! 成立+
&+.' S!

&! '7E!
根据性质&+#'#我们只需要考虑由单位向

量 B!所确定的反射 S B!!因此#不妨设单位向量
B! '&9:3## 345 #'#此时#记 S#'S B!!而变换 S#

对应的矩阵就是式!!实际上#可以验证)如果
过原点的直线C的法向量&即#与直线C垂直的
向量' 是 B! '&9:3## 345 #'#那么 S#就是关于

直线C的反射3
通过正交变换与正交矩阵的对应关系#可

以验证旋转与反射变换满足如下的运算规则)

R#R' 'R#/'# S#S' 'R!&#6'' #
S#R' 'S#6'D!# R'S#'S#/'D!!

#0

&"平面上的基本等距变换
从上面的讨论我们知道#平面上的任何等

距变换都是正交变换与平移变换的乘积&复
合'#而平面上的正交变换只有&绕原点的'旋
转变换与&过原点的'直线反射!因此#平移变
换(反射变换(旋转变换是基本的等距变换#平
面上的任何等距变换都可以通过施行几次这

三种变换而实现!
再通过仔细考察式##我们发现#每个旋

转变换 R#都是两个反射变换的乘积!因此#平
面上的等距变换都可以通过施行几次平移变

换和反射变换而得到#也就是说#平移变换(反
射变换(旋转变换并不是最基本的#我们可以
删除其中的旋转变换3 这可能是很多人之前
没有想到的吧*

下面#我们再来做进一步的讨论!设 S5'"

是平面上关于直线C)5'" 的反射#1&5# 4' 是
平面上的任意一点#那么 S5'" 把点 1变为点
1;&!" 65# 4'# S5'#把点1;变为点1E&!&#6
"' /5# 4'#于是# S5'#S5'" 'T&!#这里 &! '
&!&#6"'# "'!这就是说#平移变换可由连续
实施两条平行直线对应的反射变换来实现!因
此#平移也不是最基本的等距变换3 平面上的
任何等距变换都可以通过实施若干次的直线

反射而得到3 当然#这里的对称轴就不再是限
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于过原点的直线了!
进一步思考后我们还发现#平移变换及旋

转变换都不是最基本的等距变换!也就是说#
等距变换不可能都由连续实施多次平移变换

来获得#也不可能都由连续实施多次旋转变换
来获得&想一想#为什么*'!
'"空间中的第一类正交变换

前面我们介绍了平面上的正交变换!现在
我们来讨论空间中的正交变换!设 9是空间中

的正交变换#那么以它在基向量 =
! '&## "# "'#

F
! '&"# ## "'# &

! '&"# "# #' 下的像的坐标为
列构成的矩阵(也是正交矩阵!根据:(:'#或
6##分别称9为第一类正交变换或第二类正交
变换!

平面上正交变换中的旋转变换是绕原点

的旋转!那么空间的正交变换中的旋转变换是
怎样的* 它是绕过原点的直线的旋转变换#即
以过原点的直线为旋转轴的旋转变换!

假设9是空间中以过原点的直线C为旋转
轴的旋转变换#那么不妨以 C为 G轴建立空间
直角坐标系 754G!此时可发现 9限制在 574平
面上就是该平面上的一个旋转#于是 9对应的
矩阵为

('
9:3# 6345# "
345 # 9:3# "
" " #( ) ! %00

显然# :(:'##所以9是第一类正交变换!
假设9是第一类正交变换#则它对应的矩

阵(是正交矩阵#且I(IA#!此时 #是(的特征
值&想一想#为什么*'#于是存在非零向量 !!#

使得 9&!!'A!!!记 &
!
为 !! 的单位化向量#则

9&&
!
'A&

!
!将 &

!
扩充为空间的一组规范正交基

=
!
# F

!
# &

!
&还可要求它构成右手系'!记 $是由

=
!
# F

!
所张成的平面#则将9限制到$上时#它也

是$上的正交变换#且仍是第一类的#记这一
变换为9;!于是#9;是个旋转变换!假设其旋转

角为##则它在 =
!
# F

!
下对应的矩阵是

9:3# 6345 #
345 # 9:3#( ) #

从而# 9在基 =
!
# F

!
# &

!
下的矩阵(由式%给出!

因此# 9是以由 &
!
方向所确定的过原点的直线

为旋转轴的旋转变换!
("镜面反射

假设&!是空间中的任意非零向量#则可以
验证#空间中由式"定义的变换 H&! 仍是一正

交变换#且仍满足性质&+#' & +.'!还可以验
证#空间向量 !!%&! 当且仅当 H&!&!

!' '!!!与向
量&!垂直的全体向量构成一个以&!为法向量的
过原点的平面$!正交变换 H&!将平面$上的每
个向量保持不变#而将与法向量共线的向量变
为其负向量!这样的变换就是以平面$为镜面
的镜面反射!若在平面$上取两正交的单位向

量 =
!
# F

!
#再取一个与&!平行的单位向量&

!
#那么

=
!
# F

!
# &

!
就构成了空间中的一组规范正交基#镜

面反射 H&! 在此基下的矩阵为

('
# " "
" # "
" " 6#( ) !

显然#:(:'6##因此#镜面反射 H&!是第二类正

交变换!
但是#与平面上的正交变换的结论不同的

是#空间中的第二类正交变换并非都是镜面反
射3 请看下列例子)设 9是空间 ?上这样的变
换)9&!!''6!!#任意!! $?!即# 9把空间?中每
个向量都变为它的负向量!可以验证#9是正交
变换#但因为不存在非零向量&!#使得9&&!''&!#
所以9不是镜面反射!又由于9在任何一组规范
正交基下的矩阵都是

('
6# " "
" 6# "
" " 6#( ) #

而:(:'6##所以9是第二类正交变换!
那么我们该如何来刻画空间的第二类正

交变换呢* 假设9是空间中任意一个第二类正
交变换#它在某组取定的规范正交基下的矩阵
为(#则:(:'6#!现任取一个镜面反射 H&!#设
它在此组基下的矩阵是 )#则 :):'6#!由于
H&!9仍是正交变换#且它在此组基下的矩阵是
)(!而:)(:':):/:(:'##因此 H&!9是第一



! $+### !"#$年第 %期&

类正交变换#记作 >!则由上述讨论知 >是一个
旋转变换!而由 > 'H&!9得9'H&!>#所以# 9是一
个旋转正交变换与一个镜面反射的乘积!即空
间中的任何一个第二类正交变换都是旋转变

换与镜面反射的乘积!
)"空间上的基本等距变换

由上一节可知#平移(镜面反射(旋转是空
间中三种基本的等距变换!空间中任何的等距
变换都是这三种变换的乘积!

我们来证明#空间中的旋转正交变换一定
是两个镜面反射的乘积!设 9是空间的任一旋

转正交变换!不妨设它在规范正交基 =
!
# F

!
# &

!

下的矩阵由式%给出!那么9&&
!
''&

!
#且9在574

平面上的限制9;是574平面上的旋转变换!因
此# 9;是574平面上两个反射 H;!!和 H;

"!
的乘积#

即9;'H;!!H;"!!由于&
!
%!!# &

!
% "

!
#因此空间中的

镜面反射 H!!# H
"!
都把&

!
变为&

!
!而 H!!限制在平

面574上的作用效果与 H;!!的效果相同# H
"!
限

制在574平面上的效果与 H;!!的效果相同!于

是# &H!!H "!
'&&

!
''&

!
# H!!H "!

限制在574平面上的
效果与9;相同#从而9'H!!H "!

!因此#空间中的每
个旋转正交变换都是两个镜面反射的乘积!所

以#空间中的每个等距变换都是若干平移变换
与镜面反射的乘积!

假设 H5'" 是由镜面5'"确定的镜面反射
&注意)" - "时#H5'" 不是线性变换#从而不是
正交变换'#那么#对空间中的任意点 1&5# 4#
G'# H5'"把点1变为点1;&!" 65# 4# G'!若 H5'#

是另一镜面反射#那么 H5'#把1;变为1E&!&#6
"' /5# 4# G'!因此#乘积 H5'#H5'" 等同于平移

变换 T&!#其中 &! '!&#6"'=
!
!于是#我们证明

了#空间上的任意一个平移变换都可由连续实
施两个由平行平面确定的镜面反射来实现!因
此#空间上的等距变换都是若干个镜面反射的
乘积!镜面反射是空间上最基本的等距变换!
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