
从游戏中发现数学问题

林　磊　（华东师范大学数学系　２００２４１）

　　 我最近在回想俄罗斯方块游戏时，突然就想

到了一个与此 游 戏 有 联 系 的 数 学 问 题．俄 罗 斯 方

块游戏的玩法就是用一些随机出现的几何图案去

填充平面区域，消去一行就会有得分，如果一次能

消去多行，则会得到很多额外的奖励分．但这会承

担一定的风险，因为那些随机的图案是需要通过

适当的平移或旋转后才可能被放置到合适的空位

上去的，当剩余的内容太多时，就不容易做这些操

作．我关心的是这些随机出现的图案．它们都是由

四块小正方形拼接在一起构成的，要求相邻的两

块必须有一条 公 共 边 相 连．现 在 的 问 题 是 由 四 个

小正方形按照这样的连接方式，在平面上一共能

得到多少种不同的图案？ 当然，通过平移或旋转

后能重合的图 案 被 看 成 是 同 一 种 图 案．玩 过 这 款

游戏的人应该会知道，答案是共有７种！ 图１展

示的就是这所有７种不同的图案．

图１

现在我们来思考，从这个游戏中我们可以提

些什么数学问题？ 我首先想到的问题是：如果我

们将小方块的个数从４块增加到５块，那么在平

面上一共会有多少种不同的图案？ 也就是说，用

５个同样大小的小正方形，按照相邻 两 个 必 须 有

一条边重合，且构成的图案不能有空洞出现的要

求，在平移与旋转后能重合的图案被看成相同的

情况下，一共会有多少种不同的连通图案？ 记此

不同图案总数为ａ５，我们的问题就是求ａ５ 的值．
这个问题一旦被提出，我们马上就会想到能将此

问题一般化，即：如果相同小方块的个数为ｎ，那

么用它们能构成的不同图案总数ａｎ 是多少？ 下

面的事实是已知的：ａ１＝１，ａ２＝１，ａ３＝２，ａ４＝７．
理论上，只要ｎ的值不太大，那么求一个具体

的ａｎ 值还是能办到的，难的是求出ａｎ 的通项公

式！例如，求ａ５ 的值就可以作为一个数学实验活

动，让中学生们通过探索后自己来获得．这 里，探

索的关键就是 要 做 到 不 重 不 漏．不 重 的 意 思 是 你

最后得到的图案中不能出现一个图案通过旋转及

平移能与另一个图案重合的情况，而不漏当然就

是指这些图案已经包含了５个小方块能拼成的所

有图案，没有漏网的．经过探索，我们可求得ａ５＝
１８．图２中展示的就是这所有的１８种图案．

图２

实际上，虽然探讨５块小方块组成的不同图

案数可以用各种不同方法，但方法之间还是有优

劣之分的．我们前 面 说 过，要 想 求 出ａｎ 的 通 项 公

式还是一个较难的问题．但是，就算我们求不出一

般的通项公式，我们还是可以对通项做点什么的．
比如：退 而 求 其 次，找 出 通 项 的 一 个 上 界！ 实 际

上，在找不到通项的确切表达式时，作为替代，找

出通项的一个合理上界也是数学家的一种普遍做

法．可以想象，每个ｎ＋１块小方块组成的图案当

然都可看成是从某ｎ个小方块图案（简记为ｎ－ 图

案）通过添加一块小方块而构成的．因此，假设我

们知道了ａｎ，并估计出每个ｎ－ 图案添加一块小方

块的最多可能数，那么我们就可估计出ａｎ＋１ 的一

个上界！因此，利用递推关 系，我 们 就 可 得 到ａｎ
的一个上界Ａｎ，即ａｎ ≤Ａｎ，ｎ＝５，６，…．所以，如
果某人是通过从４－图案添加一块小方块的方法

来求ａ５ 的，那么他就很可能较容易地找到求上界

的方法．当然，还可以用其他的办法来列出所有不

同的５－图案．例如，先考虑５块小方块一块接一块

地叠在一起的长棍（称为５－长棍），当然它只有一

种；再考虑包含一个４－长棍的图案（它 就 不 止１
种了）；…… 如 此 下 去，也 可 以 获 得 所 有 不 同 的
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图案．
问题提到这里是不是就终止了？还可不可以

提些其他的问题？是的！我们假设每块小方块的

边长为１，那么每个ｎ－ 图案就都有一个确定的周

长．当ｎ固定时，这ａｎ 个周长（当然有些可能相同）
中必定有一个最大值和一个最小值，分别记作Ｌｎ
和ｌｎ，这两个值相对ａｎ 而言，还是容易求的，特别

是Ｌｎ（中学生应该也能求）．还有就是每个图案都

有一个直径，即该图案中任两点间直线距离的最

大值．当ｎ固定时，记这些直径的最大值与最小值

分别为Ｄｎ 和ｄｎ，求这两个值．
例如，容易得出Ｌ１＝４，Ｌ２＝６，Ｌ３＝８，Ｌ４＝

１０，Ｌ５＝１２；ｌ１＝４，ｌ２＝６，ｌ３＝８，ｌ４＝８，ｌ５＝１０；Ｄ１

＝槡２，Ｄ２＝槡５，Ｄ３＝槡１０，Ｄ４＝槡１７，Ｄ５＝槡２６；

ｄ１＝槡２，ｄ２＝槡５，ｄ３＝ 槡２　２，ｄ４＝ 槡２　２，ｄ５＝槡１０．
实际上，通过对具体图案周长的计算你会发

现一些规律．比如一个ｎ－ 图案如果没有４块小方

块拼成田字形的子图案，则该图案的周长就是２ｎ
－２．那么如 果 图 案 包 含 了 田 字 形 作 为 其 子 图 案，
其周长该如何计算呢？

上面讲的是平 面 上 的 情 况．我 们 还 可 以 扩 展

思维，来考虑空间的情形．想象如果有３维的立体

俄罗斯方块，那么用４块小正方体拼图，共可拼成

多少种不同的图案（同样，能通过平移及旋转重合

的图案看成是同一种）？ 当然我们这里要添加任

意两个相邻的正方体必须有一个面重合，且图案

不能有空洞的限制条件．容易看出，用１，２，３，４块

小正方体拼出的不同图案总个数分别为１，１，２，８．
图３展示的就是用４块小正方体拼图的所有

可能图案．

图３

到了这里，我们自然还能问：一般地，用ｎ块

小正方体拼图，共能拼出多少种不同的图案？

让中学生来探究这类空间问题，一来可提高

他们学习数学的兴趣，二来可以培养他们的空间

想象能力，三来通过画出这些图案的三视图，还可

有助于三视图的教学．
如果将思维再进行扩展，大学生或研究生还

可以考虑ｍ维欧几里得空间中由ｎ个棱长为１的

超立方 体 来 拼 图 案，则 不 同 图 案 的 总 个 数 有 多

少？这就是由平面上５块小方块问题引出的最一

般情形的问题！当然也是最难的问题．
最后，通 过 思 考，我 们 容 易 得 到 以 下 简 单 结

果：在平面上由ｎ个单位边长小正方形构成的所

有图案中，其最大周长Ｌｎ＝２ｎ＋２．而对于最小周

长，我们有

ｌｎ＝
４ｍ，　 　ｎ＝ｍ２，

４ｍ＋２，　ｎ＝ｍ２＋ｔ，０＜ｔ≤ｍ，

４ｍ＋４，　ｎ＝ｍ２＋ｔ，ｍ ＜ｔ≤２ｍ．
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