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一个简单不等式问题引 出的思考

２０００６２ 华东 师范 大学 数学 系 林 磊
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问题 ＿因此原不等式成立
，

且显然等号仅在 ａ＝６＝

问题 设 ａ 、 ６ 、 ｃ是任意实数
，
则不等式ｃ 时
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（配方法 ） 我们来看看另
一

种配方
有多少种证法 ？法

这个 问题
， 实 际上是没有标准答案的 ，

因
‘
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为证法是可以不断创造出来的
，
而且如何来界＿
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定两种证法确属不 同的证法有时也并非易事 ．
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但是我们还是可以尝试着给出该不等式的几种＝
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证法
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证法二 ：

（
利用排序不等式 ）

先来介绍
一

下排序不等式 ： 设 叼也 …

，

ａ
ｎ ， ｈ

，

＆２
，

． ． ． 木于是
，

原不等式得证 ．

是 ２ｎ个任意实数
，
不妨设 ａｉ ＜ ａ

２＜
？ ？ ？

＜ ＆ ，有人可能会疑惑
，

证法四 的配方法很简

＜＆２ 彡
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Ｃｎ 是 ＆
１

，
洁、 漂見

，

与之相比
，

证法五的配方法看上去

６
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，
的任

一

排列
，
那么我们有 要复杂许多

，
我们为什么还要介绍呢？ 原 因是

＂

＾证法 四虽然简洁
，
但它不是通法

，
而是针对这
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个不等式的特殊法 ． 但是
，

学过高等代数的老

也就是说
，
顺序和不小于乱序和 ， 乱序和不小

ｆ ｍｆ＾
次

齐次不等式的通法
，
也就是化二次型为标准型

那么利用这
一

不等式
，

不妨 ６＜ｃ
，
的通法 ．

则 ａ
２

＋ｂ
２

＋ 
ｃ
２

＞ａｂ ＋ｂｅ＋ｃａ ＿证法 ／ 、 ： 原不等式等价于 ａ
２

＋６
２

＋ｃ
２—

证法三 ： 假设 ａ ＜ ６ ＜ ｃ
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，于 变量 ａ、 ６、 ｃ的一 次 型
，
所 以 此不等 式成
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，

也等价

这
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方法 ．半正定二次型 ． 由于此二次型的系数矩阵为
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所 以
，
由半 正定二次型的判别法 ，

我们只要验推 广
一

设句 、 叱 、
…

、 如是 任 意 实

证矩阵 ４ 的所有主子式均非负 ． 因为数 （
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１ 而 ＂ Ａ 、 曰 坐 ＴＰ 中利用证法
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、 二 、 四 、 十
，
可以容易地证

＾
以

二
是
二

从而 ’ ＾ 疋＋正 定
明推广

－

？ 而利用证法六来证
，

会略微麻烦点
，

的
’

于
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？ｓ 但也可 以证 明 ． 至于棚求特征值法的证法七 ，

证二次型伽Ｍ是半正定 的
，
或等价于证明 ＾ｆ
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定

它的系数矩阵 Ａ是半正定的 ． 而利用半正定矩
推 广

＇
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阵的判别法
，
欲证明实对称矩阵 Ａ是半正定的

，
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只要证 明 ４的特征值均非负 ？ 由计算知
，

乂 的
ｉ＝ １ｉ＜ｊ

特征多项式为证明 ： 推
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所 以 ４ 的特征值为 ３ 、 ３ 、 ０
，

它们均非负
，
于因为

是 Ａ半正定
，
因此 ，

原不等式成立 ．

证法八 ：

（
判别式法）
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此二次三项式非负 ，
只需证 明其判别式 △ ＜〇．｜
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＜ 〇 因此 原不删证法八
，
再辅以数学归纳法 ，

也冋样

可容易证明推广二 ．
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证法九 ：

（
导 数法

）
设 ａ＜＆＜Ｃ

，

考虑那么这个推广二 中 的系 数
］
－是怎 么

函 数 ＋＋＋Ｐ—想 出 来 的 ？ 很多 人说 ： 这是靠经验凑 出 来
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． 则原不等式等价于函数
的 ！ 如 果我们这样回答

，

相信很多人会不乐意
，

定义域上恒非负 ． 由于 ／
，

⑷ ＝ 此 －

（奸 ＆
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，

因 为它不容易 学 ． 我们要说 ： 这是算 出来 的 ！
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证法八与证法九本质上是
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样的
，

都是利
？是半正定 的 ？ 由 于 ／ 的

用 了二次函数的性质 ？
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证法十 ：

（
利用 柯西 不等式）

由 于 当 以 ＋
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１ 加 … ―
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６Ｃ＋ｍ＜０ 时 原不 等式显然成立 ，
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妨设 曲 ＋６ｃ＋ｍ 彡 ０ ． 那 么 由 柯西不等式 ，＼
—

；Ｌ—

；Ｌ
… ２ｍ

／

（
ａ
２

＋
ｂ
２

＋ｃ
２

）

２
＝

（
ａ
２

＋
６
２


＋ｃ

２

）

＊

（
６
２

＋ ｃ

２

＋
ａ
２

）＾阶主子式均需要非负 ． 而对任意给定 的正整

（
ａ６＋


＆Ｃ＋ ｍ

）

２
． 从而ｄ＋


Ｐ


＋ 

ｃ
２

＞ Ｍ＋ ＆ｃ＋ ｍ ．

数ｆｃ
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ｌ＜Ａ：＜ｎ ） ， ４的ｆｃ阶主子式均相等
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等

二 、 问题的推广于 （
２ｍ 

—

Ａ：

＋ｌ ） （
２ｍ＋ １产 、 于是 ，

２ｍ＞
ｎ
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１
，

在给 出 了 问题的解答后 ，

我们来考虑
－

Ｔ 且当 ２ｍ＞ｎ
—

１ 时 所有主子式均大于 〇 ？

原 问题的推广 ？这就是说
，

当 ｍ
＝—
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一 时
，

二次型 ／ 是半正
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一

道动点轨迹问题的探究及引 申

３１４２００ 浙江省平湖 中 学 毛 良忠

数学离不开解题
，
解决问题是数学的核心 ．

在题如林 、 题如海的学习 中 能否真正跳出题

海
， 抓住解题要领 ，

学会解题
，

享受数学学 习乐（Ｄ＼

趣呢 ？ 在平时学习 中学生解 了大量的题
，
但还 ｆ ）

是 “不开穿
’

的
一

个基本原 因是 ： 这些学生没有、 ｙ
分析过所解 的题

，
也没有分析过典型 的习 题 ，

＇
、

、 ｙｊ
／

ｃ

解题常常只是为 了得个答案 ． 罗增儒先生在其

著作 《解题学 引 论》 中提出 解题学习 要经历 ：图 １

Ｓ

简单模仿 、 变式练习 、 自发领悟 、 自觉领悟 ．

点评 ： 此题是 ２０１５ 年浙江省五校联考试

谁也无法教会我们解所有的题 目
，

重要的是
， 题

，

有
一

定的新意和难度
， 在这个问题解决中需

通过分析典型例题的解题过程来领悟那种解无要突破的节点有两个 ：

（
１

）
滚动中 点 ４ 的轨迹是

限道题的数学机智 ． 本文试图从
一

道联考试题怎样的图 形？
（
２

）
正方形在圆 周上至少转动 几

的麵分析出发
，

积极探索与原有知识及已有

解题经验间 的联系
，
通过■题 的不断变更凸

关键在＾否真正 ＝
显 问题的本质 ．括 ２个水平 ：

问 题 已知 圆Ｏ 的半径为 １
，

Ｐ 为 圆 周上首先熟悉题 目 ： 从题 目条件开始叙述 ，
尽

一

点
，

现将如 图 １ 放置的边长为 １ 的正方形 （
实 可能生动 、 清晰地使整个题 目形象化

，
可暂时

线所示 ，

正方形 的顶 点Ａ 和 点 Ｐ 重合
）沿着０

＾＾的汪意力
，
可能会激发我们 的记忆力

，
为重新

＃
目忆起

—

翻关的 问题做好准备 在雌中正

回到点 ｐ 的位置
，

则 点 乂走过 的路径的长度 方形的滚动我们可通过实际操作
， 使点 乂轨迹

为


？更形象化
，
在动中寻找解题的突破 口 ．

？ｒｓｊ ？？？？？ ｒｓｊ ｒ ｓ－ ／ ̄ ｒｓ－ ＜ ？
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￣ ？？？ ？ ｒｓ
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（？？ ？？ ？？？？？？？ ？ ￣？ ｒｓｊ

定 的 ？ 而当 ｍ＞
￥ 时

，

二 次型 ／是正定的 ．从以上的讨论 中我们可以看到
，

中学 的许

ｍ
ｎ
—

１
曰 描泪地上 一 的丁坐＋ 卜 ｉ多知识与大学的知识有着盘根错节的联系 ． 因

即 是使得推广一的不等式恒成１的最小 ， ｔＵｈ 田 ＴＳ ｈ廿 Ｃ 丨 、 丨 祕此 ， 如果要知其所以然
，
在教学中做到收放 自

Ｓｔ如
，

还需对大学的数学有更多的了财是 ．

、 ，
三 设

ＨＴ
知是
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