
第 �� 题
� 已知 � � �

, � 沪 �
,

试求使方程 �� �� �,

一 � � � “ �� �� �护 一砂�有解的� 的取值范围
�

解

此题时
,

只要注意方程或不等式的等价变形就

可确定 � 的范围
�

简解如下
�

第一步
�
据题意

,

原方程有实数解的充要

条件是
�

��公一 �
� 、

, � 扩 一 � ,

� 劣一 � ��
�

� �

峥
“

一 � ‘

户 �

�
了�

, � 扩 一 “,

���

� � � �� �

第二步
�
由��� 得 �丑访二�� � � �

,

�

方程无解

� �� � �
,
�

��
�� �

�尤 � � ��尤一 � �

�了

八�八�
�沪阿�卜

片

第三步
�
把��� 代入 �� �得

� �井� 〔� 一 ��
, 一 � � � ��

,
� �

�

又如全国卷第�� 题
�

是否存在常数
� ,

�,
� ,

使

得等式 �
一

� , � �
·

� , � … � 。�。 � � �
, �

炜�几 � � �

� �

�

�� 矿 � 如 � 。�
,

对于一切自然数
。
都成立

�

解

题时
,

只要根据对于一切自然数 。都成立的条

件
,

设 。 二 �
,
�

,
� 代入等式

,

求得
� 、

�
、
。的值

,

再

用数学归纳法证明
�

四
、

考查增加了形象思维能力的要求

全 国
、

上 海
、

广东三份试卷 的立几 占

� �
�

�终
、

� �终
、

� �
�

� � , 解几占 � �
�

� �
、

� � �
、

� �形
�

这个比例是符合大纲和教材要求的
�

而

在上海卷�第五
、

七题 �
,

广东二卷 �第四
、

五题 �

中都设计了代数和几何的综合题
,

如果考生对

图形的性质比较熟悉
,

就可以简化计算或证明

的数式运算
�

广东二卷第四 ��� 题就是如此�详

见本期陈振宣《从 � �� � 年数学高考试题中获得

的一点启示》一文
—

编者�
�

在基础题中
,

也有
“

以形助数
” 、 “

以数判形
”

的能力要求
�

目前
,

由于几何教学的原因
,

学生

的形象思维能力显得薄弱
,

如何加强它
,

是一个

重要的课题
�

五
、

值得探讨的问题

�
�

高考试卷的功能
,

当然是为大学招生
,

择优录取
�

如果指挥不当
,

荟使中学教学沦于

苦海无边的题海
,

因此命题应严格控制在教学

大纲范围内
�

试题难度可源于教材或高于教材

习题
,

但也应控制在大纲内
�

全国卷第 �� 题
,

求一般周期函数的表达式间题
,

是否得当值得

探讨
�

�
�

题量的适度
,

亦得探讨
�

上海近两年试

题都是超饱和的
,

优秀生也难答完全卷
,

其优势

也不能在压轴上显示
�

这使试题的区分度和信

度难以达到设计要求
�

为了使高考标准化
,

建

议尽快拟定考试大纲
,

公开论述考试的目的
、

内

容
、

方式
、

题型
、

难度
、

层次结构等
�

�
�

随着试题的标准化
,

选择和填空题的题

量会逐步增加
,

因此对它们的功能应作专题研

究
,

譬如
,

如何不使选择题成为变相的计算或证

明题等
�

总之
,

考试命题是科学
,

通过不断探讨

会完善的
�

第二届
“

友谊杯
”

国际数学竞赛试题及解答

华东师范大学数学系 倪 明 林 磊 译解

为了纪念十月革命七十周年
,

保加利亚旧

扎戈拉市中学数学和信息中心发起举办
“

友谊

杯
”

国际数学竞赛 � 保加利亚
、

苏联
、

罗马尼亚
、

波兰
、

古 巴
、

捷克斯洛伐克等国部分城市的学生

参加竞赛
�

这一竞赛共有四轮
,

前三轮是通讯

比赛
,

优胜者参加第四轮比赛
�

� �  ! 年 �� 月
,

�一� �



在卡赞勒克�保加利亚 �举行了首届竞赛
,

第二

届竞赛于 � � � � 年 � 月在旧扎戈拉
一

市 举行
�

现

将第二届
“

友谊杯
”

国际数学竞赛试题翻译如

下
,

并给出解答
�

七年级

�
�

解整数方程
�

扩夕� 牛
犷 � � �

�

答
�
方程的解集为 ���

,
� �

,

��
,
� �

,

��
,
� �

,

��
, � �

,

�一 �
,
� �

,

��
, 一 � �

,

� 一 �
,
� �

,

��
, 一 � �

,

�一 �
, � �

,

��
, 一 � �

,

�一 �
,
� �

,

��
, 一 � ��

�

�
。

在线段 � � 上取 �
、

� 两点
,

使得� � �

人 � 夕� ���

图 �

�刀 � � �
�

过 � 和 �

点在直线 � � 的同一

侧作两条射线
,

这两

条射线相交于 � 点
�

已知
,

乙万通� � � �
。 ,

匕万�刀 � ��
� �

试 确

定 乙� � �
�

解
�
如图 �

,

过�点作 � � 的垂线
,

垂足为

�
�

令 � � � � 、 则 �� �
创

�

了
,
� � 二� � �

创了
�

故 � � � 创了匕 �
�

� � �

��
一

�� 
� �� �

一 � � � �、

厅
一 �

�

所以 �� 乙���
� ��� � �

�
创了�� �甲万

�
一 �� �

�� 斌百
�

即 乙���
�

� �  �� ��伙�万 �
� � � ,

�

�
�

在 � � � 大小的正方形表格的格子中记

上 � 或 一 � ,

使得每一行
,

每一列
,

及对角线上的

数的和均不等
,

可能吗 �

解
�

不可能
,

因为不难发现
,

每一行
,

每一

列及每一对角线上数的和只能是 �
, � ,

�
, 一 �

,

一 � , 一 � 中的一个
,

而所有的和数多达 �� 个
,

因此必然有相等的和数
�

八年级

�
�

证明
,

不存在自然数 。 ,

使得数 记 � �矿

一 �“
‘一 � �”

� � �。
, � � � 。 � � 是完全平方数

�

证明
� 。� � �。

‘ 一 �。
‘ 一 � �。

, � �矿 � � �。 � �

� 外�几 � � ��九
‘一 �矿 � � � � �

二 ”�几 � � ��矛 一 � ��矛 一 � � � �

� �” 一 � ��九 一 � �几 �九 � � � �几 � � �

� �” � � �汗忿

因为连续两个自然数的积是偶数
,

连续五个自

然数的积能被 � 整除
,

所 以 �、 一 �� �。 一 ��城 。

� � � �“ � � ��“ � � �能被 �� 整除
,

即原式的个位

数是 �
,

而完全平方数的个位数只能是 �
, � ,
�

,

�
,
�

,
� 中的一个

.
因此所给的表示式不可能成

为完全平方数
.

2
.
证 明

,

如果 夕
、

q

:

和 q
:
是实数

,

而 夕 “

价 + q
:十 1

,

那么两个方程

扩 + 劣 + q
: = O

,

护 + 夕劣 + 外 = o

中至少有一个方程
,

它有两个不同的实根
.

证明
:
若 扩 十 劣 + q

j = 0 没有两 个不 同 的

~ , ,
, , J . , _ 八 。 , _

1 一
、

、 峨L .、

实根
,

则 乙= 1 一 4 ql 《”
,

即 . > 令
·

在这种情

况下
,

可证明 扩 + 夕二 + 外 = O 一定有两个不同

的实根
,

即恒有 扩 一 4 外> 。
.

这是因为

夕
, 一 4夕

2 = (叮
,

+ 价 + 1)
, 一 4 q

,

二 q聋+ 2(q
,

+ 1
) q

:
+

( q
,

+ 1
)

’ 一 4外

= q置+ 2(q
, 一 1 ) q

: +
( 1

+ q
:
)
’
.

而 扩 一 4 q
:
> 0

,

等价于上述关于 q ,

的 二

次三项式 的判 别式 刁
:
恒小 于 0

.
因为 刁

,
=

4 ( q
: 一 1 )

, 一 4 ( 1
+ q

:
)

,
=

4 (
一 4 q

:
)
= 一 1 6 q

: ,

而

q:) 丰
,

所以 刁
:
< 。

,

从而命题得证
.

孟 ‘ 一

4

’ 护 ’

~

’ ‘ 一 ‘ 护 , ’.
’ 一 r

~
” 一

’

3

.

给定两圆
,

每一个圆都过另一个圆的圆

心
,

两圆相交于 A
、

B 两点
.
过 B 点作直线交两

圆于M 和 N 点
,

求两圆在万和N 点的切线之间

‘.....
.
..,
.
..口.
.
...口..

的夹角
.

解
:
如图 2

,

设两

条切线相交于 P 点
.

由已知条件
,

容易知

道两圆是等半 径 的
.

所 以 △A o, 认 和

△B O
:0 :都是以半径

为边长的正三角形
.
于是 乙A o

jB 二 乙A O
:B =

12 0
0.
因此乙A 万B = 乙A N B = 60

。 ,

则 匕万注N

= 60
0 .
因为 M 尸 和 刃尸 是切线

,

所以匕尸万N

+ 匕 P N M = 匕刀通M + 匕刀通N =
60
0 .
因此

匕 Jf尸N = 12 0
“ .

于是所求的 夹 角是 120
。

( 或

60 “
)

.

1
一3 5



九年级
.
1
.
从 1 开始

,

依次写着自然数
.
问在第一

百万个位置上的数字是几?

解
:
因为 l 位数有 9 个

,
2 位数有 90 个

,
3

位数有 900 个
,

……
,

而 900000 x 6> 1000000
,

所以所求的数字不在某一 个七 位数上
.
又 因

为 9 + 90 x Z + 900 火 3 + 9 0 0 0 火 4 + 9 0 0 0 0 x s =

4 8 8 8 8 9
,

所以所求的数字一定在某一个六位数

上
.

1000000 一 4 8 8 8 8 9 = 5 1 1 1 1 1 -

5 1 1 1 1 1 二 6 x 8 5 1 8 5 + 1
,

. ‘ .

所求的数字是第 85186 个六位数 (即

185 185 )的第一个数字
,

也就是 1
.

2. 解方程组
:

俨
“

矜
+
了
‘ 一

梦
,

}竺
一

护
+‘劣
一

气汤y = ‘工 十 万一 1
.

赤
一

命
二

责一卜器
=
号

~ 昙
=
器

·

下面来证明这一等式
·

连 结 丑尤
、

BI

,

容 易 发 现
,

△B K D 。

△

oKB

,
…

碧
=
器

·

,.’I 是内心
,

即 BI 是

二。 的平分线
, …

器
=
芸

,

则
器
=
碧

·

… 乙
KBI

=

合乙
“ +

含二
‘= 二

KI
“

,
… B K 二

IK

,

即得
器

二

器
.

‘2 , 由(‘)得
号

一

会
=1, 再 以

会
·

器
代入

,

即得
会

一

器
一 1

·

十年级
.
证明

,

若
a ,

b 和 。
是正数

,

则

解
:
将方程组的三个方程依次改写为

(夕一 2 ) ( z 一 3 )
= 一 2 ¹

(
‘ 一 3 ) (

劣 一 4 )
= 4 º

(
劣 一 1 ) (夕一 2 ) = 1 »

由¹
,

»

,

得(: 一 3)
= 一

2(
留一

1)
,

代入º
,

得

(, 一
3) (

‘ 一
2)

= O
,

即 劣 = 2 或 劣 = 3
.

再代入º
,

» 得

a,

b
+ e

证明
:

b,

.

不万
+
c, _

a +
b
十 c

一十一一二”乡

—
,

a 十 0 2

’· ‘

“ ,
乙

, “
> 。

, …我们有

[ (瑞瑞)
’ ·

(瑞轰)
’ ·

(法
落
)

’

〕
·

〔(交翻
’ ·

(
交弈)

’ ·

(架)
’

〕

〔
==2,
=

3
-

二 1 ; 〔
=3,

5

= 万
,

= 一 1
。

乙C 的平分线交

(柯西不等式)
.

3
.
如图 3

,

在△A B G 中
,

A B 边及三角形 的外

接圆分 别于 D 和 K

点
.
证明

:

1 1(l、 一井一 一 _
七
__

Z刀 I K
-

e,
\

+

目

一一- , 写尸 l
a 十 口 /

a + b +
c

2

a + b +
e

2
> 0

,

故

两边消去
a + b + e

2
,

即得所要求证的不等式
.

1
= 一

忑叮
~;

(2 ) Cl
I D.

了万
.
一刃了

= 1 ,

其中
,

I 是内切圆圆心
.

证明
: (l) 将所要证明的等式变形

,

1
一3 6

2
.

证明
,

如果三角形内角的余切成等差数

列
,

那么这个三角形边长的平方也构成等差数

列
.

证明
:
设三角形的三内角为 A

、

B

、

C

. ‘

:

c 七g A + e tg o = Z e tg B
,

:

.

2

C O S
B

.

幻五万
~
=
co3A

。
s
i
n

C
+ c o s 口

。
s

i n A

s i n
A

。
s i n G



叮)
= 不五诬面五百

一

e o s 方= - 』业些匕ZSin出inG
’

而据恒等式 。
os B =

S i n
,

A
+ S

i
n

,
O
一 g in

,
召

蕊I瓦滋in口
.’ .

5
1

1 1
,

A
+ s

i
n

,
C
一 s i n

,
B

= 5
1

1 ; 2
方
-

即 ZsinZB = Sin ,
A

+ “i n
,

已

再由三角形正弦定理
,

即得三角形边长的平方

构成等差数列
.

3
.
在国际象棋棋盘的每一个格于 中填 上

数
.
己知

,

构成正方形的任意四个相邻的格子

中数的和等于 10
.
证明

,

棋盘四个角上的四个

数之和也等于 10
.

证明
:
我们知道

,

国际象棋棋盘是 8 x 8 的

格子
.
格子中所填的数记为 气了“

,

J
= l

,
2

,
…

,

8 ). 这样己知条件就是
a‘, + a ‘+ : ,

I + a ‘, , + : + a ‘+ , .
1 + :

= 1 0

( 喀
,

J
二 王

,
2

,

…
,

7 )

.

容 易得到
a::+ ‘

,
= a : :

+ a , : 二 a l。十内
. 二 a , : 十

内:
,

于是 “ , , 十a : : 十 a :。 + 几
。 二

10

.

一般地 价
,

+

a ‘+ : , :
+ a ‘。十 a ‘+ , , : 二 1 0

.

也就是
a , ,

+ a J :
+ a : 一」

一

a
, s =

1 0
-

a
, ,

+ a
: . + a

J ,
+ a o s =

1 0
,

a : ,
+ a

7 . + a
。:

+ a a 。 =
1 0

-

可以推得
, a J :

+ a : 。
= a 。, 十 a a: = a 。: 、 a 。。 二 a ; ,

+

“了s -

. ’ .

亿: j + a l. + “8 、 + a “ = 1 0
.

[资料来源
:
《M aTe, a : “, a B uj o o , e 》8 9 年第二期〕

化归方法在一道高中数学竟赛题中的应用

安徽省铜陕
’

市有色中学 杨富来

题(l ) 甲
、

乙两 队各有 7 名队员按事先排

好的顺序出场参加围棋擂台赛
.
双方先由 1 号

队员比赛
,

负者波淘汰
,

胜者再与负方 艺号队员

比赛
,

……
,

直到有一方队员全被淘汰为止
,

另

一方获得胜利
,

形成一种比赛过程
.
那 么所有

可能出现的比赛过程的种数为多 少? (1988 年

全国高中数学联赛题)

题(2)[l 〕 如图 1
,

在直角坐标平面
二

勿上
,

坐标气哪均为整数

的点 (
。 ,

。)称为格

点或整点
.

从格卷
·

(
o

,
o )

到格点(外
,

。)的一

条递增路线是由一

些边组成的
,

在它

, 的上面的每一个格
点都比它的前面的

曰曰曰日日日日厂厂厂厂厂厂巨巨 !!!
_______________________________________(氏叫叫门门门口口厂}}}}一一厂厂巨巨「「
}}}

---~,,
门门门门产产厂厂口口[

-----

厂厂厂厂 门门匕匕匕 {{{门门门门门
!!!!!!!!!!!!! !!!!!!! {{{!!!!!!!!!!!!!

一一一一一一一一一 一

刁刁刁
口口口口口口口口口口口口口口 产111二二
口口口口口口口l }}}门门习习口口口口
口口口口口口口[

, ,

{{{

一万万万万万
曰曰曰曰曰曰 一lll一丁丁丁

图 1

一个格点或者在 口 双者 夕万 何上增 加 一 个 单

位
.
那么

¹ 从格点(0
,
。)到格点(二

,

二)所有递增路

钱
J
称数有多少? (答

: 口盆
, 。
飘 嗡沐动

Á 从格点t
? 、 ,

。
,

) 到格点 (
, , 7的的所有递

‘

增路线的总数 有 多 少
: (答

:
诀不奈

(r’ , , , 。 或

C:: 漂
(。 : 十二 ‘

)

)

» 上述各递增路线所经历的递增格 点 数

最多是多少? (答
:
¹ 是

” + 二 一 1 ,
º 是 (。 一

叭:
)
+

(饥 一 饥
,

)
+

1 )

初看
,

题(1)
、

(
2

)似
一

于毫无瓜葛
、

是完全孤

立的两个问题
.
下呵让我们来做这样的几项工

作
:

i) 建立如图 1 的直代坐示系
:

ii) 确定下列对应关系
:
川

二
轴上的 1 至 7

七个数字丧示甲队 了名队员
,
少轴上 的 1至 7

七个数字表示 乙队 7 名队员
.
并设从 1 到 7 即

为各队事先排好的出场顺序
.

这样
,

不难沂到
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