一类行列式的界的探索
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综上, 由(1), (2) 可得: 对于任意 
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从以上证明可以发现多次运用了放缩的方法, 并且放缩的幅度比较大, 所得的结论并非是最优的! 于是本文将就该数值矩阵的更优解进行探索. 

探索方法用观察寻找规律法: 先用计算机计算得出3, 4, 5, 6, 7阶时的行列式可能的最大值以及此时对应的矩阵，然后观察寻找出规律并证明猜想的规律.

二、编写程序并计算

用计算机计算编写的程序的主要思想是: 使用穷举法找出每一个可能的矩阵,并计算出他们的行列式的绝对值, 同时比较出大小, 并最终得到最大值.

以四阶为例: 

对方阵的每一行进行考虑, 可能的情形有8种包括: [1,1,1,1;-1,1,1,1;1,-1,1,1;1,1,-1,1;1,1,1,-1;-1,-1,1,1;-1,1,-1,1;-1,1,1,-1]
以及以上的相反.但由于取的是绝对值，故不必考虑相反时的情形.

找出方阵每行的所有可能的情形后, 就可以使用穷举法得出所有可能的方阵: 程序的实现方法是从以上八种行的形式中每次取出四种(不重复), 并将其还原成方阵(这样就能取到所有可能得四阶方阵), 同时算出该方阵的行列式的绝对值, 并与上次计算结果比较得出较大值. 最终得到的较大值即为最大值:   
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具体程序详见附件.

最后计算的结果最大值分别是: 

4阶是16, 5阶是48, 6阶是160, 7阶是576.

程序可以稍加修改成用来计算8, 9, 10一直到
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三、观察并猜想规律

由以上数值计算, 可以发现以前的结论放缩的幅度比较大. 另, 在计算中发现 -1占优矩阵(即除对角线元素为-1, 其余元素为1)的矩阵的行列式并非绝对值最大的矩阵.

猜想更优界为: 
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四、证明猜想
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引理3: 在引理2的假设下, 有: 
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即, 半正定阵的行列式的值不超过主对角线元之积 .
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推论4: (Hadamard定理)设 
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故,由推论4可得:   
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附录一: 四阶时的程序 

clear all;

A=[1,1,1,1;-1,1,1,1;1,-1,1,1;1,1,-1,1;1,1,1,-1;-1,-1,1,1;-1,1,-1,1;-1,1,1,-1];

B=zeros(4);

det4=1;

tmp=1;

n=1;

t=1;

    for i=1:8

        B(1,:)=A(i,:);

        for j=1:8

            if j~=i

                B(2,:)=A(j,:);

            end

            for k=1:8

                if k~=i&k~=j

                    B(3,:)=A(k,:);

                end

                for l=1:8

                    if l~=i&l~=j&l~=k

                        B(4,:)=A(l,:);

                        t=det(B);

                        tmp=max(pig,abs(t));

                        det4=tmp;

                        if abs(t)==16

                            B

                            n=n+1;

                        end

                    end

                 end

            end

         end

    end

det

附录二:五阶时的程序:  

clear all;

A=[1,1,1,1,1;

-1,1,1,1,1;1,-1,1,1,1;1,1,-1,1,1;1,1,1,-1,1;1,1,1,1,-1;

-1,-1,1,1,1;-1,1,-1,1,1;-1,1,1,-1,1;-1,1,1,1,-1;

1,-1,-1,1,1;1,-1,1,-1,1;1,-1,1,1,-1;

1,1,-1,-1,1;1,1,-1,1,-1;1,1,1,-1,-1];

B=zeros(5);

det5=1;

tmp=1;

t=1;

    for i=1:16

        B(1,:)=A(i,:);

        for j=1:16

            if j~=i

                B(2,:)=A(j,:);

            end

            for k=1:16

                if k~=i&k~=j

                    B(3,:)=A(k,:);

                end

                for l=1:16

                    if l~=i&l~=j&l~=k

                        B(4,:)=A(l,:);

                    end

for m=1:16

if m~=i&m~=j&m~=k&m~=l

    B(5,:)=A(m,:);

                        t=det(B);

                        tmp=max(pig,abs(t));

                        det5=tmp;

                    end

                 end

            end

         end

    end

end

det5

附录三: 六阶时的程序

clear all

j=0;k=0;l=0;m=0;n=0;

t=1;

A=zeros(2^5,6);

for i=0:1

    for j=0:1

        for k=0:1

            for l=0:1

                for m=0:1

                    for n=0:1

                            A(t,:)=[(-1)^i,(-1)^j,(-1)^k,(-1)^l,(-1)^m,(-1)^n];

                            t=t+1;

                        end

                    end

                end

            end

        end

    end

B=zeros(6,6);det6=1;a=0;

   for i=1:32

       B(1,:)=A(i,:);

        for j=1:32

            if j==i

                break 

            else

                B(2,:)=A(j,:);

            for k=1:32

                if k==j|k==i

                    break

                else

                    B(3,:)=A(k,:);

                end

                for l=1:32

                    if l==j|l==k|l==i

                        break

                    else

                        B(4,:)=A(l,:);

                    end

                    for m=1:32

                         if m==j|m==k|m==l|m==i

                             break

                         else

                             B(5,:)=A(m,:);

                          end

                          for n=1:32

                              if n==j|n==k|n==l|n==m|n==i

                                 break

                             else

                                  B(6,:)=A(n,:);

                                  d=abs(det(B));

                                  if d==160

                                      B

                                        a=a+1;

                                  end

                                        q=max(d,det6);

                                        det6=q;

                                    end

                         end

                      end

                   end

                end

            end

        end

end
det6

附录四: 七阶时的程序

clear all

j=0;k=0;l=0;m=0;n=0;o=0;

t=1;

A=zeros(2^6,7);

    for j=0:1

        for k=0:1

            for l=0:1

                for m=0:1

                    for n=0:1

                        for o=0:1

                            A(t,:)=[-1,(-1)^j,(-1)^k,(-1)^l,(-1)^m,(-1)^n,(-1)^o];

                            t=t+1;

                        end

                    end

                end

            end

        end

    end

B=zeros(7,7);det7=1;a=1;

       B(1,:)=[1,1 1 1 1 1 1];

        for j=1:32

            B(2,:)=A(j,:);

            for k=1:32

                if k==j

                    break

                else

                    B(3,:)=A(k,:);

                end

                for l=1:32

                    if l==j|l==k

                        break

                    else

                        B(4,:)=A(l,:);

                    end

                    for m=1:32

                         if m==j|m==k|m==l

                             break

                         else

                             B(5,:)=A(m,:);

                          end

                          for n=1:32

                              if n==j|n==k|n==l|n==m

                                 break

                             else

                                  B(6,:)=A(n,:);

                               end

                               for o=1:32

                                  if o==j|o==k|o==l|o==m|o==n

                                   break

                                   else

                                        B(7,:)=A(o,:);

                                        d=det(B);

                                        if d==320

                                            B

                                            a=a+1

                                        q=max(d,det7);

                                        det7=q;

                              end

                         end

                      end

                   end

                end

            end

        end

    end
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