圆的最小覆盖
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摘  要 本论文探讨了用n个圆去覆盖一个圆的最小覆盖问题,给出了n从1到6时子圆的最小半径。
关键词 圆的覆盖, 最小半径, 正弦定理
Abstract In this paper we research that a circle is covered by n smaller circles, and what is the minimal radius of circles. We find out the minimal radius when n is from 1 to 6.

Keyword circle covered by circles, the minimal radius, the sine theorem.  

在现代化农业生产中，为了使灌溉自动化。农民们需要在农田里铺设水管，在水管的某处安装喷水笼头。为了更好地利用水资源，必须对喷水笼头的个数，位置进行合理的安排。固定的一块农田，因喷水笼头的个数不同，安装不同，喷水范围不同。抽象到数学中，就是用n个圆去覆盖一个圆,用n个圆去覆盖正方形,长方形,等等.例如用n个大小不同的圆去覆盖一个圆,那么这些圆的半径会是多少呢?为了计算方便,我们不妨设用n个大小相同的圆来覆盖.设被覆盖的圆为母圆,半径设为1。假定要去覆盖母圆的子圆的半径为r。显然r=1时是成立的.那么我们不禁去思考r=
[image: image107.wmf],r=
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时子圆还能覆盖母圆吗? r的最小时又可以等于多少呢?下面我们研究一下n为1,2,3,4,5,6时的最小覆盖问题。

一. n=1时,这时只有一个子圆,显然r
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=1。

二. n=2时,这时有两个子圆覆盖母圆,那么必有一个子圆至少覆盖母圆的
[image: image4.wmf]2
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圆周,这时母圆的直径是子圆的一条弦,所以2r
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2。因此r
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=1。

三. n=3时,这时有三个子圆覆盖母圆,则必定要覆盖圆周,故至少有一个子圆要覆盖至少
[image: image7.wmf]3
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的圆周,因此半径至少为
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,但可找到r=
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的三子圆覆盖。（如图１）。将母圆圆周三等分，得A,B,C三点,分别以AB,BC,AC中点为圆心，
[image: image10.wmf]2
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弦长为半径分别画圆即得。
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图１

四. n=4时,这时有四个子圆覆盖母圆,则四个子圆要覆盖圆周,故至少有一圆要覆盖至少
[image: image12.wmf]4
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的圆周,因此半径至少为
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,可找到r=
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2

的四子圆覆盖。（如图２）。将母圆圆周四等分，得A,B,C,D四点，分别以AB,BC,CD,DA的中点为圆心，
[image: image15.wmf]2
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弦长为半径分别画圆即得。
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图 2

五. n=5时,这时有五个子圆覆盖母圆,依照母圆圆心与子圆的位置关系,可将五个子圆的排列方式分为:①圆心在一个子圆的内部;②圆心在三个子圆的边界;③圆心在四个子圆的边界;④圆心在五个子圆的边界。

对于①,又可分为两种情况:⑴包含母圆圆心的子圆与母圆圆周不相交,这时只有四个子圆覆盖母圆的圆周,故至少有一个圆要覆盖至少
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圆周,因此半径至少为
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。（如图3）。先将母圆圆周四等分，得A,B,C,D四点，分别以AB,BC,CD,DA的中点为圆心，
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弦长为半径画圆，再以母圆圆心为圆心，
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弦长为半径画圆即得。
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图 3

⑵包含母圆圆心的子圆与母圆圆周相交（略）.

② 圆心在三个子圆的边界。（如图4）。因为五个子圆半径相等,所以与母圆圆心相交的子圆所覆盖的母圆圆周相等,设这些母圆圆周所对的圆心角为
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,由此可得相交圆的半径为r
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。那么剩下的母圆圆周为(2
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),它由两个子圆覆盖,故至少有一圆要覆盖至少
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的圆周。因此半径至少为r
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因为五个子圆半径相等,所以r
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在母圆上取一点A，将它绕圆心旋转
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角两次，得到B,C两点，再在圆周另一边取一点D，使它与C在圆周上相隔1.313，然后让它绕圆心旋转
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，得到E，AB,BC,DE与圆心可分别一圆。又分别以线段AE,CD的中点为圆心，A,D为圆上的一点可画圆。
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图 4

③ 圆心在四个子圆的边界,（如图5）。设与母圆圆心相交的子圆所覆盖的母圆圆周所对的圆心角为
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。则相交子圆的半径为r
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。不与母圆圆心相交的子圆所覆盖的母圆圆周为(2
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)。这时半径至少为r
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　　因为五个子圆半径相等,所以r
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, 由此得
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在母圆上取一点A，将它绕圆心旋转角
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角四次，得到B,C,D,E四点，相临两点和圆心可画一圆，又以线段AE中点为圆心，以A为圆上一点又可画一圆。
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图 5
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④ 圆心在五个子圆的边界。（如图6）。这时可知至少有一圆要覆盖至少母圆的
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圆周。即子圆要覆盖
[image: image51.wmf]5
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的扇形。因此半径至少为r=
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图6
 在母圆上取一点A，将它绕圆心旋转
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角四次，得到B,C,D,E四点，则AB,BC,CD,DE,EA与圆心可分别画一圆。
综上,当五个圆要覆盖一个圆时，其最小半径小于等于
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六．n＝6时，这时有六个子圆覆盖母圆，类似n＝5时，可将母圆圆心与子圆位置关系分为：母圆圆心①在一个子圆的内部；②在三个子圆的边界；③四个子圆的边界；④五个子圆的边界；⑤六个子圆的边界。

对于①，（如图7）。包含母圆圆心的子圆与母圆无交点，因此5个子圆要覆盖母圆的圆周，故至少有一个子圆要覆盖母圆的至少
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圆周，半径至少为0.618。

在五. ④的基础上,只需再画一个圆心在母圆圆心，半径为
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0

×

的圆即得。
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图 7

对于②，（如图8）。类似于n＝5时，与母圆圆心相交的子圆要覆盖角为
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的扇形，因此r
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。剩下的三个子圆要覆盖母圆的至少为(2
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)的圆周，故至少有一个子圆要覆盖母圆的至少为
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因为六个子圆半径相等，所以r
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, 由此得
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将母圆圆周三等分，得到A,B,C三个三等分点。将它们分别绕圆心旋转
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角，得D,E,F。则AD,BE,CF与圆心可画一圆，又以线段DB,EC,FA中点为圆心，A,B,C为圆上一点分别画一圆。
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图 8

对于③，如图9。类似于n＝5时，与母圆圆心相交的子圆要覆盖角为
[image: image72.wmf]a

的扇形，因此r
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。剩下的两个子圆要覆盖母圆的至少为(2
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故至少有一个子圆要覆盖母圆的至少为
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　　因为六个子圆半径相等，所以r
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, 由此得
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 在母圆上取一点A，将它绕圆心旋转
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角两次，得到B,C两点，则将A绕圆心旋转
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角，得到D点，再将D绕圆心旋转
[image: image86.wmf]o
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角两次，得到E,F点，则AB,BC,DE,EF与圆心可画一圆，又以CD,FA中点为圆心，A,D为圆上一点又可分别画一圆。
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图 9

对于④，（如图10）。类似于n＝5时，与母圆圆心相交的子圆要覆盖角为
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的扇形，因此r
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因为六个子圆半径相等，所以r
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, 由此得
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在母圆圆周上取一点A，将它绕圆心旋转
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角五次，得到B,C,D,E,F五点，AB,BC,CD,DE,EF与圆心可分别画一圆。又以AF中点为圆心，A为圆上一点又可画一圆。
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图 10

⑤ 对于母圆圆心在六个子圆的边界，如图11。由于这六个子圆要覆盖母圆的圆周，故至少有一个子圆要覆盖母圆的
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扇形，半径至少为
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，但可找到半径为
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(
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0.577)的子圆覆盖母圆。在母圆圆周上取一点A，将它绕圆心旋转
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角，得到B,C,D,E,F五点，AB,BC,CD,DE,EF,FA可与圆心分别画一圆。
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图 11

综上，当六个相同的圆要覆盖一个圆时，其最小半径约为
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