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7-6 数值微分

基本想法与数值积分类似,即用函数值的线性组合来近似某点的导数值.

插值型求导公式

设 pn(x)是 f(x)基于节点 x0, x1, . . . , xn的插值多项式,则可用 pn(x)的导数来近似 f(x)

的导数,即

f ′(x) ≈ p′n(x).

这就是插值型求导公式.
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误差

由插值余项公式可知

f ′(x)− p′n(x) =
d

dx

(
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x)

)

假定 f (n+1)(ξx)关于 x可导,则当 x是节点时,即 x = xi,有

f ′(xi)− p′n(xi) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ω′
n+1(xi) =

f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!

n∏
k=0,k ̸=i

(xi − xk).

- 我们通常只考虑节点处的导数值,其他点的导数可通过插值等手段获得.
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一阶导数的差分近似: 两点公式

两点公式

设节点 x0, x1,记 h = x1 − x0,则可得一次插值多项式

p1(x) =
x− x1
x0 − x1

f(x0) +
x− x0
x1 − x0

f(x1).

因此

f ′(x0) = p′1(x0) +
f ′′(ξ0)

2
(x0 − x1) =

1

h
(f(x1)− f(x0))−

h

2
f ′′(ξ0),

f ′(x1) = p′1(x1) +
f ′′(ξ1)

2
(x1 − x0) =

1

h
(f(x1)− f(x0)) +

h

2
f ′′(ξ1).

分别称为向前差分公式和向后差分公式.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 4/9



一阶导数的差分近似: 三点公式

考虑等距节点 x0, x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h,对应的二次 Lagrange插值多项式为

p2(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
f(x0) +

(x− x0)(x− x2)

(x1 − x0)(x1 − x2)
f(x1) +

(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
f(x2)

做变量代换: x = x0 + th,则

p2(t) =
1

2
(t− 1)(t− 2)f(x0) + t(t− 2)f(x1) +

1

2
t(t− 1)f(x2).

于是
dp2
dt =

1

2

(
(2t− 3)f(x0)− 4(t− 1)f(x1) + (2t− 1)f(x2)

)
.

所以

dp2
dx =

dp2
dt

/ dx
dt =

1

2h

(
(2t− 3)f(x0)− 4(t− 1)f(x1) + (2t− 1)f(x2)

)
.
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分别令 x = x0, x1, x2,即 t = 0, 1, 2,可得

p′2(x0) =
1

2h

(
− 3f(x0) + 4f(x1)− f(x2)

)
,

p′2(x1) =
1

2h

(
f(x2)− f(x0)

)
,

p′2(x2) =
1

2h

(
f(x0)− 4f(x1) + 3f(x2)

)
.

加上误差项,于是有

f ′(x0) =
1

2h

(
− 3f(x0) + 4f(x1)− f(x2)

)
+

h2

3
f (3)(ξ0),

f ′(x1) =
1

2h

(
f(x2)− f(x0)

)
− h2

6
f (3)(ξ1),

f ′(x2) =
1

2h

(
f(x0)− 4f(x1) + 3f(x2)

)
+

h2

3
f (3)(ξ2).

这就是三点求导公式,其中第二个是常用的中心差分公式.
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二阶导数的差分近似

计算 p2(x)关于 x的二阶导数可得

d2p2
dx2 =

1

h2
(
f(x0)− 2f(x1) + f(x2)

)
.

加上误差项,于是有

f ′′(x1) =
1

h2
(
f(x0)− 2f(x1) + f(x2)

)
− h2

12
f (4)(ξ).

这就是计算二阶导数常用的中心差分公式.

- 事实上,以上计算一阶导数和二阶导数的中心差分公式都可以从 Taylor展开式得到.
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其他方法

 三次样条求导

 外推算法

 ... ...
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