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为什么数值积分

I =

ˆ b

a
f(x) dx

 在很多情况下,被积函数的原函数很难求出 (或很复杂),如 f(x) =
1

1 + x6
的原函数为
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+ C.

 原函数无法用初等函数表示,如

f(x) =
sinx

x
, f(x) = e−x2

, f(x) =
√
1 + k2 sin2 x.

 在某些实际应用中,被积函数 f(x)的表达式是未知的,只给出了某些离散点上的值.

在这些情况下,我们如何计算定积分 (近似值)?
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什么是数值积分

数值积分

数值积分就是研究如何用函数值 (有时也会用到导数值)的线性组合来近似定积分.

数值积分主要研究的问题

数值积分主要考虑以下问题:
(1) 求积公式的构造;
(2) 精确程度的衡量;
(3) 余项估计/误差估计.
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7-1-1 机械求积公式

设 f(x) ∈ C[a, b],取节点 a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn < xn+1 = b,根据定积分的定义,有
ˆ b

a
f(x) dx = lim

h→0

n∑
i=0

hif(ξi), ξi ∈ [xi, xi+1], hi = xi+1 − xi, h = max
i

{hi}.

当 h充分小, n充分大时,我们就有下面的近似公式
ˆ b

a
f(x) dx ≈

n∑
i=0

hif(ξi).
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机械求积公式

为了方便起见,我们将上述公式改写为 (将记号 hi和 ξi更换为 Ai和 xi)

ˆ b

a
f(x) dx ≈

n∑
i=0

Aif(xi) ≜ In(f)

这里 xi称为求积节点,满足 a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b,系数 Ai称为求积系数,与函数
f(x)无关. 该求积公式就称为机械求积公式.

- 机械求积公式只包含函数值, 但求积公式并不局限于机械求积公式, 有些求积公式可
能会包含其它信息,如导数值等.
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例 7.1 设 f(x) ∈ C[a, b], 则由积分中值定理可知, 存在 ξ ∈ [a, b] 使得

ˆ b

a
f(x) dx = f(ξ)(b− a).

 如果用左端点的函数值 f(a) 来近似 f(ξ), 则可得左矩形公式:
ˆ b

a
f(x) dx ≈ f(a)(b− a);

 如果用右端点的函数值 f(b) 来近似 f(ξ), 则可得右矩形公式:
ˆ b

a
f(x) dx ≈ f(b)(b− a);

 如果用中点的函数值来近似 f(ξ), 则可得中矩形公式:
ˆ b

a
f(x) dx ≈ f

(
a+ b

2

)
(b− a).

这类公式称为矩形公式, 其几何意义就是用矩形的面积来近似曲边梯形的面积.
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7-1-2 代数精度

如何衡量一个求积公式的好坏?
如果能对次数较高的多项式精确成立,那么我们就认为该求积公式具有较高的精度.

定义 7.1 如果一个求积公式对所有次数不超过 m 的多项式精度成立, 但对 m + 1 次多

项式不精确成立, 则称该求积公式具有 m次代数精度.

代数精度的计算方法

依次将 f(x) = 1, x, x2, . . . , xm, . . .代入求积公式,直到等式不精确成立为止.
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例 7.2 试确定系数 Ai, 使得下面的求积公式具有尽可能高的代数精度, 并计算代数精度.
ˆ 1

−1
f(x) dx ≈ A0f(−1) +A1f(0) + A2f(1).

证明概要.分别取 f(x) = 1, x, x2,令求积公式精确成立,可得


A0 +A1 +A2 = b− a

−A0 +A2 = 0

A0 +A2 =
2

3

求得 A0 = 1
3
, A1 = 4

3
, A2 = 1

3
. 因此求积公式为

ˆ 1

−1

f(x) dx ≈ 1

3
f(−1) +

4

3
f(0) +

1

3
f(1).

将 f(x) = x3 代入,公式左边 = 0 =右边.
将 f(x) = x4 代入,公式左边为 2

5
,右边为 2

3
. 因此该求积公式的代数精度为 3.

- 公式中含有 n+ 1个参数,因此可以选取合适的 Ai,使得公式至少具有 n次代数精度
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机械求积公式基本性质

引理 7.1 设机械求积公式的代数精度 ≥ 0, 则有

A0 +A1 + · · ·An = b− a. (7.1)

(板书, 将 f(x) = 1 代入求积公式, 令等式精确成立即可)

- 上面的结论是机械求积公式的一个基本性质.
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7-1-3 收敛性与稳定性

定义 7.2 记求积公式的余项为 R[f ], 若

lim
h→0

R[f ] = 0,

则称求积公式是收敛的, 其中 h = max
0≤i≤n−1

{xi+1 − xi}.

- 由定义可以,求积公式的收敛性与定积分的存在性是类似的,即当分割足够细 (即模趋
于 0)时极限存在,该极限就是定积分.
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机械求积公式的稳定性

为什么要考虑稳定性

在利用机械求积公式计算定积分时,需要计算函数值. 由于存在舍入误差,因此最后的结
果也会带有误差. 求积公式的稳定性就是考虑这些舍入误差对计算结果的影响.

定义 7.3 考虑机械求积公式, 设 f̃k 是计算 f(xk) 时得到的近似值, 如果对任给的 ε > 0,
都存在 δ > 0, 使得当 |f(xk)− f̃k| < δ 对 k = 0, 1, 2, . . . , n 都成立时, 有∣∣∣∣∣

n∑
k=0

Akf(xk)−
n∑

k=0

Akf̃k

∣∣∣∣∣ < ε,

则称该机械求积公式是 稳定的.
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稳定性判别方法

定理 7.2 对于具有 0 次及以上代数精度的机械求积公式, 如果求积系数 Ai 都是正数, 则
求积公式是稳定的.
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7-2 插值型求积公式

构造求积公式的一个常用方法就是使用插值多项式.

设 Ln(x)是 f(x)关于节点 a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b的 n次插值多项式,则
ˆ b

a
f(x) dx ≈

ˆ b

a
Ln(x) dx =

ˆ b

a

n∑
k=0

lk(x)f(xk) dx

=

n∑
k=0

(ˆ b

a
lk(x) dx

)
f(xk) ≜

n∑
k=0

Akf(xk).

这就是插值型求积公式,其中 lk(x)是 n次 Lagrange基函数, Ak =

ˆ b

a
lk(x) dx.
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余项/误差

由多项式插值余项公式可知,插值型求积公式的余项为

R[f ] =

ˆ b

a

(
f(x)− Ln(x)

)
dx =

ˆ b

a

f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x) dx,

其中

ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn).

- 由于 ξx与 x有关,上面的误差值是无法得到的,因此通常用下面的方法来估计误差

∣∣R[f ]
∣∣ = ∣∣∣∣∣
ˆ b

a

f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ Mn+1

(n+ 1)!

ˆ b

a
|ωn+1(x)| dx,

其中Mn+1 = max
a≤x≤b

|f (n+1)(x)|.
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插值型求积公式的代数精度

引理 7.3 插值型求积公式
ˆ b

a
f(x) dx ≈

n∑
k=0

Akf(xk) 至少具有 n 次代数精度.

(板书, 依次将 f(x) = 1, x, x2, . . . , xn 代入, 可得 f (n+1)(ξx) = 0)
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插值型求积公式的代数精度

事实上,我们有下面的性质.

定理 7.4 机械求积公式
ˆ b

a
f(x) dx ≈

n∑
i=0

Aif(xi) 至少具有 n 次代数精度的充要条件是

该公式是插值型的.

- 由该定理可知,当机械求积公式具有尽可能高的代数精度时,它总是插值型的.
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