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5-5-1 正规方程

min
x∈Rn

∥Ax− b∥22

定理 5.1 设 A ∈ Rm×n (m ≥ n), 则 x∗ ∈ Rn 是线性最小二乘问题的解当且仅当残量

r = b−Ax∗ 与 Ran(A) (值域) 正交, 即 x∗ 是下面的正规方程 (或法方程) 的解

AT(b−Ax) = 0 或 ATAx = ATb. (5.1)

(板书)
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证明概要.充分性: 设 x∗ 是正规方程的解. 对任意向量 y ∈ Rn,由 (b−Ax∗)⊥Ran(A)可知

∥Ay − b∥22 = ∥(Ax∗ − b) +A(y − x∗)∥22

= ∥Ax∗ − b∥22 + ∥A(y − x∗)∥22

≥ ∥Ax∗ − b∥22.

因此, x∗ 是线性最小二乘问题的解.

必要性: 设 x∗ 是线性最小二乘问题的解. 用反证法,假定 z ≜ AT(b− Ax∗) ̸= 0. 取 y = x∗ + αz,其中 α > 0,
则有

∥Ay − b∥22 = ∥Ax∗ − b+ αAz∥22 = ∥Ax∗ − b∥22 − 2α∥z∥22 + α2∥Az∥22.

由于 ∥z∥2 > 0,当 α充分小时,有 2∥z∥22 > α∥Az∥22,即上式右端小于 ∥Ax∗ − b∥22. 这与 x∗ 是最小二乘解相矛
盾. 所以 z = 0,即 AT(b−Ax∗) = 0.
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解的存在性与唯一性

由于

ATb ∈ Ran(AT) = Ran(ATA),

因此正规方程 ATAx = ATb是相容 (consistent)的,即最小二乘解总是存在的.

定理 5.2 设A ∈ Rm×n (m ≥ n),则ATA对称正定当且仅当A是列满秩的,即 rank(A) =

n. 此时, 线性最小二乘问题的解是唯一的, 其表达式为

x∗ = (ATA)−1ATb.
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最小二乘解的几何含义

根据最小二乘问题与正规方程的关系, 我们可以把 b

写成

b = Ax∗ + r, 其中 r⊥Ran(A).

所以 Ax∗就是 b在 Ran(A)上的正交投影,见右图.

需要指出的是,最小二乘解可能并不唯一,但上述分解是唯一的.
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5-5-2 Cholesky分解法

当 A列满秩时,我们就可以使用 Cholesky分解来求解正规方程.

计算复杂度

 计算 ATA: → mn2 只需计算下三角或上三角部分

 计算 Cholesky分解: → 1

3
n3

 回代求解: → O(n2)

总的运算量大约为mn2 +
1

3
n3 +O(n2)
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Cholesky分解求解正规方程的优缺点

 优点: 运算量最小,简单直观.

 缺点: ATA的条件数是 A的平方,对于病态问题,不建议使用.

例 5.1 设 A =


1 1 1
ε

ε
ε

 , 则 ATA =


1 + ε2 1 1

1 1 + ε2 1

1 1 1 + ε2

 .

记 εu 为机器精度, 则当 εu < ε <
√
εu 时有 ε2 < εu, 由于舍入误差的原因, 通过浮点

运算计算得到的 ATA是奇异的. 但我们注意到 A是满秩的.
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5-5-3 QR分解法

设 A ∈ Rm×n (m ≥ n)是满秩的,其 QR分解为 A = QR,则

x∗ = (ATA)−1ATb = (RTQTQR)−1RTQTb = (RTR)−1RTQTb = R−1QTb

- QR分解法的运算量大约为 2mn2. 当m ≫ n时,大约为 Cholesky分解法的两倍.

- QR分解法比较稳定,是当前求解最小二乘问题的首选方法,特别是当 A条件数较大
(病态)时.
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5-5-4 奇异值分解法

设 A ∈ Rm×n列满秩, A = UnΣV
T是 A的降阶奇异值分解,则

x∗ = (ATA)−1ATb =
(
V ΣUT

n UnΣV
T
)−1

V ΣUT
n b

= (V Σ−2V T)V ΣUT
n b

= V Σ−1UT
n b.
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关于 SVD法的几点说明

 相比于 Cholesky分解法和 QR分解法, SVD法具有更高的健壮性

 计算 SVD的运算量远超 Cholesky分解法和 QR分解法

 只有当系数矩阵秩亏或者接近秩亏时才使用 (此时 QR分解法可能会失效)
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例 5.3 分别用三种方法求解最小二乘问题, 比较运算时间. (LS_3methods.m)
三种方法的运算时间如下 (A ∈ R2n×n, b ∈ Rn, 以秒为单位):

n 正规方程法 QR 分解法 奇异值分解法

2000 0.0870 0.2070 1.4840
2500 0.1910 0.4430 3.1160
3000 0.2500 0.6950 5.9600
3500 0.4640 1.2130 10.0500
4000 0.4940 1.5700 14.8750
4500 0.6690 2.1680 20.6410
5000 1.0720 2.9350 28.6360

b 这里结果可能受计算机硬件和代码优化影响, 并不一定能准确反映各种方法的实际运算效率.
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5-6 数据拟合

5.6数据拟合

5.6.1 最小二乘与法方程

5.6.2 多项式数据拟合
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数据拟合

数据拟合

数据拟合,也称曲线拟合,是指选择适当的曲线来拟合通过观测或实验所获得的数据.

为什么数据拟合

科学和工程中遇到的很多问题,往往只能通过诸如采样、实验等方法获得若干离散的数
据. 根据这些数据, 如果能够找到一个连续的函数（即曲线）或者更加密集的离散方程,
使得实验数据与方程的曲线能够在最大程度上近似吻合,就可以根据曲线方程对数据进
行理论分析和数值预测,对某些不具备测量条件的位置的结果进行估算.
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数据拟合举例

例 5.4 回想一下中学物理课的 “速度与加速度” 实验: 假设某物体正在做加速运动, 加速
度未知, 实验人员从时间 t0 = 3 秒时刻开始, 每隔 1 秒时间对这个物体进行测速, 得到一
组速度和时间的离散数据 (见下表). 请根据实验数据推算该物体的加速度.

时间 t (秒) 3 4 5 6 7 8 9 10

速度 v (米/秒) 8.41 9.94 11.58 13.02 14.33 15.92 17.54 19.22
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实验法: 在坐标纸中画出这些点,如下图 (左图)所示.

可以看出, 测量结果呈现典型的线性特征. 沿着该线性特征画一条直线, 使尽量多的测量点能够位于直线上,
或者与直线的偏差尽量小,见上图 (右图). 这条直线就是我们根据测量结果拟合的速度与时间的函数关系. 最
后测量出直线的斜率 k,它就是被测物体的加速度. 经过测量,我们实验测到的物体加速度值约为 1.52米/秒 2.
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数学方法: 设加速度为 a (米/秒 2),则速度 v与时间 t之间的关系式为

v = v0 + a(t− t0).

其中 v0 = 8.41, t0 = 3. 将实验数据 (ti, vi)依次代入可得

9.94 = 8.41 + a

11.58 = 8.41 + 2a

13.02 = 8.41 + 3a

14.33 = 8.41 + 4a

15.92 = 8.41 + 5a

17.54 = 8.41 + 6a

19.22 = 8.41 + 7a

显然,这个方程组是无解的.

事实上,由于实验存在误差,上面的每个方程并不需要严格成立,因此我们只需要求偏差尽可能地小即可.
也就是说,使得偏差平方和尽可能地小,即转化为下面的最小化问题

min
a∈R

7∑
i=1

|vi − v0 − a(ti − t0)|2.

这是一个最小二乘问题,这就是数据拟合的最小二乘法.
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数据拟合

数据拟合: 数学描述

如果只知道函数在部分点上的值 (即数据),且这些数据带有一定的误差,需要在函数类 Φ

中寻找一个函数 p(x),使其在某种度量下是这些数据的最佳逼近,这就是数据拟合,也称
为曲线拟合.

怎么做数据拟合？
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5-6-1 最小二乘与法方程
给定数据

x x0 x1 x2 · · · xm−1 xm

y y0 y1 y2 · · · ym−1 ym

在函数族 Φ ≜ span{φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)}中寻找函数 S∗(x),使得它与这组数据的偏
差平方和最小,即

m∑
i=0

|S∗(xi)− yi|2 = min
S(x)∈Φ

m∑
i=0

|S(xi)− yi|2. (5.2)

这里的 n通常远远小于m,即 n ≪ m. 因此,曲线拟合问题就转化为求解一个最小二乘问
题,这就是数据拟合的最小二乘法.
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其他拟合方法

- 在进行数据拟合时,也可以使用其他标准 (拟合方法),如极小化偏差的最大值,即

max
0≤i≤m

|S∗(xi)− yi| = min
S(x)∈Φ

max
0≤i≤m

|S(xi)− yi|.

但上述极小化问题求解很复杂.

- 另一种拟合方法是极小化偏差之和,即
m∑
i=0

|S∗(xi)− yi| = min
S(x)∈Φ

m∑
i=0

|S(xi)− yi|.

但由于目标函数不可导,求解也很困难.
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数据拟合最小二乘问题求解

对任意 S(x) ∈ Φ = span{φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)},可设
S(x) = α0φ0(x) + α1φ1(x) + · · ·+ αnφn(x),

于是原问题就转化为求下面的多元函数的最小值点:

I(α0, α1, . . . , αn) ≜
m∑
i=0

|S(xi)− yi|2 =
m∑
i=0

 n∑
j=0

αjφj(xi)− yi

2

.

由于 I(α0, α1, . . . , αn)是正定的,因此其最小值点就是其驻点. 令偏导数为零,可得

0 =
∂I(α0, α1, . . . , αn)

∂αk
= 2

m∑
i=0

φk(xi)

 n∑
j=0

αjφj(xi)− yi

 , k = 0, 1, 2, . . . , n.

整理后可写为
n∑

j=0

[
m∑
i=0

φk(xi)φj(xi)

]
αj =

m∑
i=0

yiφk(xi), k = 0, 1, 2, . . . , n.
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引入记号

(φj , φk) ≜
m∑
i=0

φj(xi)φk(xi), (y, φk) ≜
m∑
i=0

yiφk(xi), (5.3)

则上面的方程可简写为
n∑

j=0

(φj , φk)αj = (y, φk), k = 0, 1, 2, . . . , n.

写成矩阵形式即可得法方程:
Gα = d (5.4)

其中

G =


(φ0, φ0) (φ0, φ1) · · · (φ0, φn)

(φ1, φ0) (φ1, φ1) · · · (φ1, φn)
...

...
...

(φn, φ0) (φn, φ1) · · · (φn, φn)

 , α =


α0

α1

...
αn

 , d =


(y, φ0)

(y, φ1)
...

(y, φn)

 .

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 22/37



将法方程的解记为 α∗
0, α

∗
1, α

∗
2, . . . , α

∗
n,则最佳平方逼近函数为

S∗(x) = α∗
0φ0(x) + α∗

1φ1(x) + · · ·+ α∗
nφn(x).

为了确保法方程的解存在唯一,我们要求系数矩阵 G非奇异.

定理 5.3 设 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x) ∈ C[a, b]线性无关. 如果 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)的

任意（非零）线性组合在点集 {x0, x1, . . . , xm} 上至多只有 n 个不同的零点, 则 G 非奇

异, 此时法方程 (5.4) 存在唯一解.

- 上述定理中的条件称为 Haar条件,显然,如果取 φi(x) = xi,则 Haar条件成立.
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例 5.5 已知数据表如下, 求 f(x) 的最小二乘拟合函数 S∗(x), 并给出拟合误差.

xi 0.24 0.65 0.95 1.24 1.73 2.01 2.23 2.52 2.77 2.99

yi 0.102 0.103 0.156 0.167 0.274 0.448 0.562 0.620 0.799 1.00
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证明概要.分两步走: 先确定一组基,然后求解法方程.
在坐标平面上描出数据点,根据点的分布情况,选取基函数

φ0(x) = lnx, φ1(x) = cosx, φ2(x) = ex.

所以 n = 2. 又根据数据表可知m = 8,直接计算可得

(φ0, φ0) =

m∑
i=0

φ2
0(xi) ≈ 6.794, (φ0, φ1) = (φ1, φ0) =

m∑
i=0

φ0(xi)φ1(xi) ≈ −5.347,

(φ0, φ2) = (φ2, φ0) =

m∑
i=0

φ0(xi)φ2(xi) ≈ 63.26, (φ1, φ1) =

m∑
i=0

φ2
1(xi) ≈ 5.108,

(φ1, φ2) = (φ2, φ1) =

m∑
i=0

φ1(xi)φ2(xi) ≈ −49.01, (φ2, φ2) =

m∑
i=0

φ2
2(xi) ≈ 1003,

(y, φ0) =

m∑
i=0

yiφ0(xi) ≈ 3.234, (y, φ1) =

m∑
i=0

yiφ1(xi) ≈ −2.489,

(y, φ2) =

m∑
i=0

yiφ2(xi) ≈ 51.77.
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所以法方程为 
6.794 −5.347 63.26

−5.347 5.108 −49.01

63.26 −49.01 1003



α0

α1

α2

 =


3.234

−2.489

51.77

 .

解得

α0 = 0.00224, α1 = 0.0172, α2 = 0.0523.

所以最小二乘拟合函数为

S∗(x) = 0.00224 lnx+ 0.0172 cosx+ 0.0523ex.

拟合误差为

m∑
i=0

|S∗(xi)− yi|2 ≈ 0.0141.
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(Approxi_Datafit_01.m)
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函数空间的选取

- 对于数据拟合问题,如何选择数学模型很重要 (即函数空间Φ,也即基函数φ0(x), φ1(x),

. . . , φn(x)),通常需要根据物理意义或所给数据的分布情况来确定.
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5-6-2 多项式数据拟合

在数据拟合时,如果取 φ0(x) = 1, φ1(x) = x, . . . , φn(x) = xn,即 Φ = Hn,则法方程为

m∑
i=0

ωi

m∑
i=0

ωixi · · ·
m∑
i=0

ωix
n
i

m∑
i=0

ωixi
m∑
i=0

ωix
2
i · · ·

m∑
i=0

ωix
n+1
i

...
...

...
m∑
i=0

ωix
n
i

m∑
i=0

ωix
n+1
i · · ·

m∑
i=0

ωix
2n
i





α0

α1

...

αn


=



m∑
i=0

ωiyi

m∑
i=0

ωixiyi

· · ·
m∑
i=0

ωix
n
i yi


.

设解为 [α∗
0, α

∗
1, . . . , α

∗
n]

T,则

S∗(x) = α∗
0 + α∗

1x+ · · ·+ α∗
nx

n

即为 f(x)的 n次最小二乘拟合多项式.
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例 5.6 已知数据表如下, 求 2 次最小二乘拟合多项式.

xi 0 0.25 0.50 0.75 1.00

yi 1.0000 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183

求解概要. 设 2 次最小二乘拟合多项式为 p2(x) = α0 + α1x+ α2x
2. 直接计算得法方程

5 2.5 1.875

2.5 1.875 1.5625

1.875 1.5625 1.3825



α0

α1

α2

 =


8.7680

5.4514

4.4015

 .

解得

α0 = 1.0052, α1 = 0.8641, α2 = 0.8437.

所以此组数据的 2 次最小二乘拟合多项式为

S∗
2 (x) = 1.0052 + 0.8641x+ 0.8437x2.
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正交多项式与多项式拟合

- 由于当 n较大时,直接求解法方程的计算成本较高,而且系数矩阵是病态的 (与 Hilbert
矩阵类似),因此该方法不适合计算高次最小二乘拟合多项式,此时可以借助正交多项
式来进行求解.
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5-7 信号恢复与图像处理

5.7信号恢复与图像处理

5.7.1 信号去噪

5.7.2 图像恢复

潘建瑜@MATH.ECNU https://math.ecnu.edu.cn/~jypan/Teaching/SC



5-7-1 信号去噪

在获取数字信号时,由于各种各样的原因,最后得到的信号总会带有一定的噪声,即

b = x+ η,

其中 x是真实的信号, b是观察到的信号, η是噪声.

去噪 是数字信号和图像处理中的一个基本问题,其中一个有效方法就是加权最小二
乘法,即求解

min
x

1

2
∥x− b∥22 +

1

2
α∥Dx∥22,

其中 D是离散的二阶导算子或 TV算子等.
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例 5.7 数字信号去噪. (LS_denoise.m)
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5-7-2 图像恢复

除了带噪声以外, 在获取数字图像时也经常会由于各种原因 (设备仪器, 拍摄环境等) 导
致图像模糊. 通常数字图像的获取模型为

f = B(x) + η,

其中 x是真实图像, f 是观察到的图像, B(·)是卷积算子 (代表模糊机制), η是噪声.
由于问题本身是不适定的,因此需要进行正则化,常用模型有 Tikhonov正则化模型:

min ∥B(x)− f∥22 + µ2∥x∥22

或加权正则化模型:

min ∥B(x)− f∥22 + µ2∥Dx∥22,

其中 D是广义加权矩阵,可以是非负对角矩阵或 TV算子等.
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(a)真实图像 (b)模糊机制 (out-of-focus)

(a)获取到的图像 (带有噪声和模糊)
(b)恢复后的图像 (基于 Tikhonov正则化模型)
(c)恢复后的图像 (基于加权正则化模型)
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