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7-5-1 曲线拟合介绍

曲线拟合 (curve fitting)

曲线拟合是指选择适当的曲线来拟合通过观测或实验所获得的数据.

例 中学物理课的 “速度与加速度” 实验: 假设某物体正在做加速运动, 加速度未知, 实验
人员从时间 t0 = 3 秒时刻开始, 每隔 1 秒时间对这个物体进行测速, 得到一组速度和时间
的离散数据 (见下表). 请根据实验数据推算该物体的加速度.

时间 t (秒) 3 4 5 6 7 8 9 10

速度 v (米/秒) 8.41 9.94 11.58 13.02 14.33 15.92 17.54 19.22
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实验法

在坐标纸中画出这些点,如下图 (左图)所示,测得的加速度值约为 1.52米/秒 2.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 4/28



数学方法

设加速度为 a (米/秒 2),则速度 v与时间 t之间的关系式为 v = v0 + a(t− t0)

其中 v0 = 8.41, t0 = 3. 将实验数据 (ti, vi)依次代入可得

9.94 = 8.41 + a

11.58 = 8.41 + 2a

13.02 = 8.41 + 3a

14.33 = 8.41 + 4a

15.92 = 8.41 + 5a

17.54 = 8.41 + 6a

19.22 = 8.41 + 7a

显然,这个方程组是无解的.
事实上,由于实验存在误差,上面的每个方程并不需要严格成立,只要偏差尽可能地小即可,即转化为
下面的最小二乘问题

min
a∈R

7∑
i=1

|vi − v0 − a(ti − t0)|2 ≜ min
a∈R

∥b− Ta∥22.
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7-5-2 最小二乘与法方程
曲线拟合的最小二乘法

给定数据

x x0 x1 x2 · · · xm−1 xm

y y0 y1 y2 · · · ym−1 ym

在函数族 Φ ≜ span{φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)}中寻找函数 S∗(x),使得它与这组数据的偏
差平方和最小,即

m∑
i=0

|S∗(xi)− yi|2 = min
S(x)∈Φ

m∑
i=0

|S(xi)− yi|2.

这就是曲线拟合的最小二乘法. 这里的 n通常远远小于m,即 n ≪ m.
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曲线拟合的其他方法

极小化∞-范数

在进行数据拟合时,也可以使用其他标准 (拟合方法),如极小化偏差的最大值,即

max
0≤i≤m

|S∗(xi)− yi| = min
S(x)∈Φ

max
0≤i≤m

|S(xi)− yi|. (∞-范数)

但上述极小化问题求解很复杂.

极小化 1-范数

另一种拟合方法是极小化偏差之和,即
m∑
i=0

|S∗(xi)− yi| = min
S(x)∈Φ

m∑
i=0

|S(xi)− yi|. (1-范数)

但由于目标函数不可导,求解也很困难.
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带权最小二乘

在某些应用中,在各个点上的权重可能不一样,因此我们需要带权的数据拟合问题,即

min
S(x)∈Φ

m∑
i=0

ωi|S(xi)− yi|2, (带权内积导出范数)

其中 ωi都是正实数,代表在各个点处的权重.

注记

离散数据拟合的最小二乘问题实质上可以看作是最佳平方逼近问题的离散形式,因此,可
以将求连续函数的最佳平方逼近函数的方法直接用于求解该问题.
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带权最小二乘问题的求解

min
S(x)∈Φ

m∑
i=0

ωi|S(xi)− yi|2

对任意 S(x) ∈ Φ = span{φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)},可设

S(x) = a0φ0(x) + a1φ1(x) + · · ·+ anφn(x),

于是原问题就转化为求下面的多元函数的最小值点:

I(a0, a1, . . . , an) ≜
m∑
i=0

ωi|S(xi)− yi|2 =
m∑
i=0

ωi

 n∑
j=0

ajφj(xi)− yi

2

.
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由于 I(a0, a1, . . . , an)是正定的,因此其最小值点就是其驻点. 令偏导数为零,可得

0 =
∂I(a0, a1, . . . , an)

∂ak
= 2

m∑
i=0

ωiφk(xi)

 n∑
j=0

ajφj(xi)− yi

 , k = 0, 1, 2, . . . , n.

整理后可写为
n∑

j=0

[
m∑
i=0

ωiφk(xi)φj(xi)

]
aj =

m∑
i=0

ωiyiφk(xi), k = 0, 1, 2, . . . , n.

引入记号

(φj , φk) ≜
m∑
i=0

ωiφj(xi)φk(xi), (y, φk) ≜
m∑
i=0

ωiyiφk(xi),

则上面的方程可简写为
n∑

j=0

(φj , φk)aj = (y, φk), k = 0, 1, 2, . . . , n.
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法方程

Ga = d,

其中

G =


(φ0, φ0) (φ0, φ1) · · · (φ0, φn)

(φ1, φ0) (φ1, φ1) · · · (φ1, φn)
...

...
...

(φn, φ0) (φn, φ1) · · · (φn, φn)

 , a =


a0

a1
...
an

 , d =


(y, φ0)

(y, φ1)
...

(y, φn)

 .

将法方程的解记为 a∗0, a
∗
1, a

∗
2, . . . , a

∗
n,则最佳平方逼近函数为

S∗(x) = a∗0φ0(x) + a∗1φ1(x) + · · ·+ a∗nφn(x).
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法方程的解的存在唯一性

 为了确保法方程的解存在唯一,我们要求系数矩阵 G非奇异.

 引入的记号 (φj , φk)并不构成 C[a, b]或 Φ中的内积.
因此仅仅凭借 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)的线性无关并不能推出 G是非奇异的.

定理 设 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x) ∈ C[a, b] 线性无关. 如果 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x) 的任

意（非零）线性组合在点集 {x0, x1, . . . , xm} 上至多只有 n 个不同的零点, 则 G 非奇异,
此时法方程存在唯一解.

- 上述定理中的条件称为 Haar条件,显然,如果取 φi(x) = xi,则 Haar条件成立.
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例 已知数据表如下, 求 f(x) 的最小二乘拟合函数 S∗(x).

xi 0.24 0.65 0.95 1.24 1.73 2.01 2.23 2.52 2.77 2.99

yi 0.23 −0.26 −1.10 −0.45 0.27 0.10 −0.29 0.24 0.56 1.00

证明概要.分两步走: 先确定一组基,然后通过解法方程求出表出系数.
在坐标平面上描出数据点,根据点的分布情况,选取基函数

φ0(x) = lnx, φ1(x) = cosx, φ2(x) = ex.

由直接计算可得法方程 
6.7941 −5.3475 63.259

−5.3475 5.1084 −49.009

63.259 −49.009 1002.5



a0

a1

a2

 =


1.6131

−2.3821

26.773

 .

解得 a0 = −1.0410, a1 = −1.2613, a2 = 0.03073.所以最小二乘拟合函数为

S∗(x) = −1.0410 lnx− 1.2613 cosx+ 0.03073ex.
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数学模型: 拟合函数空间

- 对于曲线拟合问题,如何选择数学模型很重要 (即函数空间Φ,也即基函数φ0(x), φ1(x),

. . . , φn(x)),通常需要根据物理意义或所给数据的分布情况来确定.
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7-5-3 多项式拟合

在数据拟合时,如果取 φ0(x) = 1, φ1(x) = x, . . . , φn(x) = xn,即 Φ = Hn,则法方程为

m∑
i=0

ωi

m∑
i=0

ωixi · · ·
m∑
i=0

ωix
n
i

m∑
i=0

ωixi
m∑
i=0

ωix
2
i · · ·

m∑
i=0

ωix
n+1
i

...
...

...
m∑
i=0

ωix
n
i

m∑
i=0

ωix
n+1
i · · ·

m∑
i=0

ωix
2n
i





a0

a1

...

an


=



m∑
i=0

ωiyi

m∑
i=0

ωixiyi

· · ·
m∑
i=0

ωix
n
i yi


.

设解为 [a∗0, a
∗
1, . . . , a

∗
n]

T,则
S∗(x) = a∗0 + a∗1x+ · · ·+ a∗nx

n

即为 f(x)的 n次最小二乘拟合多项式.
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例 已知数据表如下, 求 2 次最小二乘拟合多项式. (权系数 ωi 默认为 1)

xi 0 0.25 0.50 0.75 1.00

yi 1.0000 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183

证明概要.设 2次最小二乘拟合多项式为 p2(x) = a0 + a1x+ a2x
2. 直接计算得法方程

5 2.5 1.875

2.5 1.875 1.5625

1.875 1.5625 1.3825



a0

a1

a2

 =


8.7680

5.4514

4.4015

 .

解得

a0 = 1.0052, a1 = 0.8641, a2 = 0.8437.

所以此组数据的 2次最小二乘拟合多项式为

S∗
2 (x) = 1.0052 + 0.8641x+ 0.8437x2.
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7-5-4 正交多项式与最小二乘拟合

定义 (离散情形的带权正交) 给定点集 {xi}mi=0 以及各点处的权系数 {ωi}mi=0, 如果函数
族 {φk(x)}nk=0 满足

(φk, φj) ≜
m∑
i=0

ωiφk(xi)φj(xi) =

 0, k ̸= j,

Ak ̸= 0, k = j,
(是否构成内积?)

则称 {φk(x)}nk=0 关于点集 {xi}mi=0 带权 {ωi}mi=0 正交.

带权正交多项式

如果 φk(x)为首项系数不为零的 k 次多项式,则 {φk(x)}nk=0 就是关于点集 {xi}mi=0 的带

权正交多项式.
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n次最小二乘拟合多项式

定理 设多项式 p0(x), p1(x), . . . , pn(x) 是关于点集 x0, x1, . . . , xm 的带权 ω0, ω1, . . . , ωm

正交, 则 f(x) 的 n 次最小二乘拟合多项式为

S∗
n(x) = a∗0p0(x) + a∗1p1(x) + a∗2p2(x) + · · ·+ a∗npn(x),

其中

a∗k =
(pk, f)

(pk, pk)
, k = 0, 1, 2, . . . , n.

问题: 带权正交多项式 p0(x), p1(x), . . . , pn(x)如何计算？
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带权正交 (离散情形)多项式的递推计算方法

与正常的正交多项式类似,我们也可以构造出在离散带权正交情形下的三项递推公式:

p0(x) = 1, p1(x) = x− α0,

pk+1(x) = (x− αk)pk(x)− βkpk−1(x), k = 1, 2, . . . ,

其中

αk =
(xpk, pk)

(pk, pk)
, k = 0, 1, . . . , βk =

(pk, pk)

(pk−1, pk−1)
, k = 1, 2, . . . .

可以证明,由上述递推方法构造出来的 {pk(x)}nk=0关于点集 {xi}mi=0是带权 {ωi}mi=0正交的.

- 在实际计算时, n可以事先给定,或在计算过程中根据计算精度来确定.
- 在计算过程中可以将构造正交多项式族、解法方程、形成拟合多项式穿插进行.
- 该方法非常适合编程实现,是目前多项式最小二乘拟合的首选方法,有通用程序.
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例 已知数据表如下, 求 2 次最小二乘拟合多项式（计算过程中小数点后保留 2 位）.

xi 0 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.00

yi 1.00 1.75 1.96 2.19 2.44 2.71 3.00

(Approxi_datafit_orth_poly_01.m) (MATLAB 最小二乘拟合多项式函数 polyfit)

证明概要.由题意可知, m = 6, n = 2. 直接计算可得

(p0, p0) =
m∑
i=0

1 = 7, (f, p0) =
m∑
i=0

yi = 15.05, (xp0, p0) =
m∑
i=0

xi = 4.5.

所以 a0 =
(f, p0)

(p0, p0)
≈ 2.15, α0 =

(xp0, p0)

(p0, p0)
≈ 0.64.于是可得 p1(x) = x− 0.64.

不断利用三项递推公式,可求得

a1 ≈ 1.98, α1 ≈ 0.36, β0 ≈ 0.094; p2(x) = x2 − 0.98x+ 0.12; a2 ≈ 1.00.

所以此组数据的 2次最小二乘拟合多项式为

S∗
2 (x) = a0p0(x) + a1p1(x) + a2p2(x) = x2 + x+ 1.
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7-6 有理逼近

7.6有理逼近

7.6.1 怎样求最佳平方逼近

7.6.2 用正交函数计算最佳平方逼近

7.6.3 最佳平方逼近多项式

7.6.4 用正交多项式计算最佳平方逼近多项式
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为什么有理逼近？

 多项式逼近的优点: 计算简便.
 多项式逼近的缺点: 若 f(x)在某点附近无界 (比如奇点),则用多项式逼近效果较差.

(勘误: 讲义上“无解”应该是“无界”)
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有理逼近

用有理函数来做逼近

Rnm(x) ≜ pn(x)

qm(x)
=

n∑
k=0

akx
k/

m∑
k=0

bkx
k.

 最佳有理一致逼近:

min ∥Rnm − f(x)∥∞

 最佳有理平方逼近:

min ∥Rnm − f(x)∥2
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Pade逼近与 Taylor展开

Pade逼近基本思想: 以尽可能快的速度与 Taylor展开式相匹配.

定义 设 f(x) ∈ CN+1(−a, a), N = m+ n, 如果有理函数

Rnm(x) ≜ a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

1 + b1x+ · · ·+ bmxm
=

pn(x)

qm(x)

满足 (1) pn(x) 与 qm(x) 无公共因式; (2) Rnm(x)(k)(0) = f (k)(0), k = 0, 1, . . . , N ; 则称
Rnm(x) 为 f(x) 在 x = 0 处的 (n,m) 阶 Pade 逼近, 记作 R(n,m).

几点说明

 Pade逼近是一类特殊的有理逼近.
 Rnm(x)和 f(x)的 Taylor展开式的前m+ n项是一样的.
 qm(x)的常数项为 1 (标准化处理, b0 ̸= 0)
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R(n,m)的计算

记 N = m+ n,设 f(x) ∈ CN+1(−a, a), f(x)在 x = 0处的 Taylor展开为

f(x) = f(0) + f (1)(0)x+
1

2!
f (2)(0)x2 + · · ·+ 1

N !
f (N)(0)xN +

1

(N + 1)!
f (N+1)(ξ)xN+1,

前 N + 1项部分和为

p(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + · · ·+ cNxN , ck =

1

k!
f (k)(0).

设 h(x) = p(x)qm(x)− pn(x),则条件 Rnm(x)(k)(0) = f (k)(0)等价于

h(k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . , N

又通过计算可知

(p(x)qm(x)− pn(x))
(k)

∣∣∣
x=0

= k!

k∑
j=0

cjbk−j − k!ak,
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R(n,m)的计算 (续)

所以可得 
ak =

k−1∑
j=0

cjbk−j + ck, k = 0, 1, 2, . . . , n,

0 =

k−1∑
j=0

bk−j , k = n+ 1, n+ 2, . . . , N.

为了书写方便,当 j > m时令 bj = 0.

注记

N + 1个未知量: a0, a1, . . . , an, b1, . . . , bm, N + 1个方程,因此存在唯一解的充要条件是
系数矩阵非奇异.
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(n,m)阶 Pade逼近

定理 设 f(x) ∈ CN+1(−a, a), N = m + n, 则 Rnm(x) (其中 b0 = 1) 是 f(x) 的 (n,m)

阶 Pade 逼近的充要条件是 pn 和 qn 的系数满足上述递推公式.

- b1, b2, . . . , bm通过解方程得到, a0, a1, . . . , an可直接计算.
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