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什么是最佳平方逼近

设 f(x) ∈ C[a, b],在某个给定的简单易算的函数集 Φ ⊂ C[a, b]中寻找 S∗(x),使得

∥f(x)− S∗(x)∥22 = min
S(x)∈Φ

∥f(x)− S(x)∥22

我们称 S∗(x)为 f(x)在 Φ中的最佳平方逼近函数.

注记

这里的范数 ∥ · ∥2是 C[a, b]上的带权内积导出的范数,即

∥f(x)− S(x)∥22 =
ˆ b

a
ρ(x)(f(x)− S(x))2 dx.
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7-3-1 怎样求最佳平方逼近

基函数法

设 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)是 Φ的一组基,则对任意 S(x) ∈ Φ, S(x)可表示为

S(x) = a0φ0(x) + a1φ1(x) + · · ·+ anφn(x).

因此

∥f(x)− S(x)∥22 =
ˆ b

a
ρ(x)

(
f(x)−

n∑
i=0

aiφi(x)

)2

dx ≜ I(a0, a1, . . . , an).

求最佳逼近函数 S∗(x)就转化为求多元函数 I(a0, a1, . . . , an)的最小值问题.
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多元函数最小值

I(a0, a1, . . . , an)取最小值的充要条件是
∂I(a0, a1, . . . , an)

∂ak
= 0,即

2

ˆ b

a
ρ(x)

(
f(x)−

n∑
i=0

aiφi(x)

)
φk(x) dx = 0, k = 0, 1, 2, . . . , n,

也即
n∑

i=0

ai

ˆ b

a
ρ(x)φi(x)φk(x) dx =

ˆ b

a
ρ(x)f(x)φk(x) dx.

写成内积形式即为

n∑
i=0

(φk, φi)ai = (φk, f) , k = 0, 1, 2, . . . , n.
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法方程


(φ0, φ0) (φ0, φ1) · · · (φ0, φn)

(φ1, φ0) (φ1, φ1) · · · (φ1, φn)
...

...
...

(φn, φ0) (φn, φ1) · · · (φn, φn)




a0

a1
...
an

 =


(φ0, f)

(φ1, f)
...

(φn, f)

 ⇐⇒ Ga = d

由于 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)线性无关, G非奇异,因此法方程存在唯一解.

 求 S∗(x) ⇐⇒解法方程 Ga = d.
 存在唯一解⇐⇒ G非奇异⇐⇒ φ0, φ1, . . . , φn线性无关.
 S∗(x)是 f(x)在 Φ中的最佳逼近⇐⇒ (f − S∗, φk) = 0, k = 0, 1, . . . , n

⇐⇒ (f − S∗)⊥Φ
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定理 设 a∗0, a
∗
1, . . . , a

∗
n 是法方程的解, 则 S∗(x) 是 f(x) 在 Φ 中的最佳平方逼近, 其中

S∗(x) = a∗0φ0(x) + a∗1φ1(x) + · · ·+ a∗nφn(x).

(板书)

证明概要.对任意 S(x) ∈ Φ,有 S(x)− S∗(x) ∈ Φ. 由于 a∗
0, a

∗
1, . . . , a

∗
n 是法方程的解,故

(f − S∗, φk) = 0, k = 0, 1, 2, . . . , n.

所以有 (f − S∗, S(x)− S∗(x)) = 0.于是

∥f − S∥22 = ∥(f − S∗)− (S − S∗)∥22 = ∥f − S∗∥22 + ∥S − S∗∥22 ≥ ∥f − S∗∥22,

其中等号当且仅当 ∥S − S∗∥2 = 0,即 S = S∗ 时成立.
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误差估计

记 δ(x) = f(x)− S∗(x)为平方逼近误差. 由于 (f − S∗, φk) = 0,因此

∥δ(x)∥22 = (f − S∗, f − S∗) = (f − S∗, f) = ∥f∥22 −
n∑

i=0

a∗i (φi, f) .
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7-3-2 用正交函数计算最佳平方逼近

出发点: 避免解法方程→取正交基,则 G为对角矩阵.

设 φ0(x), φ1(x), . . . , φn(x)是 Φ的一组正交基,则法方程的解为

a∗k =
(φk, f)

(φk, φk)
, k = 0, 1, 2, . . . , n.

S∗(x) =

n∑
k=0

(φk, f)

(φk, φk)
φk(x)

误差

∥δ(x)∥22 = ∥f(x)− S∗(x)∥22 = (f, f)− (S∗, f) = ∥f∥22 −
n∑

k=0

(φk, f)
2

(φk, φk)
.
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广义 Fourier级数

设 {φn(x)}∞n=0是正交函数族,对 f(x) ∈ C[a, b],构造级数

a∗0φ0(x) + a∗1φ1(x) + · · ·+ a∗nφn(x) + · · ·

其中 a∗k =
(φk, f)

(φk, φk)
. 这就是关于 f(x)的广义 Fourier级数,它是 Fourier级数的推广,其中

a∗k 称为广义 Fourier系数.

若正交函数族取为

1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . ,

则上述级数就是 Fourier级数.
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7-3-3 最佳平方逼近多项式

最佳平方逼近多项式

设 Φ = Hn (次数不超过 n的所有多项式组成的集合),则 f(x)在 Φ中的最佳平方逼近就
称为 f(x)的 n次最佳平方逼近多项式,记为 S∗

n(x).
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例 设 [a, b] = [0, 1],权函数 ρ(x) ≡ 1,取 Hn 的一组基 {1, x, x2, . . . , xn}. 求 f(x) ∈ C[0, 1]

的 n 次最佳平方逼近多项式.

解由于 φi(x) = xi,直接计算可得 (φi, φj) =
´ 1

0
xi+j dx = 1

i+j+1
.所以法方程的系数矩阵为

G =



1
1

2

1

3
· · · 1

n+ 1

1

2

1

3

1

4
· · · 1

n+ 2
...

...
...

...
1

n+ 1

1

n+ 2

1

n+ 3
· · · 1

2n+ 1


≜ H,

这就是著名的 Hilbert矩阵. 右端项 d = [d0, d1, . . . , dn]
T,其中

dk = (φk, f) =

ˆ 1

0

xkf(x) dx, k = 0, 1, 2, . . . , n.

解法方程可得 a∗
k,于是 f(x)的 n次最佳平方逼近多项式为

S∗
n(x) =

n∑
k=0

a∗
kx

k.
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例 设 f(x) =
√
1 + x2, 求 f(x) 在 [0, 1] 上的一次最佳平方逼近多项式.

(板书)

- Hilbert矩阵对称正定,但高度病态,当维数较大时,会给数值求解带来很大的困难. 因
此,我们很少用这种方法来求最佳平方逼近多项式.
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7-3-4 正交多项式与最佳平方逼近

定理 设 f(x) ∈ C[a, b], {φn(x)}∞n=0 是正交多项式族,

S∗(x) =

n∑
k=0

(φk, f)

(φk, φk)
φk(x)

即 S∗
n(x) 是 f(x) 的 n 次最佳平方逼近多项式, 则

lim
n→∞

∥f(x)− S∗
n(x)∥2 = 0,

即 S∗
n(x) 一致收敛到 f(x). (证明可参见相关资料)
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用 Legendre多项式来计算最佳平方逼近多项式

定理 设 f(x) ∈ C[−1, 1], 权函数 ρ(x) ≡ 1, 则 f(x) 在 [−1, 1] 上的 n 次最佳平方逼近多

项式为

S∗
n(x) = a∗0P0(x) + a∗1P1(x) + · · ·+ a∗nPn(x),

其中 Pk(x) 为 k 次 Legendre 多项式,

a∗k =
(Pk, f)

(Pk, Pk)
=

2k + 1

2

ˆ 1

−1
Pk(x)f(x) dx.

误差

∥δn(x)∥22 = ∥f(x)− S∗
n(x)∥22 = ∥f(x)∥22 −

n∑
k=0

a∗k(Pk, f) =

ˆ 1

−1
f2(x) dx−

n∑
k=0

2 (a∗k)
2

2k + 1
.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 15/31



例 设 f(x) = ex, 求 f(x) 在 [−1, 1] 上的三次最佳平方逼近多项式.
(板书)
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误差估计

定理 设 f(x) ∈ C2[−1, 1], 则对 ∀ x ∈ [−1, 1] 和 ∀ ε > 0, 当 n 充分大时, 有

|f(x)− S∗
n(x)| ≤

ε√
n
.

(证明可参见相关资料)
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首项系数为 1的 Legendre多项式的极小性质

定理 在所有首项系数为 1 的 n 次多项式中, P̃n(x) 在 [−1, 1] 上与零的平方逼近误差最

小, 即

∥P̃n(x)∥2 = min
p(x)∈H̃n

∥p(x)∥2 = min
p(x)∈H̃n

(ˆ 1

−1
p2(x) dx

) 1
2

,

其中 P̃n(x) 是首项系数为 1 的 Legendre 多项式.
(板书)

- 这是 Legendre多项式的一个重要性质,与 T̃n(x)的 “无穷范数最小”性质相类似.
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一般区间上的最佳平方逼近多项式的计算方法

计算过程如下:

(1) 做变换替换 x(t) =
b− a

2
t+

b+ a

2
,将 f(x)转化为 g(t) = f(x(t)), t ∈ [−1, 1];

(2) 通过 Legendre多项式计算出 g(t)在 [−1, 1]上的最佳平方逼近多项式 S∗(t);

(3) 将 t =
2x− b− a

b− a
代入 S∗(t),给出 f(x)在 [a, b]上的最佳平方逼近多项式

S∗
(
2x− b− a

b− a

)
.
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7-4 最佳一致逼近
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什么是最佳一致逼近

设 f(x) ∈ C[a, b],在某个给定的函数集 Φ ⊂ C[a, b]中寻找 S∗(x),使得

∥f(x)− S∗(x)∥∞ = min
S(x)∈Φ

∥f(x)− S(x)∥∞.

我们称 S∗(x)为 [a, b]上 f(x)在 Φ中的最佳一致逼近函数.

若 Φ = Hn,则称 S∗(x)为 f(x)在 [a, b]上的 n次最佳一致逼近多项式.

注记

这里的范数 ∥ · ∥∞是 C[a, b]上的无穷范数,即

∥f(x)− S(x)∥∞ = max
a≤x≤b

|f(x)− S(x)|.
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7-4-1 最佳一致逼近多项式的存在唯一性

定理 (Chebyshev 定理) 设 f(x) ∈ C[a, b], 则 f(x) 在 [a, b] 上存在唯一的 n 次最佳一

致逼近多项式, 且 p∗n(x) 是 f(x) 的 n 次最佳一致逼近多项式的充要条件是 f(x)− p∗n(x)

在 [a, b] 内至少存在 n+ 2 个交错偏差点 x0, x1, x2, . . . , xn+1, 即

f(xi)− p∗n(xi) = (−1)i max
a≤x≤b

|p∗n(x)− f(x)|, i = 0, 1, 2, . . . , n+ 1.

(证明可参见相关资料)

- 该定理揭示了最佳一致逼近多项式的特征,并描述了最佳一致逼近多项式误差曲线的
性态,是构造最佳一致逼近多项式的主要理论依据.
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零次最佳一致逼近多项式

作为例子,我们考虑 n = 0和 n = 1时的情形.

例 设 f(x) ∈ C[a, b], 则 f(x) 的零次最佳一致逼近多项式为

p∗0(x) =
1

2

(
min
a≤x≤b

f(x) + max
a≤x≤b

f(x)

)
.
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一次最佳一致逼近多项式

例 设 f(x) ∈ C2[a, b] 且 f ′′(x) > 0, x ∈ [a, b], 求 f(x) 的一次最佳一致逼近多项式.
(板书)

- 当 n ≥ 2时,求最佳一致逼近多项式通常非常复杂和困难的 (特殊情形除外).
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7-4-2 n次多项式的
n− 1次最佳一致逼近多项式

如果 f(x)是一个 n次多项式,则我们可以利用首项系数为 1的 Chebyshev多项式与零偏差
最小的性质构造其 n− 1次最佳一致逼近多项式.

定理 设 f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0, 其中 an ̸= 0, 则

p∗n−1(x) = f(x)− anT̃n(x)

是 f(x) 在 [−1, 1] 上的 n− 1 次最佳一致逼近多项式. (留作练习)
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例 设 f(x) = 2x3 + x2 + 2x− 1, 求 f(x) 在 [−1, 1] 上的 2 次最佳一致逼近多项式.

证明概要.由前面的定理可知, f(x)在 [−1, 1]上的 2次最佳一致逼近多项式为

p∗2(x) = f(x)− 2T̃3(x) = x2 +
7

2
x− 1.

思考：如何计算首项系数非零的 n次多项式 f(x)在 [a, b]上的 n− 1次最佳一致逼近
多项式? (变量代换)
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7-4-3 Chebyshev级数
与近似最佳一致逼近

由于最佳一致逼近多项式的计算非常困难, 在实际应用中, 人们往往更倾向于寻找 近似
最佳一致逼近多项式.
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Chebyshev级数

Chebyshev展开是一种很有效的计算近似最佳一致逼近多项式的方法.

设 f ∈ C[−1, 1], ρ(x) =
1√

1− x2
,在 f(x)的广义 Fourier级数中取 φk = Tk(x),则可得

a∗0
2

+

∞∑
k=1

a∗kTk(x),

这就是 f(x)在 [−1, 1]上的 Chebyshev级数,其中

a∗k =
2

π

ˆ 1

−1

Tk(x)f(x)√
1− x2

dx =
2

π

ˆ π

0
f(cos θ) cos kθ dθ, k = 0, 1, 2, . . . .

注意: 由于 (T0, T0) = π,因此这里的 a∗0 = 2
(T0, f)

(T0, T0)
.
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定理 若 f ′′(x) 在 [−1, 1] 上分段连续, 则 Chebyshev 级数一致收敛, 即

f(x) =
a∗0
2

+

∞∑
k=1

a∗kTk(x).

记部分和

C∗
n(x) =

a∗0
2

+
n∑

k=1

a∗kTk(x) ,

则余项为 (级数一致收敛,余项收敛到 0)

f(x)− C∗
n(x) =

∞∑
k=n+1

a∗kTk(x) ≈ a∗n+1Tn+1(x).

由于 ∥T̃n+1(x)∥∞在 H̃n+1中最小,故 C∗
n(x)可看作是 f(x)在 [−1, 1]上的近似最佳一致逼

近多项式.
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