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什么是函数逼近

函数逼近基本思想

函数逼近的基本思想就是使用简单易算的函数去近似表达式复杂的函数.

多项式函数逼近

考虑用多项式函数去做函数逼近. 对于闭区间上任意连续函数 f(x),由 Weierstrass定理
可知, 存在一个多项式序列一致收敛到 f(x). 这就是用多项式函数逼近一般连续函数的
理论基础.

本讲主要介绍多项式函数逼近
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7-1 多基本概念与预备知识

最佳函数逼近

对于一个给定的复杂函数 f(x),在某个表达式较简单的函数类 Φ中寻找一个函数 p∗(x),
使其在某种度量下距离 f(x)最近,即最佳逼近,这就是函数逼近.

几点注记

 f(x)通常较复杂,但一般是连续的,我们主要考虑 [a, b]上的连续函数
 函数类 Φ通常由简单函数构成,比如多项式,分段多项式,有理函数,三角函数等
 在不同的度量下, f(x)的最佳逼近可能不一样



什么是曲线拟合

曲线拟合

如果只知道函数在部分节点上的值, 且这些数值带有一定的误差, 需要在函数类 Φ 中寻
找一个函数 p(x),使其在某种度量下是这些数据的最佳逼近,这就是曲线拟合,也称为数
据拟合,可以看作是离散情况下的函数逼近.

思考：函数逼近、曲线拟合与函数插值有什么区别?
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多项式逼近的理论基础

定理 (Weierstrass 逼近定理) 设 f ∈ C[a, b], 则对任意的 ε > 0 存在一个多项式 p(x),
使得

max
a≤x≤b

|f(x)− p(x)| < ε

在 [a, b] 上一致成立.

- 该定理也称为 Weierstrass第一定理. 该定理表明,任意一个闭区间上的连续函数都可
以用多项式来一致逼近,即实系数多项式构成的集合在 C[a, b]内是处处稠密的.
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最佳逼近函数

定义 设 Φ 为某个函数空间, 给定函数 f(x) ∈ C[a, b], 若存在 g∗(x) ∈ Φ, 使得

∥f(x)− g∗(x)∥ = min
g(x)∈Φ

∥f(x)− g(x)∥,

则称 g∗(x) 为 f(x) 在 Φ 中的 [a, b] 上的最佳逼近函数.

- g∗(x)与函数空间 Φ,范数 ∥ · ∥和区间 [a, b]有关.
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最佳逼近多项式

定义 设 Hn 为所有次数不超过 n 的多项式组成的函数空间, 给定函数 f(x) ∈ C[a, b], 若
存在 p∗(x) ∈ Hn, 使得

∥f(x)− p∗(x)∥ = min
p(x)∈Hn

∥f(x)− p(x)∥,

则称 p∗(x) 为 f(x) 在 [a, b] 上的 n 次最佳逼近多项式.

 若范数为 ∥ · ∥∞, 则称 p∗(x) 为 n 次最佳一致逼近多项式;
 若范数为 ∥ · ∥2, 则称 p∗(x) 为 n 次最佳平方逼近多项式.
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最小二乘曲线拟合

最小二乘曲线拟合

如果只知道 f(x)在某些节点上的函数值 f(xi) = yi (i = 0, 1, 2, . . . ,m),在某个函数空间
Φ中寻找 g∗(x)使得

m∑
i=1

|yi − g∗(xi)|2 = min
g(x)∈Φ

m∑
i=1

|yi − g(xi)|2,

则称 g∗(x)为 f(x)的最小二乘拟合. 若 Φ取为 Hn,则称 g∗(x)为 f(x)的 n次最小二乘

拟合多项式. 这里一般有m > n.
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7-2 正交多项式

7.2正交多项式

7.2.1 正交函数族与正交多项式

7.2.2 Legendre多项式

7.2.3 Chebyshev多项式

7.2.4 Chebyshev多项式零点插值

7.2.5 其他正交多项式
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7-2-1 正交函数族与正交多项式

定义 (函数正交) 设 f(x), g(x) ∈ C[a, b], ρ(x) 是 [a, b] 上的权函数, 若

(f, g) =

ˆ b

a
ρ(x)f(x)g(x) dx = 0,

则称 f(x) 与 g(x) 在 [a, b] 上带权 ρ(x) 正交.

定义 (正交函数族) 设 φ0(x), φ1(x), . . . ∈ C[a, b], ρ(x) 是 [a, b] 上的权函数, 若

(φi, φj) =

ˆ b

a
ρ(x)φi(x)φj(x) dx =

 0, i ̸= j

τi > 0, i = j
i, j = 0, 1, 2, . . . ,

则称 {φn(x)} 是 [a, b] 上带权 ρ(x) 正交函数族. 若所有 τi = 1, 则称为标准正交函数族.
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正交函数举例

例 三角函数系
1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . .

在 [−π, π] 上是带权 ρ(x) = 1 的正交函数族.

证明概要.利用三角函数的 “积化和差”公式和被积函数的奇偶性.

(1, 1) =

ˆ π

−π

1 dx = 2π;

(sinnx, sinnx) =

ˆ π

−π

(sinnx)2 dx =

ˆ π

−π

1

2
(1− cos 2nx) dx = π;

(cosnx, cosnx) =
ˆ π

−π

(cosnx)2 dx =

ˆ π

−π

1

2
(1 + cos 2nx) dx = π;

(sinnx, sinmx) =

ˆ π

−π

sinnx sinmx dx =

ˆ π

−π

1

2

(
cos(n−m)x− cos(n+m)x

)
dx = 0, m ̸= n;

(cosnx, cosmx) =

ˆ π

−π

cosnx cosmx dx =

ˆ π

−π

1

2

(
cos(n−m)x+ cos(n+m)x

)
dx = 0, m ̸= n;

(cosnx, sinmx) =

ˆ π

−π

cosnx sinmx dx = 0, m ̸= n. (奇函数)
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正交多项式

定义 (正交多项式) 设 pn(x) 是首项系数不为零的 n 次多项式, n = 0, 1, 2, . . ., ρ(x) 是
[a, b] 上的权函数, 若对 i, j = 0, 1, 2, . . . 有

(pi, pj) =

ˆ b

a
ρ(x)pi(x)pj(x) dx =

 0, i ̸= j,

τi > 0, i = j,

则称 {pn(x)}∞n=0 为 [a, b] 上带权 ρ(x) 正交, 并称 pn(x) 为 n 次正交多项式.
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两个基本性质

基本性质一

设 {pn(x)}∞n=0 为 [a, b]上带权 ρ(x)正交多项式,则 p0(x), p1(x), p2(x), . . . , pn(x)线性无
关,所以它们构成 Hn的一组正交基,其中

Hn = {p(x) | deg(p) ≤ n}

基本性质二

由于 pn(x) 与 p0(x), p1(x), . . . , pn−1(x) 都正交, 故 pn(x) 与 Hn−1 中的任意多项式都正
交,即

(pn(x), p(x)) =

ˆ b

a
ρ(x)pn(x)p(x) dx = 0, ∀ p(x) ∈ Hn−1.
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正交多项式的三项递推公式

定理 设 {pk(x)}∞k=0 为 [a, b] 上的正交多项式, 且首项系数均为 1, 则有

pn+1(x) = (x− αn)pn(x)− βnpn−1(x), n = 1, 2, . . . ,

其中 p0(x) = 1, p1(x) = x− α0,

αn =
(xpn, pn)

(pn, pn)
, n = 0, 1, 2, . . . , βn =

(pn, pn)

(pn−1, pn−1)
, n = 1, 2, . . . .

(板书)

- 所有首项系数为 1的正交多项式族都满足这个公式,该公式也给出了正交多项式的一
个 (快速)递推计算方法.
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正交多项式的零点

定理 设 {pn(x)}∞n=0 是 [a, b] 上带权 ρ(x) 的正交多项式, 则当 n ≥ 1 时, pn(x) 在 (a, b)

内有 n 个不同零点.
(板书)
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正交多项式的构造: Gram-Schmidt正交化

事实上,任意一组线性无关的多项式组 (函数族),均可通过 Gram-Schmidt正交化过程生成一
组正交的多项式组 (函数族).

Gram-Schmidt正交化过程

易知 {1, x, x2, . . . , xn, . . .}是线性无关的. 相应的 Gram-Schmidt正交化过程可描述为:

p0(x) = 1,

pk(x) = xk −
k−1∑
j=0

ckjpj(x), ckj =
(xk, pj)

(pj , pj)
, k = 1, 2, 3, . . . .

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 16/39



7-2-2 Legendre多项式

Legendre多项式

P0(x) = 1, Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn (x
2 − 1)n, x ∈ [−1, 1], n = 1, 2, . . . .

首项系数为
(2n)!

2n(n!)2
; 称 P̃n(x) =

2n(n!)2

(2n)!
Pn(x)为首项系数为 1的 Legendre多项式.
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正交性

定理 (正交性)

(Pn, Pm) =

ˆ b

a
Pn(x)Pm(x) dx =


0, m ̸= n

2

2n+ 1
, m = n

(板书)

设 [a, b] = [−1, 1],权函数 ρ(x) = 1,将线性无关函数组 {1, x, x2, . . . , xn, . . .}进行 Gram-

Schmidt正交化后得到的就是单位化后的 Legendre多项式,即
2n+ 1

2
Pn(x).
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更多性质

定理 (奇偶性) P2k(x) 只含偶次幂, P2k+1(x) 只含奇次幂, 故

Pn(−x) = (−1)nPn(x).

(留作课外自习, φ(x) = (x2 − 1)n 中只包含偶数次幂)

定理 (递推公式)
(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x), n = 1, 2, . . . ,

其中 P0(x) = 1, P1(x) = x. (留作课外自习, 参考首项系数为 1 的正交多项式)

定理 (零点) Pn(x) 在 (−1, 1) 内有 n 个不同的零点.
(留作课外自习, 根据正交多项式的零点)
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Legendre多项式

例 给出 5 次 Legendre 多项式 P5(x) 的表达式.
(Approxi_Legendre.m)

解由递推公式可知

P0(x) = 1, P1(x) = x

P2(x) =
1

2
(3xP1(x)− P0(x)) =

1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

3
(5xP2(x)− 2P1(x)) =

1

2
(5x3 − 3x)

P4(x) =
1

4
(7xP3(x)− 3P2(x)) =

1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

P5(x) =
1

5
(9xP4(x)− 4P3(x)) =

1

8
(63x5 − 70x3 + 15x)
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7-2-3 Chebyshev多项式

Chebyshev多项式

Tn(x) = cos(n arccosx), x ∈ [−1, 1], n = 1, 2, . . . .

 |Tn(x)| ≤ 1.

 令 x = cos θ, θ ∈ [0, π],则 θ = arccosx,所以

Tn(x) = cos(nθ) = cosn θ − C2
n cosn−2 θ sin2 θ + C4

n cosn−4 θ sin4 θ + · · ·

= xn − C2
nx

n−2(1− x2) + C4
nx

n−4(1− x2)2 + · · · .

故 Tn(x)是 n次多项式.
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正交性

定理 (正交性)

(Tn, Tm) =

ˆ 1

−1
ρ(x)Tn(x)Tm(x) dx =


0, m ̸= n

π

2
, m = n ̸= 0,

π, m = n = 0.

(留作练习)

设 [a, b] = [−1, 1],权函数 ρ(x) =
1√

1− x2
,将线性无关函数组 {1, x, x2, . . . , xn, . . .}进行

Gram-Schmidt正交化后得到的就是单位化后的 Chebyshev多项式.
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递推公式

定理 (递推公式)

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, . . .

其中 T0(x) = 1, T1(x) = x.

证明概要.令 x = cos θ,则由三角恒等式

cos(n+ 1)θ + cos(n− 1)θ = 2 cos θ cosnθ

可得

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x).
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更多性质

定理 Tn(x) 的首项系数为 2n−1.
(留作课外自习, 由递推公式直接可得)

- 令 T̃n(x) =
1

2n−1
Tn(x),则称 T̃n(x)为首项系数为 1的 Chebyshev多项式.

定理 (奇偶性) T2n(x) 只含偶次幂, T2n+1(x) 只含奇次幂, 故

Tn(−x) = (−1)nTn(x).

(留作课外自习, 由递推公式直接可得)
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更多性质

定理 (零点) Tn(x) 在 (−1, 1) 内有 n 个不同的零点:

xk = cos 2k − 1

2n
π, k = 1, 2, . . . , n.

证明概要.由 Tn(x) = 0可得 n arccosx =

(
k − 1

2

)
π,即

xk = cos 2k − 1

2n
π, k = 1, 2, . . . , n.
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更多性质

定理 (极值点) Tn(x) 在 [−1, 1] 内有 n+ 1 个极值点 (含两个端点):

x̃k = cos kπ
n
, k = 0, 1, 2, . . . , n.

证明概要.直接求导可得

T ′
n(x) =

n sin(n arccosx)√
1− x2

.

令 T ′
n(x) = 0可得极值点

x̃k = cos kπ

n
, k = 1, 2, . . . , n− 1.

再加上两个端点 x̃0 = 1和 x̃n = −1.
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例 给出 5 次 Chebyshev 多项式 T5(x) 的表达式.
(Approxi_Chebyshev.m)

解由递推公式可知

T0(x) = 1

T1(x) = x

T2(x) = 2xT1(x)− T0(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 2xT2(x)− T1(x) = 4x3 − 3x

T4(x) = 2xT3(x)− T2(x) = 8x4 − 8x2 + 1

T5(x) = 2xT4(x)− T3(x) = 16x5 − 20x3 + 5x

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 27/39



7-2-4 Chebyshev多项式零点插值

定理 设 T̃n(x) 是首项系数为 1 的 Chebyshev 多项式, 即 T̃n(x) =
1

2n−1
Tn(x), 则

max
−1≤x≤1

|T̃n(x)| ≤ max
−1≤x≤1

|p(x)|, ∀ p(x) ∈ H̃n,

其中 H̃n 表示次数不超过 n 的所有首项系数为 1 的多项式组成的集合, 且

max
−1≤x≤1

|T̃n(x)| =
1

2n−1
.
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等价形式

T̃n(x)在 H̃n中无穷范数最小 (这里的 ∥ · ∥∞是指 C[−1, 1]上的无穷范数)

∥T̃n(x)∥∞ = min
p(x)∈H̃n

∥p(x)∥∞.

在所有次数不超过 n的首项系数为 1的多项式中, T̃n(x)在 [−1, 1]上与零的偏差是最小
的 (在无穷范数意义下).

- 利用该性质, 我们可以采用 Chebyshev 多项式的零点作为节点进行多项式插值, 以使
得插值的总体误差达到最小化.
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Chebyshev多项式零点插值

设 Ln(x)是 f(x)在 [−1, 1]上的 n次插值多项式,插值节点为 x0, x1, . . . , xn,则插值余项为

f(x)− Ln(x) =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
ωn+1(x).

所以总体插值误差为

max
−1≤x≤1

|f(x)− Ln(x)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
max

−1≤x≤1
|ωn+1(x)|,

其中Mn+1 = max
−1≤x≤1

|f (n+1)(x)|. 因此,要使得插值误差最小化,我们就需要极小化

max
−1≤x≤1

|ωn+1(x)| = ∥ωn+1(x)∥∞.

当 ωn+1(x) = T̃n+1(x)时, ∥ωn+1(x)∥∞达到最小,且最小值为 1

2n
.

相应的插值节点即为 T̃n+1(x)的零点,也就是 Tn+1(x)的零点.
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插值误差

定理 设 f(x) ∈ Cn+1[−1, 1], 插值节点为 Tn+1(x) 的零点, 即

xk = cos 2k + 1

2(n+ 1)
π, k = 0, 1, 2, . . . , n.

令 Ln(x) 是 f(x) 在 [−1, 1] 上的 n 次插值多项式, 则插值误差满足

∥f(x)− Ln(x)∥∞ ≤ 1

2n(n+ 1)!
∥f (n+1)(x)∥∞.

- 上面的定理表明: 若 f(x) ∈ Cn+1[−1, 1],则当 n → ∞时, Ln(x)一致收敛到 f(x).
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一般区间上的 Chebyshev零点插值

如果插值区间是 [a, b],则需要做变量替换

x(t) =
b− a

2
t+

b+ a

2
, t ∈ [−1, 1].

令 tk 为 Chebyshev多项式 Tn+1的零点,则插值节点为

xk =
b− a

2
tk +

b+ a

2
=

b− a

2
cos 2k + 1

2(n+ 1)
π +

b+ a

2
, k = 0, 1, 2, . . . , n,

总体插值误差

max
a≤x≤b

|f(x)− Ln(x)| ≤
1

2n(n+ 1)!
max

−1≤t≤1

∣∣∣∣ dn+1f

dtn+1

∣∣∣∣
=

1

2n(n+ 1)!

(b− a)n+1

2n+1
max

−1≤t≤1
|f (n+1)(x(t))|

=
(b− a)n+1

22n+1(n+ 1)!
max
a≤x≤b

|f (n+1)(x)|.
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- 上面的总体误差也可以直接将插值节点代入 ωn+1(x)后获得. 事实上,由于

x− xk =
b− a

2
(t− tk), k = 0, 1, 2, . . . , n,

故

ωn+1(x) =

n∏
k=0

(x− xk) =

n∏
k=0

b− a

2
(t− tk) =

(b− a)n+1

2n+1
T̃n+1(t).

因此

max
a≤x≤b

|ωn+1(x)| =
(b− a)n+1

2n+1
max

−1≤t≤1
T̃n+1(t) =

(b− a)n+1

2n+1
· 1

2n

- 为了尽可能地减小插值误差, 在可以自由选取插值节点时, 尽量使用 Chebyshev 多项
式零点.
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例 求 f(x) = ex 在 [0, 1] 上的四次插值多项式 L4(x), 插值节点为 T5(x) 的零点, 并估计
总体误差. (板书) (Approxi_Chebyshev_interp.m)
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例 设 f(x) =
1

1 + x2
, 在 [−5, 5] 上分别用等距节点和 Chebyshev 多项式零点做 10 次多

项式插值, 绘图比较两种插值的数值效果. (Approxi_Chebyshev_interp_Runge.m)
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7-2-5 其他正交多项式
第二类 Chebyshev多项式

在区间 [−1, 1]上,带权 ρ(x) =
√
1− x2正交的多项式就称为第二类 Chebyshev多项式

Un(x) =
sin((n+ 1) arccosx)√

1− x2
, x ∈ [−1, 1], n = 0, 1, 2, . . . .

 正交性:

(Un, Um) =

ˆ 1

−1
ρ(x)Un(x)Um(x) dx =

 0, m ̸= n

π

2
, m = n

 递推公式:

U0(x) = 1, U1(x) = 2x, Un+1(x) = 2xUn(x)− Un−1(x), n = 1, 2, . . .
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Laguerre多项式

在区间 [0,∞]上,带权 ρ(x) = e−x正交的多项式就称为 Laguerre多项式

Ln(x) = ex dn

dxn (x
ne−x), x ∈ [0,∞], n = 0, 1, 2, . . . .

 正交性:

(Ln, Lm) =

ˆ ∞

0
ρ(x)Ln(x)Lm(x) dx =

 0, m ̸= n

(n!)2, m = n

 递推公式:

L0(x) = 1, L1(x) = 1−x, Ln+1(x) = (2n+1−x)Ln(x)−n2Ln−1(x), n = 1, 2, . . .
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Hermite多项式

在区间 [−∞,∞]上,带权 ρ(x) = e−x2 正交的多项式就称为 Hermite多项式

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn (e
−x2

), x ∈ [−∞,∞], n = 0, 1, 2, . . . .

 正交性:

(Hn,Hm) =

ˆ ∞

−∞
ρ(x)Hn(x)Hm(x) dx =

 0, m ̸= n

2nn!
√
n, m = n

 递推公式:

H0(x) = 1, H1(x) = 2x, Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), n = 1, 2, . . .
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