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二重积分
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 基本思想：先化累次积分，然后数值积分

( , ) d ( , ) d d
b d

a c
f x y s f x y y x

Ω

=∫∫ ∫ ∫

2RΩ ⊆

2

1

( )

( )
( , ) d ( , ) d d

b y x

a y x
f x y s f x y y x

Ω

=∫∫ ∫ ∫

2

1

( )

( )
( , ) d ( , ) d d

b x y

a x y
f x y s f x y x y

Ω

=∫∫ ∫ ∫



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan

解：板书

4

举例
例：用两点 Gauss 求积公式计算二重积分

( )2 22 dx y s
Ω

+∫∫ [ 1,1] [ 1,1]Ω = − × −

令 ，可得

令 ，可得

解： ( ) ( )1 12 2 2 2

1 1
2 d 2  d dx y s x y y x

− −
Ω

+ = +∫∫ ∫ ∫

( )1 2 2 2

1

3 3 42  d , , 2
3 3 3

x y y f x f x x
−

   
+ ≈ − + = +      

   
∫

2 2( , ) 2f x y x y= +

2 4( ) 2
3

g x x= +

( )1 1 12 2

1 1 1

3 32  d d ( ) d 4
3 3

x y y x g x x g g
− − −

   
+ ≈ ≈ − + =      

   
∫ ∫ ∫



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 5

复化公式

为了提高计算精度，在计算累次积分时，也可以使用

复化求积公式
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数值微分

基本思想：用函数值的线性组合来近似函数的导数值。



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 7

数值微分

已知 f(x) 在节点 a ≤ x0 < x1 < ··· < xn ≤ b上的函数值，

对于 [a, b] 中的任意一点，如何计算函数在这点的导数？

插值型求导公式

构造出 f (x) 的插值多项式 pn(x)

用 pn(x) 的导数来近似 f (x) 的导数

外推算法
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插值型求导公式

插值型求导公式的余项
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在节点 xi 处的余项

我们只考察节点处的导数值！



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 9

两点公式

节点 x0 , x1 ，步长 h = x1 - x0 
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三点等距公式

步长 h ，节点 xi = x0 + ih ，i = 0, 1, 2
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三点等距公式
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三点等距公式
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高阶导数的近似
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用差商近似导数
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Richardson 外推算法
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外推算法
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