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数值积分与数值微分
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— 基本概念

— Newton-Cotes 公式
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为什么数值积分

( ) ( ) d
b

a
I f f x x= ∫

数学方法：微积分基本公式 ∫ −=
b

a
aFbFxxf )()(d)(

(3) f (x) 表达式未知，只有通过测量或实验得来的数据表

但是在许多实际计算问题中

(2) F(x) 难求！甚至有时不能用初等函数表示，如
2sin( ) ,     ( ) xxf x f x e

x
−= =

(1) F(x) 表达式可能比较复杂，计算较困难。如 6
1( )

1
f x

x
=

+
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数值积分基本思想

( )d ( ) ( )
b

a
f x x b a f ξ= −∫ ( , )a bξ ∈

积分第一中值定理：设 f (x) 在 [a, b] 上连续，则

怎么选取 𝜉𝜉 ？不同的选取方法 不同的求积方法

矩形公式 ( )d ( ) ( )
b

a
f x x b a f a≈ −∫

( )d ( )
2

b

a

a bf x x b a f + ≈ −  
 ∫

( )d ( ) ( )
b

a
f x x b a f b≈ −∫

（左矩形公式，左点法）

（右矩形公式，右点法）

（中矩形公式，中点法）
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数值积分基本思想

换一种思路：怎么近似 𝑓𝑓(𝜉𝜉) 的值？

[ ]1( )d ( ) ( ) ( )
2

b

a
f x x b a f a f b≈ − +∫[ ]1( ) ( ) ( )

2
f f a f bξ ≈ +

梯形公式
1( ) ( ) 4 ( )
6 2

a bf f a f f bξ
 + ≈ + +    

抛物线公式

1( )d ( ) ( ) 4 ( )
6 2

b

a

a bf x x b a f a f f b + ≈ − + +    
∫

为什么 要 这么取？为什么 能 这么取？



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 7

数值积分一般公式

一般地，我们可以用 f (x) 在 [a, b] 上的一些离散点

a ≤ x0 < x1 < ··· < xn ≤ b
上的函数值的加权平均作为 f (ξ) 的近似值。

† 这样做的目的：利用 f(x) 的尽可能多的信息，来获得尽可能好的近似值

0

( )d ( )
nb

i ia
i

f x x A f x
=

≈ ∑∫

求积节点
求积系数

称为 机械求积公式

† 事实上，该公式也可以从定积分的定义出发，推导出来，见课程讲义
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关于机械求积公式的说明

 将定积分计算转化成被积函数的函数值的计算

 无需求原函数，易于计算机实现

 求积公式并不局限于机械求积公式，

有些求积公式可能会包含导数等信息

0

( )d ( )
nb

i ia
i

f x x A f x
=

≈ ∑∫

(1) 求积公式的构造

(2) 精确程度的衡量

(3) 误差的估计（余项的估计）

数值积分主要研究内容
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代数精度

定义：如果对于所有次数不超过 m 的多项式 f (x) ，求积公式都精确成立，

但对次数为 m +1 的多项式不精确成立，则称该求积公式具有 m 次代数精度

代数精度是衡量求积公式精确程度的一个重要指标。

(1) 将 f (x) = 1,  x,  x2, … ,  xm 依次代入，公式精确成立；

(2) 将 f (x) = xm+1  代入，公式不精确成立。

代数精度的验证方法
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代数精度举例
例：试确定 Ai ，使得下面的求积公式具有尽可能高的代数精度

0

(( ) ( ))d ( )
nb

i ia
i

nI f I xf x x A f x
=

≈∑∫ 

解：依次将 f (x)＝ 1, x, x2, … , xn 代入求积公式，使其精确成立，可得

0 1 nA A A b a+ + + = −

2 2 2 3 3
0 0 1 1

1 ( )
3n nA x A x A x b a+ + + = −

1 1
0 0 1 1

1 ( )
1

n n n n n
n nA x A x A x b a

n
+ ++ + + = −

+


2 2
0 0 1 1

1 ( )
2n nA x A x A x b a+ + + = −

…   …

存在唯一解：

0 1,  ,  ,  nA A A∗ ∗ ∗


所以求积公式为：
0

( )d ( )
nb

i ia
i

f x x A f x∗

=

≈∑∫ 具有至少 n 次代数精度
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代数精度举例
例：试确定系数 Ai ，使得下面的求积公式具有尽可能高的代数精度，并

求出此求积公式的代数精度
1

0 1 21
( )d  ( 1) (0) (1)f x x A f A f A f

−
≈ − + +∫

解：将 f (x)＝1, x, x2  代入求积公式，使其精确成立，可得

0 1 2

2 2
0 2

3 3
0 2

( ) / 1 2

 ( ) / 2 0

( ) / 3 2 / 3

A A A b a

A A b a

A A b a

+ + = − =

− + = − =

 + = − =

解得 A0 =1/3,  A1 =4/3,  A2 =1/3

将 f (x)＝x3 代入可得：公式左边=0，公式右边=0，公式精确成立。

将 f (x)＝x4 代入可得：公式左边=2/5，公式右边=2/3，公式不精确成立。

所以此求积公式具有 3 次代数精度。

[ ]
1

1

1( )d  ( 1) 4 (0) (1)
3

f x x f f f
−

≈ − + +∫
所以求积公式为
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代数精度举例

例：(非机械求积公式) 试确定下面求积公式中的系数，使其具有尽可能

高的代数精度
1

0 1 00
( )d  (0) (1) '(0)f x x A f A f B f≈ + +∫

将 f (x)＝x3 代入可得，公式左边=1/4，公式右边=1/3，公式不精确成立。

所以该求积公式具有 2 次代数精度。

解：将 f (x)＝1, x, x2  代入求积公式，使其精确成立，可得

0 1

1 0

1

1
 0.5

1 / 3

A A
A B
A

+ =
 + =
 =

所以求积公式为
1

0

2 1 1( )d  (0) (1) '(0)
3 3 6

f x x f f f≈ + +∫

解得 A0 =2/3,  A1 = 1/3,  A2 = 1/6
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代数精度

性质：任意具有 m ( ≥0 ) 次代数精度的机械求积公式一定满足

0 1
0

 =  
n

i n
i

A A A A b a
=

+ + + = −∑ 

 左矩形公式 和 右矩形公式 具有 0 次 代数精度

 中矩形公式 和 梯形公式 具有 1 次 代数精度

练习：抛物线公式具有几次代数精度？

将 f (x)＝1 代入求积公式，使其精确成立即可
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插值型求积公式

设求积节点为：a ≤ x0 < x1 < ··· < xn ≤ b ，若 f(xi) 已知，则可构造 f(x) 的 n 次

多项式插值：

0

( ) (( ))
n

n i i
i

L x l x f x
=

= ∑

0 0
 ( )d  d (( ) ) ( ) d( )

n n

i

b b b

n iai ia a
i i

f fL x l x xx x f x Ax x
= =

≈ =∑ ∑∫ ∫ ∫ 

插值型求积公式：
用插值多项式代替原函数，得到的求积公式就是插值型求积公式

余项： ( )[ ] ( ) ( )  d ( ) d
b b

n na a
R f f x L x x R x x= − =∫ ∫

( 1)

0 1
( )( ) ( )( ) ( )

( 1)!

n

n n
fR x x x x x x x
n

ξ+

= − − −
+


其中

其中
b

i ia
A l x x( ) d= ∫

这就是插值型求积公式
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插值型求积公式

性质：插值型求积公式具有至少 n 次代数精度。

定理：下面的求积公式具有至少 n 次代数精度的充要条件

是该公式是插值型的

0

( )d ( )
nb

i ia
i

f x x A f x
=

≈∑∫

当 f (x)＝1, x, x2, … , xn 时， nL x f x( ) ( )≡

证明：板书

† 由此可知，当机械求积公式具有尽可能高的代数精度时, 它总是插值型的
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求积公式的收敛性

定义：如果求积公式 满足

则称该求积公式是 收敛的。

0

( )d ( )
nb

i ia
i

f x x A f x
=

≈∑∫

设求积节点为：a ≤ x0 < x1 < ··· < xn ≤ b ，记 ∆xi = xi –xi-1

0
0

lim ( ) ( ) d
n b

i i ah
i

A f x f x x
→

=

=∑ ∫
1
max ii n

h x
≤ ≤

= ∆
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求积公式的稳定性

定义：对 ∀ε > 0，若存在 δ > 0，使得当
( i = 0, 1, … , n) 时，有

则称该求积公式是 稳定的。
0 0

( )
n n

i i i i
i i

A f A f x ε
= =

− ≤∑ ∑

( )i if f x δ− ≤

定理：若 Ai > 0,  i = 0, 1, … , n，则下面的求积公式是稳定的

0

( )d ( )
nb

i ia
i

f x x A f x
=

≈∑∫
证明：板书

† 收敛意味着公式可以用，稳定意味着可以放心用。
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Newton-Cotes 公式

基于等分节点的插值型求积公式就称为 Newton-Cotes 公式

积分区间：[a,  b]

求积节点： xi = a + i × h h b a n( ) /= −

( )

0

( ) d ( ) ( )
nb n

i ia
i

f x x b a C f x
=

≈ − ∑∫

( ) ( )1 ( ) d
bn n

i ia
C l x x

b a
=

− ∫ 0
0

 d
nn

k
k i

h t k t
b a i k=

≠

−
=

− −∏∫ x a th= +

( ) 0
0

1 ( 1) ( ) d
! !

n i nn

k
k i

t k t
n i n i

−

=
≠

−
= ⋅ −

− ∏∫

N-C 求积公式：

Cotes 系数

其中
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几个典型 N-C 公式

2
1,2

1 )1(
1

)1(
0 == CCn = 1:

b

a
Tb af x x f a f b( ) d [ ( ) ( )]

2
−

≈ + ≡∫
代数精度 = 1

n = 2:
6
1,3

2,6
1 )2(

2
)2(

1
)2(

0 === CCC

b
a b

a
Sb af x x f a f f b2( ) d [ ( ) 4 ( ) ( )]

6
+−

≈ + + ≡∫

梯形公式

抛物线公式（也称 Simpson 公式）

代数精度 = 3
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几个典型 N-C 公式

b

a
f x x( ) d∫

4/)(   , abhhiaxi −=⋅+=

n = 4:

代数精度 = 5

科特斯 (Cotes) 公式

f Cb a f x f x f x x f x0 1 2 3 47 ( ) 32 ( ) 12 ( ) 32 ( ) 7 ( )
90
−

≈ + + + +  ≡



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 21

Cotes 系数表 Cotes 系数与被积函数 f (x) 及积分区间 [a, b] 无关

 Cotes 系数可通过查表获得
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N-C 公式

(1) 

(2)

(3)  当 n ≥ 8 时，出现负数，稳定性得不到保证，

而且当 n 较大时，由于 Runge 现象的存在，收敛性也无法保证。

Cotes 系数的特点

1
0

)( =∑
=

n

i

n
iC

)()( n
in

n
i CC −=

一般不采用高阶的 N-C 求积公式

当 n ≤ 7 时，N-C 公式是稳定的
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N-C 公式代数精度

定理：当 n 为偶数时，N-C 公式至少有 n+1 次代数精度

定理：n 阶 N-C 公式至少有 n 次代数精度

证：只要证明当 n 为偶数时，公式对 f (x)＝xn+1 精确成立。

xxx
n

ffR
n

i
i

b

a

n

d )( 
)!1(

)(
0

)1(

∏∫
=

+

−
+

=
ξ

][  d )(
0

∫ ∏
=

−=
b

a

n

i
i xxx

x = a + t h 2

0
0

( ) d  
nnn

i
h t i t+

=

= −∏∫

t = n - s ( )  d )()1(
0

0

21 ∫ ∏
=

++ −−−=
n n

i

nn sinsh ][][ fRfR −=

0=][ fR
( )1 2

0
0

( 1)  d  
nnn n

i
h s i s+ +

=

= − −∏∫

证明：板书



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 24

余项估计

例：试确定梯形公式的余项表达式

例：试确定抛物线公式的余项表达式

31[ ] ( ) ( )
12

R f b a f η= − − ''

( )5
(4)[ ] ( )

2880
b a

R f f η
−

= −

解：板书

解：板书
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余项估计三步曲

求积公式余项估计三步曲：

(1) 计算代数精度，设为 m

(2) 构造 f(x) 的 m 次插值多项式 pm(x)，使得 ，求插值余项

注 1：根据求积公式中的函数值或导数值，确定插值条件

注 2：确保插值余项中的 ωn(x) 在求积区间内不变号

(3) 计算求积公式的余项：

[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
b b b

n ma a a
R f f x dx I f f x dx p x dx= − = −∫ ∫ ∫

( ) ( )n n mI f I p=
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余项估计 — 非机械求积公式

例：试确定下面的求积公式的余项表达式

1

0

2 1 1( )d  (0) (1) '(0)
3 3 6

f x x f f f≈ + +∫
解：板书
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N-C 公式的余项

定理：当 n 是奇数时，设 f(x)∈Cn+1[a,b]，则 N-C 公式的余项

可表示为

当 n 是偶数时，设 f(x)∈Cn+2[a,b]，则 N-C 公式的余项可表示为

2 ( 1)

0

( )[ ] ( 1)( 2) ( )d
( 1)!

n n nh fR f t t t t n t
n

η+ +

= − − −
+ ∫ 

3 ( 2)
2

0

( )[ ] ( 1)( 2) ( )d
( 2)!

n n nh fR f t t t t n t
n

η+ +

= − − −
+ ∫ 

( , )a bη ∈

( , )a bη ∈

† 注：不适用非等步长的求积公式和非机械求积公式！


	第九讲
	幻灯片编号 2
	幻灯片编号 3
	为什么数值积分
	数值积分基本思想
	数值积分基本思想
	数值积分一般公式
	关于机械求积公式的说明
	代数精度
	代数精度举例
	代数精度举例
	代数精度举例
	代数精度
	插值型求积公式
	插值型求积公式
	求积公式的收敛性
	求积公式的稳定性
	Newton-Cotes 公式
	几个典型 N-C 公式
	几个典型 N-C 公式
	Cotes 系数表
	N-C 公式
	N-C 公式代数精度
	余项估计
	余项估计三步曲
	余项估计 — 非机械求积公式
	N-C 公式的余项

