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— 分段低次插值

— 三次样条插值
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为什么分段低次插值

2

高次多项式插值的病态性质：

n→∞ 时 Ln(x) 不一定收敛于 f(x)

插值多项式的次数并非越高越好！

† 高次多项式插值可能还会存在稳定性、大幅度震荡等方面的问题，

实际应用中一般较少使用。
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插值误差举例

例：函数 ，插值区间 [-5, 5]，取等距插值节点，

试画出插值多项式 Ln(x) 的图像。

2
1( )

1
f x

x
=

+

Interp_Lagrange_Runge.m
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分段低次插值

4

基本思想：用分段低次多项式来逼近原函数 f(x) 。

怎么处理这种情况？ 分段低次插值

 分段线性插值

—— 每个小区间上用线性多项式来逼近 f(x)

 分段三次 Hermite 插值

—— 每个小区间上用三次 Hermite多项式来逼近 f(x)

 三次样条插值

—— 要求插值函数在整个插值区间上 二阶连续可导

常用的分段低次插值
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分段线性插值

设 a ≤ x0 < x1 < ··· < xn ≤ b 为 [a, b] 上的互异节点，f (x) 在这些节

点上的函数值为 y0 , y1 , … , yn ，记

k k kh x x1 ,+= − { }kk
h hmax=

① ，即函数整体连续

②

③ Ih(x) 在每个小区间 [xk, xk+1] 上是线性函数（一次多项式）

( ) [ , ]hI x C a b∈

0,  1,  ( ) ,    ,h k k k nI x y = …=

求 分段函数 Ih(x) 满足：

什么是分段线性插值
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分段线性插值

1
1

1 1

( ) k k
h k k

k k k k

x x x xI x y y
x x x x

+
+

+ +

− −
= +

− −

由以上条件直接可得 Ih(x) 在小区间 [xk, xk+1] 上的表达式

x ∈ [xk, xk+1]， k = 0, 1, … , n-1

† 这是插值函数在一个区间上的表达式，将所有区间上的表达式

合起来才组成整个插值函数。

† 该插值函数不是多项式，而是分段多项式函数。
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误差估计

( ) 2
2

1
"( )( ) ( ) ( )( )

2! 2 4

k
x k

h k k
f hMf x I x x x x xξ

+− = − − ≤

在小区间 [xk, xk+1] 上有（线性插值）

2 max "( )
a x b

M f x
≤ ≤

=

( )
22

1
"( )( ) ( ) ( ) max ( )( )

2! 8

k
x

h k kk

f MR x f x I x x x x x hξ
+= − ≤ − − ≤

( ) ( ) ( ) 0hR x f x I x= →−当 h→ 0 时，

Ih(x) 在 [a, b] 上 一致收敛 到 f (x)

基本思路：先估计每个小区间上的误差，然后再取最大的那个。

缺点： Ih(x) 在节点不可导！
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分段三次 Hermite 插值

① ，即函数整体连续可导

②

③ Ih(x) 在每个小区间 [xk, xk+1] 上是三次多项式

1( ) [ , ]hI x C a b∈

0,  1( ) ,    ' ,   ( ) ,    , h k k h k kI x y I x m k n= = = …

设 a ≤ x0 < x1 < ··· < xn ≤ b 为 [a, b] 上的互异节点，且

求 分段函数 Ih(x) 满足：

yk ＝ f(xk) ,  mk ＝ f '(xk) ， k = 0, 1, … , n

分段三次 Hermite 插值

† 在每个小区间上进行两点三次多项式插值。
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分段三次Hermite插值

由以上条件直接可得 Ih(x) 在小区间 [xk, xk+1] 上的表达式

x ∈ [xk, xk+1]， k = 0, 1, … , n-1

( ) ( )

2 2

1 1
1

1 1 1 1

2 2

1
1 1

1 1

( ) 1 2 1 2

              

k k k k
h k k

k k k k k k k k

k k
k k k k

k k k k

x x x x x x x xI x y y
x x x x x x x x

x x x xm x x m x x
x x x x

+ +
+

+ + + +

+
+ +

+ +

       − − − −
= + + +       − − − −       

   − −
+ − + −   − −   

误差估计：

44( ) ( ) ( )
384h
MR x f x I x h= − ≤

k kk n
h x x10 1

max +≤ ≤ −
= −

a x b
M f x(4)

4 max ( )
≤ ≤

=

一致收敛，且收敛速度比分段线性插值快一倍。
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插值举例
例：函数 ，插值区间 [-5, 5]，取等距节点（10 等分），试分

别用分段线性插值和分段三次Hermite插值 画出 f(x) 的近似图像。

f x
x2

1( )
1

=
+

解：编程实现

Interp_piecewise_poly.m
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分段插值注记

基本思想：用分段低次多项式来代替单个多项式

具体作法：

优点：公式简单、 运算量小、稳定性好、收敛性、 …

(1)  把整个插值区间分割成多个小区间

(2)  在每个小区间上作低次插值

(3)  将所有插值多项式拼接成一个插值函数

† 缺点：分段插值函数的光滑性不高

† 分段三次 Hermite 插值比分段线性插值效果更好，但公式较复杂，且需

要额外信息（导数）
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第七讲

函数插值

— 三次样条插值
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为什么三次样条插值

14

分段线性插值和分段三次 Hermite 插值：

(1) 解决了高次插值的振荡现象和数值不稳定现象；

(2) 插值函数（分段多项式）具有一致收敛性；

(3) 分段线性插值：保证了插值函数整体连续性；

(4) 分段三次 Hermite 插值：保证插值函数整体一阶连续可导。

但是，某些应用场合，对插值函数具有更高的光滑性要求！

如机翼设计，船体放样等。

提供了实用的插值方法
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什么是三次样条插值

15

① ，即函数整体二阶连续可导

② 插值条件： S(xk) = f(xk) = yk ， k = 0, 1, 2, …, n

③ 在每个小区间 [xk, xk+1] 上是三次多项式

给定插值节点 x0 , x1 , … , xn ∈ [a, b] 及函数值

f (xk) = yk ， k = 0, 1, 2, …, n

S x C a b2( ) [ , ]∈

求一个定义在 [a, b] 上的插值函数 S(x)，满足：

† 早期工程师制图时，把富有弹性的细长木条（所谓样条）用压铁固定在样点上，

在其他地方让它自由弯曲，然后沿木条画下曲线，称为样条曲线。

三次样条插值
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三次样条函数

定义：设插值节点为

a = x0 < x1 < … < xn-1 < xn = b

若函数 S(x)∈C2[a,b]，且在每个小区间 [xk , xk+1] 上是三次多项式，则称为

三次样条函数。

如果 S(x) 同时还满足

S(xk) = f(xk) = yk ， k = 0, 1, 2, …, n

则称 S(x) 为 f (x) 在 [a , b] 上的三次样条插值函数。

† 注意：三次样条插值也是分段多项式插值

† 分段线性：连续；分段三次Hermite：可导；三次样条：二阶可导
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怎样求三次样条插值函数

0 0 1

1 1 2

1 1

( ),     [ , ]   
( ),     [ , ]   

( )
                           
( ),     [ , ]n n n

s x x x x
s x x x x

S x

s x x x x− −

∈
 ∈= 

 ∈



S(x) 满足：

① S(x)∈C2[a,b]；

② 在 [xk , xk+1] 是三次多项式

③ S(xk) = yk ， k = 0, 1, 2, …, n

其中 sk(x) 为三次多项式，且满足

sk(xk) = yk , sk(xk+1) = yk+1

k = 0, 1, …, n-1
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二阶连续可导

每个 sk(x) 均为三次多项式，有 4 个待定系数，所以共有 4n 个待定系数，

故需 4n 个方程。前面已经得到 2n +2(n-1) = 4n-2 个方程，还缺 2 个方程！

2( ) [ , ]S x C a b∈
k k k kS x S x S x S x'( ) '( ),   "( ) "( )− + − += =

( k = 1, 2, …, n-1)

k k k k k k k ks x s x s x s x1 1'( ) '( ) ,   "( ) "( )− + − +
− −= =

† 实际问题通常对样条函数在两个端点处的状态有要求，即所谓的边界条件
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第一类边界条件

n nS' x f ' ,  S' x f '0 0( )  ( )+ −= =

 给定函数在端点处的一阶导数值，即

第一类边界条件
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第二类边界条件

n nS'' x f '' ,  S'' x f ''0 0( )  ( )+ −= =

 给定函数在端点处的二阶导数值，即

第二类边界条件

如果

则称为自然边界条件，此时样条函数称为自然样条函数。

0 0nf '' f '' ==
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第三类边界条件

 若 f (x) 是周期函数，且 xn – x0 是一个周期，于是要求 S(x) 也是周期

函数, 即满足

第三类边界条件

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),n n nS  S' x S' x ,  S'' x S'' xx S x  + − + −= ==
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怎么求三次样条插值

由于 sk(x) 是三次多项式，故 sk”(x) 为线性函数，且满足

sk”(xk) = Mk ,      sk”(xk+1) = Mk+1

由线性插值公式可得
1k k kh x x+= −

求积分，可得 k k
k k k

k k

x x x x
s x M M x

h
c

h
c1 2

3 3
1

1
( ) ( )

( )
6 6
+

+

− −
= + + +

设 S”(xk) = Mk， k = 0, 1, 2, …, n

计算 sk (x) ,  x∈[xk, xk+1]计算 S(x)

1
1"( ) k k

k k k
k k

x x x xs x M M
h h
+

+

− −
= +
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三次样条函数的计算

将插值条件 sk(xk) = yk，sk(xk+1) = yk+1 代入，即可确定积分常数 c1 和 c2

只需确定 M0, M1 , … , Mn 的值，就能给出 sk(x) 的表达式，从而问题得解。

3 3
1

1

2 2
1 1

1

( ) ( )( )
6 6

             +
6 6

k k
k k k

k k

k k k k k k
k k

k k

x x x xs x M M
h h

M h x x M h x xy y
h h

+
+

+ +
+

− −
= +

   − −
− + −   

   

k = 0, 1,  …, n-1

整理后可得 sk(x) 的表达式为：
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Mk 的计算

条件： 1'( ) '( )k k k ks x s x− +
− =

直接计算可得

( )
2 2

1 1
1 1

( ) ( )'( )
2 2 6

k k k k k
k k k k k

k k k

x x x x y y hs x M M M M
h h h

+ +
+ +

− − −
= − + + − −

1 1 1 1
1 1

16 3 6
k k k k k k k k

k k k
k k

h h h h y y y yM M M
h h

− − + −
− +

−

+ − −
+ + = −

( )1 11
1 1

1 1 1

6 [ , ] [ , ]
2 k k k kk k

k k k
k k k k k k

f x x f x xh hM M M
h h h h h h

+ −−
− +

− − −

−
+ + =

+ + +

= 6 f[xk-1, xk, xk+1]dkµk λk
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Mk 的计算

k = 1, 2, …, n-1

1
1 1

1 1

,   ,   6 [ , , ]k k
k k k k k k

k k k k

h h d f x x x
h h h h

µ λ−
− +

− −

= = =
+ +

1k kµ λ+ =

( )1 11
1 1

1 1 1

6 [ , ] [ , ]
2 k k k kk k

k k k
k k k k k k

f x x f x xh hM M M
h h h h h h

+ −−
− +

− − −

−
+ + =

+ + +

1 12k k k k k kM M M dµ λ− ++ + =

共 n-1 个方程 + 边界条件，即可确定 n+1 个未知量 M0, M1 , … , Mn

† 方程有时也写为

( )k k k k k k k k k k kh M h h M h M f x x f x x1 1 1 1 1 12( ) 6 [ , ] [ , ]− − − + + −+ + + = −
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第一类边界条件

( )M M y y h f h d0 1 1 0 00 0 02 6 ( ) /+ = − − '

( )n n n n n nn nM f h dM y y h1 1 1 12 6 ( ) /− − − −+ = − −  '

与前面的 n-1 个方程联立可得
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λµ

λµ
λµ

n nS' x f ' ,  S' x f '0 0( )  ( )+ −= = n n ns ' x f ' ,  s ' x f '0 0 0 1( )  ( )+ −
−= =

n+1 阶三对角方程组
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第二类边界条件

1 1 1 1 0

2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 1 1

2
2

  
2

2
n n n n

n n n n n

M d f ''
M d

M d
M d f ''

λ µ
µ λ

µ λ
µ λ

− − − −

− − − −

−     
     
     
     =
     
     
     −     

    

0 0  n nM f '' ,  M f ''= =

n nS'' x f '' ,  S'' x f ''0 0( )  ( )+ −= =

n-1 阶三对角方程组



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 29

第三类边界条件

nnnnnn dMMMMM =++= − 2   , 110 µλ

( )
n n n n n

n n n n

h h h h h h

d f x x f x x h h
0 0 1 1 0 1

0 1 1 0 1

( ) ,   ( )

6 [ , ] [ , ] ( )

λ µ− − −

− −

= + = +

= − +

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2
2

  
2

2
n n n n

n n n n

M d
M d

M d
M d

λ µ
µ λ

µ λ
λ µ

− − − −

     
     
     
     =
     
     
          

    

n nS' x S' x ,  S'' x S'' x0 0( ) ( ) ( ) ( )+ − + −= =

n 阶线性方程组
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具体计算过程

(1) 根据插值条件和边界条件给出 M0, M1 , … , Mn 的方程组

(2) 求解该线性方程组

(3) 将 M0, M1 , … , Mn 代入 sk(x) ，写出 S (x) 在整个插值区间上的分段表达式

性质：上述三个线性方程组都存在唯一解。

具体计算过程
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具体计算过程
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三
弯
矩
方
程

† 工程上称二阶导数为弯矩。
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具体计算过程

3 21

1 1

( ) ( ) ( )

           

6

    + (2
6

)

2

( )

k k k

k

k k k k k
k

k k k

k
k

M M M
h

y y

s x x x x x

h xM M y
h

x

+

+ +

−

 − +
− 


−



= − + −

+

将 sk(x) 写成如下形式

sk (x) = a3(x - xk)3 + a2(x - xk)2 + a1(x - xk) + a0

† MATLAB 中三次样条插值函数 spline输出的多项式是按上面的格式输出的。
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误差估计

定理：设 f(x) ∈ C4[a, b]，S(x) 为满足第一或第二类边界条件的三次样

条函数，则有
(4) 45max ( ) ( ) max ( )

384a x b a x b
f x S x f x h

≤ ≤ ≤ ≤
− ≤

(4) 31max '( ) '( ) max ( )
24a x b a x b

f x S x f x h
≤ ≤ ≤ ≤

− ≤

(4) 23max ''( ) ''( ) max ( )
8a x b a x b

f x S x f x h
≤ ≤ ≤ ≤

− ≤

其中 。10 1 0 1
max maxk k kk n k n

h h x x+≤ ≤ − ≤ ≤ −
= = −
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插值举例

例：函数 f (x) 定义在 [27.7, 30] 上，插值节点及函数值如下 ，试求三次样

条插值多项式 S(x) ，满足边界条件 S’(27.7)=3.0, S’(30)=-4.0 。

x 27.7 28 29 30

f(x) 4.1 4.3 4.1 3.0

解：板书

Interp_spline_01.m
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插值举例

例： 函数 ，插值区间 [-5, 5]，取 11 个等距节点，试同时画

出 10 次插值多项式 L10(x) 与三次样条插值多项式 S (x) 的函数图形。

2
1( )

1
f x

x
=

+

Interp_spline_02.m

解：编程实现
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