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例：已测得在某处海洋不同深度处的水温如下：

深度（M） 466     741      950    1422    1634

水温（oC） 7.04    4.28     3.40    2.54     2.13

根据这些数据，希望合理地估计出其它深度（如 500、600、800米…）
处的水温。

数学工具：插值

为什么插值

大多数实际问题都可用函数来表示某种内在规律的数量关系，

但该函数通常无法给出，只有通过实验或观测得到的数据表，

如何根据这些数据推测或估计其它点的函数值？
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如果存在一个 简单易算 的函数 p(x) ，使得

p(xi) = f(xi)，i = 0, 1, ... , n

则称 p(x) 为 f(x) 的 插值函数。

3

已知函数 y = f(x) 在 [a, b] 上有定义，且已经测得在点

a ≤ x0 < x1 < ··· < xn ≤ b

处的函数值为 y0 = f(x0)，… ，yn = f(xn)

什么是插值

† [a, b] 为插值区间，xi 为插值节点，p(xi) = f(xi) 为插值条件

† 插值节点无需递增排列，但必须确保互不相同！

求插值函数 p(x) 的方法就称为 插值法。



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 4

x0 x1 x2 x3 x4�𝒙𝒙

𝒑𝒑 �𝒙𝒙

插值图示

† 求出插值函数 p(x) 后，对于任意给定的一点 �𝒙𝒙，我们就可以用 𝒑𝒑 �𝒙𝒙 来近

似 𝒇𝒇 �𝒙𝒙 的值，这就是插值的目的。

† 插值是一种近似方法。

† 在实际应用中，我们感兴趣的往往是某些点的值，而不一定是插值函数

𝒇𝒇 �𝒙𝒙 ≈ xi — 插值节点
�𝒙𝒙 — 插值点

记号说明
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 三角插值： p(x) 为三角函数

 有理插值： p(x) 为有理函数

 … …

常用的插值方法有哪些

 多项式插值：p(x) 为多项式，多项式最常用的插值函数

 分段多项式插值：p(x) 为分段多项式

常用插值方法

† 可以看出，不同插值方法的区别在于插值函数 p(x) 的选取。

† 我们主要介绍前两种插值方法，其他插值方法的原理是类似的。
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求次数 不超过 n 的多项式

p(x) = c0+c1x + · · · + cnxn

使得

p(xi) = yi ， i = 0, 1, ... , n

8

什么是多项式插值

已知函数 y = f(x) 在 [a, b] 上 n + 1 个点

a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b

处的函数值为 y0 = f(x0)，… ，yn = f(xn)

注意：p(x) 的次数有可能小于 n



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 9

多项式插值存在唯一性

定理（多项式插值的存在唯一性）

满足上述条件的多项式 P(x) 存在且唯一。

证明：自行练习（Vandermonde 行列式）

† 该定理的证明过程也给出了一种求 p(x) 的方法，但需要求解一个线

性方程组，后面将给出更简单的计算方法。
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线性插值（一次多项式）
例（线性插值）：求一次多项式 p(x)，满足

p(x0) = y0 ， p(x1) = y1

1 0
0 0

1 0

( ) ( )y yp x y x x
x x
−

= + −
−

p(x0) = y0

p(x1) = y1

能观察到什么？

点斜式

重新整理

我们注意到，p(x) 是两个一次多项式的线性组合

令
x xx xl x l x

x x x x
01

0 1
0 1 1 0

( ) ,   ( )
−−

= =
− −

则 0 0 1 1( ) ( ) ( )p x y l x y l x= +

01
0 1

0 1 1 0

( ) x xx xp x y y
x x x x

−−
= +

− −

l0(x), l1(x) 满足： l x l x0 0 0 1( ) 1,   ( ) 0,= = l x l x1 0 1 1( ) 0,   ( ) 1= =



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 11

抛物线插值（二次多项式）
例（抛物线插值）：求二次多项式 p(x)，满足

p(x0) = y0 ， p(x1) = y1  ， p(x2) = y2

思路：构造三个二次多项式 l0(x), l1(x), l2(x), 满足

l x l x l x
l x l x l x
l x l x l x

0 0 0 1 0 2

1 0 1 1 1 2

2 0 2 1 2 2

( ) 1,   ( ) 0,   ( ) 0
( ) 0,   ( ) 1,   ( ) 0
( ) 0,   ( ) 0,   ( ) 1

= = =

= = =

= = =

0 0 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )p x y l x y l x y l x= + +

将问题转化为：如何构造 l0(x), l1(x), l2(x)？
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什么是基函数插值法

Hn(x) = {次数不超过 n 的多项式的全体}

设 z0(x), z1(x), ... , zn(x) 是 Hn(x) 的一组基，则插值多项式可表示为

p(x) = a0z0(x) + a1z1(x) + · · · + anzn(x)

n+1 维
线性空间

① 寻找合适的基函数

② 确定插值多项式在这组基下的线性表出系数

需要解决的两个问题

这种通过基函数来构造插值函数的方法就是 基函数插值法

记

† 存在唯一性定理中是以 1, x , x2, …, xn为插值基函数
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Lagrange 插值

Lagrange 插值（法）

用 Lagrange 插值基函数来计算插值多项式的方法。

定义：设 lk(x) 是 n 次多项式，且在节点 x0 , x1 , … , xn 上满足

则称 lk(x) 为节点 x0 , x1 , … , xn 上的 n 次 Lagrange 插值基函数

1,
( )

0,k i

i k
l x

i k
=

=  ≠
0,1, 2, ,i n= 

† l0(x) , l1(x) , … , ln(x)构成 Hn(x) 的一组基（证明自行练习）

† l0(x) , l1(x) , … , ln(x)由插值节点所唯一确定

（k=0, 1,  …, n）



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 16

Lagrange 基函数的计算

kk k k nl x x x x x xx x x0 1 1( ) ( )( ) ( )( ) α − += − − − − 

根据定义，可设

其中 𝛼𝛼𝑘𝑘 是待定系数。 将 代入可求得k kl x( ) 1=

k k k k k k n
k x x x x x x x x0 1 1

1
( ) ( )( ) ( )

α
− +

=
− − − − 

0 1 1

0 1 1

0,

( ) ( )
( )

         

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

k k n

k k k
k

n
i

i i k k

k n

i

k k

x x x x x
l x

x x x
x x x x x x x x

x x
x x

−

=

−

≠

+

+

−
=

− − − −
=

− −

−

− −

∏

 

 

（k=0, 1,  …, n）
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Lagrange 插值

p(x) = a0l0(x) + a1l1(x) + · · · + anln(x)

将插值条件 p(xi) = yi ，i = 0, 1, ... , n 代入，可得 ai = yi ，i = 0, 1, ... , n

≜ 𝑳𝑳𝒏𝒏(𝒙𝒙)

由于 l0(x) , l1(x) , … , ln(x)构成 Hn(x) 的一组基，因此可设插值多项式：

p(x) = y0l0(x) + y1l1(x) + · · · + ynln(x)

Ln(x) 就称为 f(x) 的 Lagrange 插值多项式。

n n n
i

k k k
k k i i k k i

n
x x

y l x yL x
x x0 0 0,

(( ) )
= = = ≠

−
= =

−∑ ∑ ∏

† Lagrange 插值的优点：简单，可以直接把插值多项式写出来！



http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 18

线性插值

01
1 0 0 1 1 0 1

0 1 1 0

( ) ( ) ( ) x xx xL x y l x y l x y y
x x x x

−−
= + = +

− −

线性插值多项式（一次插值多项式）： n = 1
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抛物线插值

抛物线插值多项式（二次插值多项式）： n = 2

L x y l x y l x y l x
x x x x x x x xx x x xy y y

x x x x x x x x x x x x

2 0 0 1 1 2 2

0 2 0 11 2
0 1 2

0 1 0 1 1 0 1 2 2 0 2 1

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )( )( )  

( )( ) ( )( ) ( )( )

= + +

− − − −− −
= + +

− − − − − −

† n 次插值多项式的次数有时会低于 n，比如二次插值中，如果三点共线，

则 L2(x) 为直线
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插值举例
例：已知函数 y = 𝐥𝐥𝐥𝐥(x) 的函数值如下

解：

x 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
𝐥𝐥𝐥𝐥(x) -0.9163 -0.6931 -0.5108 -0.3567 -0.2231

试分别用 线性插值 和 抛物线插值 计算 𝐥𝐥𝐥𝐥(0.54) 的近似值。

(1) 线性插值，取 x0=0.5, x1=0.6 得

将 x=0.54 代入可得：

01
1 0 1

0 1 1 0

( ) 0.1823 1.6046x xx xL x y y x
x x x x

−−
= + = −

− −

𝐥𝐥𝐥𝐥(0.54) ≈ L1(0.54) = −𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔

插值节点的选取：为提高计算精度，通常选取所需插值的点 x 邻近的节点
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插值举例
(2) 抛物线插值，取 x0=0.4, x1=0.5, x2=0.6, 可得

𝐥𝐥𝐥𝐥(𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓) ≈ 𝑳𝑳𝟐𝟐(𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓) = −𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔

思考：是不是插值多项式次数越高，误差越小？

 ln(𝟎𝟎.𝟓𝟓𝟓𝟓) 的精确值为：−𝟎𝟎.𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔𝟔 ···

抛物线插值的误差比线性插值要小一些。

† 实际计算中，可直接将插值点代入计算，无需给出插值多项式表达式。

† Lagrange 插值简单方便，易于计算机实现。

Interp_Lagrange_01.m
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误差估计

)()()( xLxfxR nn −=
插值余项：

定理：设 f(x) ∈ Cn[a, b] ( n 阶连续可微 )，且 f (n+1)(x) 在 (a, b) 内存

在，则对 ∀x∈[a, b]，存在 ξx∈(a, b) 使得

其中

( 1)

1
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( 1)!

n
x

n n n
f

R x f x L x x
n

ξ
ω

+

+= − =
+

1 0 1( ) ( )( ) ( )n nx x x x x x xω + = − − −

证明：板书

† 注：余项中的 ξx 是与 x 有关的。

† 当 x = xi 时，结论显然成立，因此只要证明 x ≠ xi 的情形。
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简要证明过程

对任意给定的 x∈[a, b] (x ≠ xi , i =0, 1, ..., n)，构造 辅助函数

则 在 [a, b] 中有 n+2 个互不相同的零点：x, x0 , … , xn( )tϕ

由插值条件可知： Rn(xi)=0, i=0, 1,  …, n 

因此，Rn(x) 可写成 1( ) ( ) ( )n nR x K x xω +=

n n n nt R t K x t f t L t K x t1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ϕ ω ω+ +− = − −

罗尔
定理

条件：f(x) ∈ Cn[a, b]，且 f (n+1)(x) 在 (a, b) 内存在 也具有此性质( )tϕ

由罗尔定理可知 在 (a, b) 内至少有 n+1 个不同的零点。'( )tϕ
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简要证明过程
再用一次罗尔定理，可知 在 (a, b) 内至少有 n 个不同的零点。"( )tϕ

以此类推，可知 在 (a, b) 内至少有一个零点，设为 ξx ∈(a, b)，有( 1) ( )n tϕ +

又 ( 1) ( 1) ( 1)
1

( 1) ( 1)

( 1)

( ) ( ) ( ) ( )

             ( ) ( ) ( )( 1)!

             ( ) ( )( 1)!

n n n
n n

n n
n

n

t R t K x t

f t L t K x n

f t K x n

ϕ ω+ + +
+

+ +

+

= −

= − − +

= − +

( 1) ( )( )
( 1)!

n
xK x

n
ϕ ξ+

=
+

( 1)

1
( )( ) ( )

( 1)!

n
x

n n
fR x x

n
ξ ω

+

+=
+

( 1) ( ) 0n
xϕ ξ+ =
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线性插值和抛物线插值的余项

1 0 1
1( ) ''( )( )( )
2 xR x f x x x xξ= − −

线性插值的余项（两点插值， n =1）

2 0 1 2
1( ) '''( )( )( )( )
6 xR x f x x x x x xξ= − − −

抛物线插值的余项（三点插值， n =2）
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几点说明

余项公式只有当 f(x) 的高阶导数存在时才能使用

计算点 x 上的近似值时，应尽量选取与 x 靠近插值节点

 ξx 与 x 有关，通常无法确定, 实际使用中通常是估计其上界

1

0
( )  

( 1)!

n
n

n i
i

MR x x x
n

+

=

≤ −
+ ∏若 ，则( 1)

1max ( )n
na x b

f x M+
+≤ ≤

=
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插值误差举例（一）
例：已知函数 y = ln(x) 的函数值如下

x 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

ln(x) -0.9163 -0.6931 -0.5108 -0.3567 -0.2231

试估计用 线性插值 和 抛物线插值 计算 ln(0.54) 时的误差。

解：(1) 线性插值余项

xf
R x x x x x

(2)

1 0 1
( )

( ) ( )( ),
2
ξ

= − − x0=0.5,  x1=0.6,  ξx∈(0.5, 0.6)

x xf (2) 2( ) 4ξ ξ −= − ≤

R1 0.048(0.54) 2(0.54 0.5)(0.54 0.6)≤ − − =

解：板书
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插值误差举例（一）

xf
R x x x x x x x

(3)

2 0 1 2
( )

( ) ( )( )( )
3!
ξ

= − − −

(2) 抛物线插值余项

x xf (3) 3( ) 2 31.25ξ ξ −≤ =x0=0.4, x1=0.5, x2=0.6,  ξx∈(0.4, 0.6)

R2 0.0017531.25(0.54) (0.54 0.4)(0.54 0.5)(0.54 0.6)
3!

≤ − − − =

1(0.54) 0.048R ≤

抛物线插值通常优于线性插值，但绝不是次数越高就越好！
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插值误差举例

例：函数 ，插值区间 [-5, 5]，取等距插值节点，

试画出插值多项式 Ln(x) 的图像。

2
1( )

1
f x

x
=

+

Interp_Lagrange_Runge.m
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插值误差举例（二）
例：设 f(x) ∈ C 2[a,b] （二阶连续可导）, 证明:

其中

a x b

f b f af x f a x a M b a
b a

2
2

( ) ( ) 1max ( ) ( ) ( ) ( )
8≤ ≤

− − + − ≤ − − 

a x b
M f x2 max | ( ) |

≤ ≤
′′=

证明：板书

证明： 易知 f b f aL x f a x a
b a1

( ) ( )( ) ( ) ( )−
+ −

−


是 f(x) 关于点 x0=a, x1=b 的线性插值多项式，由插值余项公式可知

xf
f x L x x a x b

(2)

1
( )

( ) ( ) ( )( )
2
ξ

− = − − M x a b x2
1 ( )( )
2

≤ − − M b a 2
2

1 ( )
8

≤ −

x a b[ , ]∈
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Lagrange插值基函数的重要性质

性质一：若 f(x) 是一个次数 ≤ n 的多项式，则有 ，故

即 n 次插值多项式对于次数 ≤ n 的多项式是精确成立的。

( ) ( ) ( ) 0n nR x f x L x= − ≡

( 1) ( ) 0nf x+ ≡

性质二：设 f(x) = xk，k ≤ n，则有

特别地，当 k = 0 时有

0

( ) ( ) 0
n

k k
n j j

j

R x x x l x
=

= − =∑
n

k k
j j

j
x x l x

0
( )

=

= ∑

0

( ) 1
n

j
j

l x
=

=∑
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插值误差举例

例：设 li(x) 是关于点 x0, x1, … , x5 的 Lagrange 插值基函数，证明:  

i i
i

x x l x
5

2

0
( ) ( ) 0

=

− =∑
证明：板书

i i i i i i i
i i i i

x x l x x l x x x l x x l x
5 5 5 5

2 2 2

0 0 0 0
( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )

= = = =

− = − +∑ ∑ ∑ ∑

证明： 直接展开，并利用 Lagrange 插值基函数的性质可得

x x x2 2 22= − +

0=
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