
第四讲 线性方程组迭代方法

4.1 迭代法基本概念

4.1.1 向量序列与矩阵序列的收敛性

4.1.2 基于矩阵分裂的迭代法

4.1.3 迭代法的收敛性和收敛速度

4.2 三种经典迭代方法

4.2.1 Jacobi 迭代法
4.2.2 Gauss-Seidel 迭代法
4.2.3 SOR 迭代法

矩阵计算, 潘建瑜 http://math.ecnu.edu.cn/~jypan



为什么迭代法

ÿ 直接法 VS 迭代法

 直接法运算量 O(n3), 随着矩阵规模的增大, 运算量也随之 快速增长

 对于大规模线性方程组, 特别是稀疏方程组, 当前的首选方法是 迭代方法
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迭代法基本思想

Ax = b , A ∈ Rn×n 非奇异

给定一个初始值 x(0), 通过 一定的迭代格式 生成一个迭代序列 {x(k)}∞k=0, 使得

lim
k→∞

x(k) = x∗ ≜ A−1b

目前常用的两类迭代法

定常迭代法: 如 Jacobi, Gauss-Seidel, SOR 等.
子空间迭代法: 如 CG, MINRES, GMRES, BiCGStab 等.
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411 向量序列与矩阵序列的收敛性

定义 (向量序列的收敛) 设
{

x(k)
}∞

k=0
是 Rn 中的一个向量序列. 如果存在向量

x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Rn 使得

lim
k→∞

x(k)i = xi, i = 1, 2, . . . ,n,

其中 x(k)i 表示 x(k) 的第 i 个分量. 则称
{

x(k)
}

(按分量) 收敛 到 x, 记为

lim
k→∞

x(k) = x.

我们称 x 为序列
{

x(k)
}
的 极限.
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矩阵序列的收敛性

定义 (矩阵序列的收敛) 设
{

A(k) =
[
a(k)ij

]}∞

k=0
是 Rn×n 中的一个矩阵序列. 如果

存在矩阵 A = [aij] ∈ Rn×n 使得

lim
k→∞

a(k)ij = aij, i, j = 1, 2, . . . ,n,

则称 A(k) 收敛到 A, 记为

lim
k→∞

A(k) = A.

我们称 A 为 A(k) 的 极限.
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例 设 0 < |a| < 1, 考虑矩阵序列
{

A(k)}, 其中

A(k) =

a 1

0 a

k

, k = 1, 2, . . . .

易知当 k → ∞ 时, 有

A(k) =

a 1

0 a

k

=

ak kak−1

0 ak

→

0 0

0 0

 .
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收敛性定理

定理 设向量序列 {x(k)}∞k=0 ⊂ Rn, 矩阵序列
{

A(k) =
[
a(k)ij

]}∞

k=0
⊂ Rn×n, 则

(1) lim
k→∞

x(k) = x ⇐⇒ lim
k→∞

∥x(k) − x∥ = 0 , 其中 ∥ · ∥ 为任一向量范数;

(2) lim
k→∞

A(k) = A ⇐⇒ lim
k→∞

∥A(k) − A∥ = 0 , 其中 ∥ · ∥ 为任一矩阵范数;

(板书)

% 该结论将向量 (矩阵) 序列的收敛性转化为数列的收敛性.
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两种特殊情形

lim
k→∞

A(k) = 0 ⇐⇒ lim
k→∞

∥∥∥A(k)
∥∥∥ = 0

lim
k→∞

Ak = 0 ⇐⇒ lim
k→∞

∥∥∥Ak
∥∥∥ = 0
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更多判别方法

定理 设矩阵序列
{

A(k) =
[
a(k)ij

]}∞

k=0
⊂ Rn×n, 则

lim
k→∞

A(k) = 0 ⇐⇒ lim
k→∞

A(k)x = 0, ∀ x ∈ Rn.

(板书)
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更多判别方法 (续)

定理 设 B ∈ Rn×n, 若存在矩阵范数使得 ∥B∥ < 1, 则 lim
k→∞

Bk = 0. (板书)

定理 设 B ∈ Rn×n, 则 lim
k→∞

Bk = 0 当且仅当 ρ(B) < 1. (板书)

推论 设 B ∈ Rn×n, 则 lim
k→∞

Bk = 0 的充要条件是存在某个矩阵范数 ∥ · ∥, 使得
∥B∥ < 1.
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怎么构造迭代法

þ 定常 VS 非定常

 定常迭代法: 每一步的迭代格式是不变

 非定常迭代法: 迭代格式是可变的, 收敛性分析较复杂
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定常迭代法

直接求解 Ax = b 比较困难, 我们可以求解一个近似线性方程组 Mx = b, 其中
M 是 A 在某种意义下的近似.

基本思想

 记 Mx = b 的解为 x(1), 与原方程的解 x∗ = A−1b 之间的误差满足

A
(

x∗ − x(1)
)
= b − Ax(1).

如果 x(1) 已经满足精度要求, 则可以停止计算, 否则需要 修正.
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 记 ∆x ≜ x∗ − x(1), 则 ∆x 满足方程

A∆x = b − Ax(1).

由于直接求解比较困难, 因此我们还是求解近似方程

M∆x = b − Ax(1)

得到一个近似的修正量 ∆̃x. 于是修正后的近似解为

x(2) = x(1) + ∆̃x = x(1) + M−1(b − Ax(1)).

如果 x(2) 已经满足精度要求, 则停止计算, 否则 继续按以上的方式进行修正.
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 不断重复以上步骤, 于是, 我们就得到一个向量序列

x(1), x(2), . . . , , x(k), . . . .

它们都是真解 x∗ 的近似值, 且满足下面的递推关系

x(k+1) = x(k) + M−1(b − Ax(k)) , k = 1, 2, . . . .

这就构成了一个迭代方法.
由于每次迭代的格式是一样的, 因此称为 定常迭代法.

好的定常迭代法需要考虑的两个方面

(1) 以 M 为系数矩阵的线性方程组必须比原线性方程组 更容易求解

(2) M 应该是 A 的一个很好的近似: 迭代序列 {xk} 快速收敛
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412 基于矩阵分裂的迭代法

目前一类比较常用的定常迭代法是基于矩阵分裂的迭代法, 如 Jacobi 方法,
Gauss-Seidel 方法, SOR (Successive Over-Relaxation, 超松弛) 方法等.

定义 (矩阵分裂 Matrix Splitting) 设 A ∈ Rn×n 非奇异, 我们称

A = M − N (4.1)

为 A 的一个矩阵分裂, 其中 M 非奇异.
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 给定一个矩阵分裂, 则原方程组 Ax = b 就等价于 Mx = Nx + b .

于是我们就可以构造出以下的迭代格式

Mx(k+1) = Nx(k) + b , k = 0, 1, . . . , (4.2)

或

x(k+1) = M−1Nx(k) + M−1b ≜ Bx(k) + f , k = 0, 1, . . . , (4.3)

其中 B ≜ M−1N 称为 迭代矩阵.

这就是基于矩阵分裂的迭代方法, 选取不同的 M, 就得到不同的迭代方法.
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413 迭代法的收敛性

定义 对任意初始向量 x(0), 设 {x(k)} 是由迭代方法 4.3 生成的向量序列, 如果
lim

k→∞
x(k) 存在, 则称迭代方法 4.3 收敛, 否则就称为 发散.

引理 设迭代序列 {x(k)} 收敛, 且 lim
k→∞

x(k) = x∗, 则 x∗ 一定是原方程组的真解.

(板书)
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定常迭代法基本收敛性定理

定理 对任意初始向量 x(0), 迭代方法 4.3 收敛的充要条件是 ρ(B) < 1.

(板书)
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充分条件

定理 若存在算子范数使得 ∥B∥ < 1, 则迭代方法 4.3 收敛

注记

 由于计算 ρ(B) 通常比较复杂, 而 ∥B∥1, ∥B∥∞ 相对比较容易计算, 因此在判别
迭代方法收敛性时, 可以先验算一下迭代矩阵的 1-范数或 ∞-范数是否小于 1.

 上述定理中的结论是充分条件, 但不是必要条件, 因此判断一个迭代方法不收
敛仍然需要使用基本收敛定理.
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例 讨论迭代方法 x(k+1) = Bx(k) + f 的收敛性, 其中 B =

0.9 0

0.3 0.8

.

解. 由于 B 是下三角矩阵, 因此其特征值分别为 λ1 = 0.9, λ2 = 0.8.

所以 ρ(B) = 0.9 < 1. 故迭代方法收敛. □
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误差估计

定理 若存在算子范数使得 q ≜ ∥B∥ < 1, 则

(1) ∥x(k) − x∗∥ ≤ qk∥x(0) − x∗∥;

(2) ∥x(k) − x∗∥ ≤ q
1− q∥x(k) − x(k−1)∥;

(3) ∥x(k) − x∗∥ ≤ qk

1− q∥x(1) − x(0)∥.

(板书)
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414 迭代方法的收敛速度

第 k 步的误差为

ε(k) ≜ x(k) − x∗ = Bk(x(0) − x∗) = Bkε(0).

所以 ∥∥ε(k)∥∥∥∥ε(0)∥∥ ≤ ∥Bk∥.

因此平均每次迭代后误差的压缩率为 ∥Bk∥1/k.
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定义 基于矩阵分裂的定常迭代法的 平均收敛速度 定义为

Rk(B) ≜ − ln ∥Bk∥
1
k ,

渐进收敛速度 定义为

R(B) ≜ lim
k→∞

Rk(B) = − ln ρ(B).

 如果 0 < ρ(B) < 1, 则迭代方法 线性 收敛.

 一般来说, ρ(B) 越小, 迭代方法的收敛速度越快.

如果事先给定一个精度要求, 比如要求相对误差满足 ∥x(k) − x∗∥
∥x(0) − x∗∥

< ε ,

则可根据下面的公式估计所需迭代步数 k:

∥Bk∥ < ε =⇒ ln ∥Bk∥1/k ≤ 1

k ln(ε) =⇒ k ≥ − ln(ε)
− ln ∥Bk∥1/k ≈ − ln(ε)

R(B)
.
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三种经典定常迭代法

A = D − L − U

4.2 三种经典迭代方法

4.2.1 Jacobi 迭代法

4.2.2 Gauss-Seidel 迭代法

4.2.3 SOR 迭代法



421 Jacobi 迭代法
取 M = D, N = L + U

 可得 Jacobi 迭代 法:

x(k+1) = D−1(L + U)x(k) + D−1b , k = 0, 1, . . . .

 对应的迭代矩阵

J = D−1(L + U)

 分量形式 (便于理解与编程实现)

x(k+1)
i =

1

aii

bi −
n∑

j=1,j̸=i
aijx(k)j

 , i = 1, 2, . . . ,n.
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算法 4-2.1 Jacobi 迭代
1: Given an initial guess x(0)

2: while not converge do % 停机准则
3: for i = 1 to n do

4: x(k+1)
i =

(
bi −

n∑
j=1,j̸=i

aijx(k)j

)/
aii

5: end for
6: end while
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几点说明

 Jacobi 迭代中 x(k+1)
i 的更新顺序与 i 无关, 因此非常适合并行计算.

 在编程实现该算法时, “停机准则” 一般是要求相对残量满足一定的精度, 即
∥b − Ax(k)∥
∥b − Ax(0)∥

< tol,

其中 tol 是一个事前给定的精度要求, 如 10−6 或 10−8 等.

 Jacobi 迭代格式也可以写为

x(k+1) = x(k) + D−1(b − Ax(k)) = x(k) + D−1rk

其中 rk
△
= b − Ax(k). 这表明, x(k+1) 是通过对 x(k) 做一个修正得到的.
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422 Gauss-Seidel (G-S) 迭代法
取 M = D − L, N = U

 可得 G-S 迭代法

x(k+1) = (D − L)−1Ux(k) + (D − L)−1b

 对应的迭代矩阵

G = (D − L)−1U

 分量形式

Dx(k+1)=Lx(k+1)+Ux(k)+b ⇐⇒ x(k+1)
i =

1

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx(k)j
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算法 4-2.2 Gauss-Seidel 迭代法
1: Given an initial guess x(0)

2: while not converge do
3: for i = 1 to n do

4: x(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx(k)j

)
5: end for
6: end while

G-S 迭代的优点

G-S 迭代充分利用了已经获得的最新数据, 有望获得更快的收敛速度.
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423 SOR 迭代法

将 G-S 迭代法中的第 k+1 步近似解与第 k 步近似解做一个加权平均, 从而给
出一个 更好 的近似解.

基本思想

 SOR 迭代法

x(k+1) = (1− ω)x(k) + ωD−1
(

Lx(k+1) + Ux(k) + b
)

x(k+1) = (D − ωL)−1
(
(1− ω)D + ωU

)
x(k) + ω(D − ωL)−1b

其中 ω 称为松弛参数.
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几点说明

 当 ω = 1 时, SOR 即为 G-S 方法,

当 ω < 1 时, 称为低松弛方法,

当 ω > 1 时, 称为超松弛方法.

在大多数情况下, 当 ω > 1 时会取得比较好的收敛效果.

 SOR 方法曾经在很长一段时间内是科学计算中求解线性方程组的首选方法.
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 SOR 的迭代矩阵

Sω = (D − ωL)−1
(
(1− ω)D + ωU

)
 对应的矩阵分裂

M =
1

ω
D − L, N =

1− ω

ω
D + U

 分量形式为

x(k+1)
i = (1− ω)x(k)i +

ω

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx(k)j


= x(k)i +

ω

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx(k+1)
j −

n∑
j=i

aijx(k)j
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算法 4-2.3 求解线性方程组的 SOR 迭代方法
1: Given an initial guess x(0) and parameter ω

2: while not converge do
3: for i = 1 to n do

4: x(k+1)
i = (1− ω)x(k)i +

ω

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx(k)j

)
5: end for
6: end while

几点说明

 SOR 方法最大的优点是引入了松弛参数 ω, 增加了算法的自由度, 同时通过选
取适当的 ω 可以大大提高方法的收敛速度.

 如何确定 SOR 的最优松弛因子是一件非常困难的事!
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例 分别用 Jacobi, G-S 和 SOR(ω = 1.1) 迭代方法求解线性方程组 Ax = b, 其中

A =


2 −1 0

−1 3 −1

0 −1 2

 , b =


1

8

−5

 .

初始向量设为 x(0) = [0, 0, 0]
⊺, 迭代过程中保留小数点后四位.

(Iter_Jacobi_GS_SOR_01.m)
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例 编程实践: 分别用 Jacobi, G-S 和 SOR(ω = 1.5) 迭代方法求解线性方程组
Ax = b, 其中

A =


2 −1

−1
. . . . . .
. . . . . . −1

−1 2

 , b =


1

0
...
0

 .

初始向量设为 x(0) = [0, 0, 0]
⊺.

(Iter_Jacobi_GS_SOR_02.m)
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