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矩阵分解

• 矩阵分解是矩阵计算中的一个非常重要的技术.

• 通过矩阵分解, 将原矩阵分解成若干个结构简单的矩阵的乘积, 从而将原
本复杂的问题转化为若干个相对简单的问题.

• 这也是我们在实际生活中解决问题的一个基本思想 — 化繁为简
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三种分解

• LU 分解

A = LU , L 单位下三角,U 非奇异上三角

• Crout 分解

A = L̃Ũ , L̃ 非奇异下三角, Ũ 单位上三角

• LDR 分解

A = LDR , L 单位下三角,U 单位上三角,D 对角

- 显然, 这三种分解在本质上没有任何区别, 在实际计算中可以根据需要选择其
中的一种. 这里我们只讨论 LU 分解.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 3/26



待定系数法计算 LU 分解

设 A 的 LU 分解 A = LU 为:
a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... . . . ...

an1 an2 · · · ann

 =


1

l21 1
... . . .

ln1 · · · ln,n−1 1




u11 u12 · · · u1n

u22 u2n
. . . ...

unn

 .

首先观察等式两边的第一行, 可得 U 的第一行:

u1j = a1j, j = 1, 2, . . . ,n.

再观察等式两边的第一列, 可得 L 的第一列:

li1 = ai1/u11, i = 2, 3, . . . ,n.
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依此类推, 不断比较两边的第 2 行和第 2 列, 第 3 行和第 3 列, 等等,
就可以把 L 和 U 的所有元素都计算出来, 这就是 待定系数法.

一般过程: 第 k步的计算公式

比较等式两边的第 k 行, 可得

ukj = akj − (lk1u1j + lk2u2j + · · ·+ lk,k−1uk−1,j), j = k, k + 1, . . . .

比较等式两边的第 k 列, 可得

lik =
1

ukk
(aik − li1u1k − · · · − li,k−1uk−1,k), i = k + 1, k + 2, . . . ,n.

- 同样地, 我们将 L 存放在 A 的下三角部分, U 存放在 A 的上三角部分.
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算法 1.1 LU 分解 (待定系数法)
1: for k = 1 to n do
2: for j = k to n do
3: for i = 1 to k − 1 do
4: akj = akj − akiaij

5: end for
6: end for
7: for i = k + 1 to n do
8: for j = 1 to k − 1 do
9: aik = aik − aijajk

10: end for
11: aik = aik/akk

12: end for
13: end for

这种通过待定系数法计算 LU 分解的算法也称为 Doolittle 方法.
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最后, 需求解两个三角线性方程组, 即 Ly = b 和 Ux = y. 完整求解过程如下.

算法 1.2 LU 分解求解线性方程组
1: 计算 A 的 LU 分解 (此处省略, 可参见算法 1.1)
2: y1 = b1 % 向前回代求解Ly = b
3: for i = 2 to n do
4: for k = 1 to i − 1 do
5: bi = bi − aikyk

6: end for
7: yi = bi

8: end for
9: xn = yn/ann % 向后回代求解Ux = y

10: for i = n − 1 to 1 do
11: for k = i + 1 to n do
12: yi = yi − aikxk

13: end for
14: xi = yi/aii

15: end for
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列主元 LU 分解 (PLU)

PA = LU ,

其中 P 是一个置换矩阵. 因此, PA 就相当于对 A 的行进行了重新排列.

• 为了节省存储量, 我们并不存储这个置换矩阵, 而只是用一个向量来表示这个重
新排列. 我们将这个向量记为 p, 其元素是 {1, 2, . . . ,n} 的一个重排列. 比如
p = [1, 3, 2] 表示交换矩阵的第 2 行和第 3 行, 而 p = [2, 3, 1] 则表示将矩阵的第
2 行移到最前面, 将第 3 行移到第 2 行, 将第 1 行移到最后.

• 易知, 在计算过程中, p 的初始值为 p = [1, 2, . . . ,n].

• 在选列主元的过程中, 如果出现行交换, 即交换第 ik 行和第 k 行, 则需要相应地
交换 p 的第 ik 位置和第 k 位置上的值.
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算法 1.3 PLU: 列主元 LU 分解或部分选主元 LU 分解
1: p = [1, 2, . . . ,n] % 用于记录置换矩阵
2: for k = 1 to n − 1 do
3: aik,k = maxk≤i≤n |ai,k| % 选列主元
4: if ik ̸= k then
5: for j = 1 to n do
6: atmp = aik,j, aik,j = ak,j, ak,j = atmp % 交换 A 的第 ik行与第 k行
7: end for
8: ptmp = pik , pik = pk, pk = ptmp % 更新置换矩阵
9: end if

10: for i = k + 1 to n do
11: aik = aik/akk % 计算 L 的第 i 列
12: for j = k + 1 to n do
13: aij = aij − aik ∗ aij % 更新 A(k + 1 : n, k + 1 : n)
14: end for
15: end for
16: end for
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完整的求解过程

算法 1.4 PLU 分解求解线性方程组
1: 计算 A 的 PLU 分解 (此处省略, 可参见算法 1.3)
2: y1 = bp1

% 向前回代求解Ly = Pb
3: for i = 2 to n do
4: for j = 1 to i − 1 do
5: bpi = bpi − aijyj
6: end for
7: yi = bpi

8: end for
9: xn = bpn/ann % 向后回代求解Ux = y

10: for i = n − 1 to 1 do
11: for j = i + 1 to n do
12: yi = yi − aijxj
13: end for
14: xi = yi/aii
15: end for

- 算法 1.4 可用于计算矩阵的逆, 也可用于计算矩阵的行列式.
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Cholesky 分解与平方根法

如果 A 是对称正定的, 则可以得到更加简洁高效的方法.

定理 (Cholesky 分解) 设 A 对称正定, 则存在唯一的对角线元素全为正的下三
角矩阵 L, 使得

A = LL ⊺
.

该分解称为 Cholesky 分解. (板书)

- Cholesky 分解仅针对对称正定矩阵成立.
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LDL ⊺ 分解

定理 若 A 对称, 且所有顺序主子式都不为 0, 则 A 可唯一分解为

A = LDL ⊺
,

其中 L 为单位下三角矩阵, D 为对角矩阵. (证明留作课外练习)
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如何计算 Cholesky分解: 待定系数法


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
... . . . ...

an1 an2 · · · ann

 =


l11
l21 l22
...

... . . .
ln1 ln,2 · · · lnn




l11 l21 · · · ln1

l22 · · · ln2
. . . ...

ln,n

 .

类似于 LU 分解, 直接比较等式两边的元素, 可得一般公式

aij =
n∑

k=1

likljk =

j−1∑
k=1

likljk + ljjlij , j = 1, 2, . . . ,n, i = j, j + 1, . . . ,n.

根据这个计算公式即可得 lij 的表达式.
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算法 1.5 Cholesky 分解 (L 存放在 A 的下三角部分)
1: for j = 1 to n do
2: for k = 1 to j − 1 do
3: ajj = ajj − a2

jk
4: end for
5: ajj =

√ajj

6: for i = j + 1 to n do
7: for k = 1 to j − 1 do
8: aij = aij − aikajk

9: end for
10: aij = aij/ajj

11: end for
12: end for

- Cholesky 分解算法的乘除运算量为 1

3
n3 +O(n2), 大约为 LU 分解的一半. 另

外, Cholesky 分解算法是稳定的 (稳定性与全主元 Gauss 消去法相当), 因此不
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利用 Cholesky 分解求解线性方程组的方法就称为 平方根法, 具体描述如下:

算法 1.6 Cholesky 分解求解线性方程组
1: 计算 Cholesky 分解 (此处省略, 参见算法 1.5)
2: y1 = b1/a11 % 向前回代求解Ly = b
3: for i = 2 to n do
4: for j = 1 to i − 1 do
5: bi = bi − aijyj
6: end for
7: yi = bi/aii
8: end for
9: xn = bn/ann % 向后回代求解L⊺x = y

10: for i = n − 1 to 1 do
11: for j = i + 1 to n do
12: yi = yi − ajixj
13: end for
14: xi = yi/aii
15: end for
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LDL ⊺ 分解

A = LDL ⊺
, L 单位下三角, D 对角.

• 目的: 避免在 Cholesky 分解计算平方根

• 计算方法: 由待定系数法

A = LDL ⊺
=


1

l21 1
... . . . . . .

ln1 · · · ln,n−1 1




d1

d2
. . .

dn




1 l21 · · · ln1

1
. . . ...
. . . ln,n−1

1

 .

=⇒ aij = djlij +
j−1∑
k=1

likdkljk , j = 1, . . . ,n, i = j + 1, . . . ,n.
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算法 1.7 改进的平方根法 (L 存放在 A 的下三角, D 存放在 A 的对角)
1: for j = 1 to n do
2: for k = 1 to j − 1 do
3: ajj = ajj − l2jkakk

4: end for
5: for i = j + 1 to n do
6: for k = 1 to j − 1 do
7: aij = aij − aikakkajk

8: end for
9: aij = aij/ajj

10: end for
11: end for
12: y1 = b1 % 向前回代求解Ly = b
13: for i = 2 to n do
14: for j = 1 to i − 1 do
15: bi = bi − aijyj
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16: end for
17: yi = bi

18: end for
19: xn = bn/ann % 向后回代求解DL ⊺x = y
20: for i = n − 1 to 1 do
21: xi = yi/aii

22: for j = i + 1 to n do
23: xi = xi − ajixj

24: end for
25: end for
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三对角线性方程组


b1 c1
a1

. . . . . .

. . . . . . cn−1

an−1 bn




x1
x2
...

xn

 =


f1
f2
...
fn

 .

我们假定
|b1| > |c1| > 0, |bn| > |an−1| > 0, (2.1)

且
|bi| ≥ |ai−1|+ |ci|, aici ̸= 0, i = 1, . . . ,n − 1. (2.2)

即 A 是不可约 (行) 弱对角占优的. (可以证明此时 A 是非奇异的)
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计算 A 的 Crout 分解:

A =


b1 c1
a1

. . . . . .

. . . . . . cn−1

an−1 bn

 =


α1

a1 α2

. . . . . .
an−1 αn




1 β1

1
. . .
. . . βn−1

1

 ≜ LU.

(2.3)

由待定系数法, 我们可以得到递推公式:

α1 = b1, β1 = c1/α1 = c1/b1, αi = bi − ai−1βi−1,

βi = ci/αi = ci/(bi − ai−1βi−1), i = 2, 3, . . . ,n − 1

αn = bn − an−1βn−1.
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为了使得算法能够顺利进行下去, 我们需要证明 αi ̸= 0.

定理 设三对角矩阵 A 满足条件 (2.1) 和 (2.2). 则 A 非奇异, 且

(1) |α1| = |b1| > 0;

(2) 0 < |βi| < 1, i = 1, 2, . . . ,n − 1;

(3) 0 < |ci| ≤ |bi| − |ai−1| < |αi| < |bi|+ |ai−1|, i = 2, 3, . . . ,n;

(板书)
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追赶法 (Thomas算法)

算法 1.8 追赶法 (矩阵分解与方程求解交叉进行)
1: α1 = b1
2: β1 = c1/b1
3: y1 = f1/b1
4: for i = 2 to n − 1 do
5: αi = bi − ai−1βi−1

6: βi = ci/αi

7: yi = (fi − ai−1yi−1)/αi % 求解 Ly = f
8: end for
9: αn = bn − an−1βn−1

10: yn = (fn − an−1yn−1)/αn

11: xn = yn

12: for i = n − 1 to 1 do
13: xi = yi − βixi+1

14: end for
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- 具体计算时, 由于求解 Ly = f 与矩阵 LU 分解是同时进行的, 因此, αi 可以不
用存储. 但 βi 需要存储.

- 由于 |βi| < 1, 因此在回代求解 xi 时, 误差可以得到有效控制.
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列对角占优情形

我们也可以考虑下面的分解

A =


b1 c1
a1

. . . . . .

. . . . . . cn−1

an−1 bn

 =


1

γ1 1
. . . . . .

γn−1 1




α1 c1

α2
. . .
. . . cn−1

αn

 . (2.4)

但此时 |γi| 可能大于 1. 比如 γ1 = a1/b1, 因此当 |b1| < |a1| 时, |γ1| > 1. 所以在回
代求解时, 误差可能得不到有效控制. 另外一方面, 计算 γi 时也可能会产生较大的舍
入误差 (大数除以小数). 但如果 A 是列对角占优, 则可以保证 |γi| < 1.

- 如果 A 是 (行) 对角占优, 则采用分解 (2.3);

如果 A 是列对角占优, 则采用分解 (2.4).
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带状线性方程组

在实际应用中会经常遇到带状线性方程组, 在设计算法时应该充分利用其中的零元
素来减少运算量, 从而大幅度地提高计算效率.

带状矩阵: 下带宽为 bl, 上带宽为 bu

aij = 0 for i > j + bl or i < j − bu
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带状矩阵 LU分解的性质

定理 设 A ∈ Rn×n 是带状矩阵, 其下带宽为 bl, 上带宽为 bu. 若 A = LU 是不选
主元的 LU 分解, 则 L 为下带宽为 bl 的带状矩阵, U 为上带宽为 bu 的带状矩阵.

部分选主元 LU分解的性质

定理 设 A ∈ Rn×n 是带状矩阵, 其下带宽为 bl, 上带宽为 bu. 若 PA = LU 是部分
选主元的 LU 分解, 则 U 为上带宽不超过 bl + bu 的带状矩阵, L 为下带宽为 bl 的

“基本带状矩阵”, 即 L 每列的非零元素不超过 bl + 1 个. (也就是说, 非零元素的个
数有限制, 但位置不限)
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