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1 线性空间基本概念

• 数域,如: Q, R, C

• 线性空间,如: Rn, Cn, Rm×n, Cm×n, Hn, C[a, b], Cp[a, b]

• 线性相关与线性无关,线性表示,秩,基,维数

• 线性子空间 (简称子空间),零空间 (核) Ker(A)
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张成的线性空间

例 设 S是数域 F上的一个线性空间, x1, x2, . . . , xk ∈ S,记

span{x1, x2, . . . , xk} ≜
{
α1x1 + α2x2 + · · ·+ αkxk : α1, α2, . . . , αk ∈ F

}
,

即由 x1, x2, . . . , xk 的所有线性组合构成的集合, 则 span{x1, x2, . . . , xk} 是 S

的一个线性子空间,称为由 x1, x2, . . . , xk 张成的线性空间.

- span(A)→由 A的列向量所张成的线性空间,即 A的像空间、值域、列空间
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2 范数与赋范线性空间

定义 (范数与赋范线性空间) 设 S为数域 F (F可以是 R或 C)上的线性空间,

若对任意 x ∈ S,存在唯一实数与之对应,记为 ∥x∥,它满足条件:

(1) ∥x∥ ≥ 0,等号当且仅当 x = 0时成立; (正定性)

(2) ∥αx∥ = |α| · ∥x∥, ∀ α ∈ F; (正齐次性)

(3) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, ∀ x, y ∈ S; (三角不等式)

则称 ∥ · ∥为线性空间 S上的范数,定义了范数的线性空间称为赋范线性空间.

- 范数是从 S到 R+ ∪ {0}的一元函数.
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例 C[a, b]上的常用范数: 设 f(x) ∈ C[a, b]

• 1­范数: ∥f∥1 =
ˆ b

a
|f(x)| dx;

• 2­范数: ∥f∥2 =
(ˆ b

a
|f(x)|2 dx

) 1
2

;

• p­范数: ∥f∥p =
(ˆ b

a
|f(x)|p dx

) 1
p

; (p为正整数)

• ∞­范数: ∥f∥∞ = max
a≤x≤b

|f(x)|.
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3 内积与内积空间

定义 (内积与内积空间) 设 S是数域 F (R或 C)上的一个线性空间,定义一个

从 S × S 到 F 的代数运算, 记为 “( · , · )”, 即对任意 x, y ∈ S, 都存在唯一的

f ∈ F,使得 f = (x, y). 如果该运算满足

(1) (x, y) = (y, x), ∀ x, y ∈ S;

(2) (αx, y) = α(x, y), ∀ α ∈ F, x, y ∈ S;

(3) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z), ∀ x, y, z ∈ S;

(4) (x, x) ≥ 0,等号当且仅当 x = 0时成立;

则称 (·, ·)为 S上的一个内积,有时也称为标量积. 定义了内积的线性空间称

为内积空间.
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- 定义在实数域 R上的内积空间称为欧氏空间,定义在复数域 C上的内积

空间称为酉空间.

- (u, v)表示 (u, v)的共轭. 当 F = R时,该条件即为 (v, u) = (u, v).

- 内积可以看作是从线性空间 S到数域 F的二元函数.

内积基本性质

• (u, βv) = β̄(u, v), ∀ β ∈ F

• (u, v + w) = (u, v) + (u,w)

• (u1 + u2 + · · ·+ un, v) = (u1, v) + (u2, v) + · · ·+ (un, v)
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例 考虑线性空间Rn,对任意x = [x1, x2, . . . , xn]
⊺ ∈ Rn, y = [y1, y2, . . . , yn]

⊺ ∈

Rn,定义

(x, y) ≜ y
⊺
x =

n∑
i=1

xiyi,

则 (x, y)是 Rn 上的内积, 因此 Rn 是一个欧氏空间. 这种方式定义的内积称

为欧拉内积.

+如果 x, y ∈ Cn,则内积定义为 (x, y) ≜ y∗x =
∑n

i=1 xiȳi

- 以上定义的内积是 Rn 和 Cn 上的标准内积,若不特别声明, Rn 和 Cn 上

的内积均是指标准内积.
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例 考虑实数域 R上的线性空间 C[a, b],对任意 f(x), g(x) ∈ C[a, b],定义

(f, g) ≜
ˆ b

a
f(x)g(x) dx,

则 (f, g)是 C[a, b]上的内积,此时 C[a, b]是一个欧氏空间.
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正交

有了内积以后,我们就可以定义正交.

定义 设 S是内积空间, u, v ∈ S,若 (u, v) = 0,则称 u与 v是正交的.

- 正交可以看作是垂直概念的推广.
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定理 设 S是内积空间, u1, u2, . . . , un ∈ S,则 u1, u2, . . . , un 线性无关的充要

条件是矩阵 G非奇异,其中

G =


(u1, u1) (u2, u1) · · · (un, u1)

(u1, u2) (u2, u2) · · · (un, u2)
...

...
...

(u1, un) (u2, un) · · · (un, un)

 .

这个矩阵就称为 u1, u2, . . . , un的 Gram矩阵.

(留作自习)
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内积与范数

设 S是内积空间,对任意 u ∈ S,定义

∥u∥ ≜ (u, u)
1
2 ,

则可以验证, ∥u∥是 S上的范数. 这就是由内积导出的范数. 即任意一个内积

都可以定义一个范数. (证明留作练习)

例 Rn上由标准内积导出的范数为

∥x∥ = (x, x)
1
2 =

(
n∑

i=1

x2i

) 1
2

.

这就是 2­范数.
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带权内积

设 ω1, ω2, . . . , ωn为任意给定的正实数,对任意 x, y ∈ Rn,定义

(x, y)ω ≜
n∑

i=1

ωixiyi .

可以验证, (x, y)ω 是 Rn上的内积,我们称其为带权内积,其中 ωi称为权系数.

+同样,可以在 Cn中定义带权内积.
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权函数

为了在 C[a, b]上定义带权内积,我们首先定义权函数.

定义 设 ω(x)是 [a, b]上的非负函数,如果 ω(x)满足

(1) 对任意非负整数 k,
ˆ b

a
xkω(x) dx存在且为有限值;

(2) 对 [a, b]上的任意非负连续函数 g(x),如果
ˆ b

a
g(x)ω(x) dx = 0,则 g(x) ≡

0;

则称 ω(x)是 [a, b]上的一个权函数.

- [a, b]可以是有限区间,也可以是无限区间,即 a可以是 −∞, b可以是∞;

- 权函数与定义区间相关.
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例 常见的权函数有

• ω(x) = 1是 [−1, 1]上的权函数;

• ω(x) =
1√

1− x2
是 [−1, 1]上的权函数;

• ω(x) = e−x是 [0,∞)上的权函数;

• ω(x) = e−x2
是 (−∞,∞)上的权函数.
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例 设 ω(x)是 [a, b]上的权函数,对任意 f(x), g(x) ∈ C[a, b],定义

(f, g)ω =

ˆ b

a
ω(x)f(x)g(x) dx,

则 (f, g)ω 是 C[a, b]上的带权内积. 对应的带权内积导出范数为

∥f∥ω = (f, f)
1
2
ω =

(ˆ b

a
ω(x)f2(x) dx

) 1
2

.

特别地,当 ω(x) ≡ 1时,内积导出范数为

∥f∥ = (f, f)
1
2 =

(ˆ b

a
f2(x) dx

) 1
2

,

即为 f(x)的 2­范数.
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推论 设 φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x) ∈ C[a, b],则 φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)线性无

关的充要条件是矩阵 G非奇异,其中 G是 Gram矩阵:

G =


(φ1, φ1) (φ2, φ1) · · · (φn, φ1)

(φ1, φ2) (φ2, φ2) · · · (φn, φ2)
...

...
...

(φ1, φn) (φ2, φn) · · · (φn, φn)

 .
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4 矩阵特征值与谱半径

定义 设 A ∈ Cn×n,若存在 λ ∈ C和非零向量 x, y ∈ Cn,使得

Ax = λx, y∗A = λy∗,

则 λ是 A的特征值, x称为 A对应于 λ的 (右)特征向量, y 称为 A对应于 λ

的左特征向量,并称 (λ, x)为 A的一个特征对 (eigenpair ).
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关于特征值的几点说明

• 只有当 A是方阵时,才具有特征值与特征向量;

• 实矩阵的特征值与特征向量有可能是复的;

• n阶矩阵总是存在 n个特征值 (其中可能有相等的);

• 特征值有代数重数和几何重数,几何重数不超过代数重数;

• 相似变换不改变矩阵的特征值,合同变换 (congruence transformation)不改

变矩阵的惯性指数.

A⊺和 A,它们的特征值和特征向量有什么关系?

A−1和 A,它们的特征值和特征向量有什么关系?

设 p(t)是一个多项式,则 p(A)与 A的特征值与特征向量有什么关系?
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谱半径

定义 (谱半径) 设 A ∈ Cn×n,则称

ρ(A) ≜ max
λ∈σ(A)

|λ|

为 A的谱半径,其中 σ(A)为 A谱,即所有特征值组成的集合:

σ(A) = {λ1, λ2, . . . , λn}.

设 A ∈ Cn×n,称 tr(A) ≜ a11 + a22 + · · ·+ ann称为矩阵 A的迹 (trace),则

det(A) = λ1λ2 · · ·λn, tr(A) = λ1 + λ2 + · · ·+ λn.
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特征值分解 (谱分解)

定义 设 A ∈ Cn×n. 若存在一个非奇异矩阵 X ∈ Cn×n,使得

X−1AX = Λ, (1.1)

其中 Λ ∈ Cn×n 是对角矩阵. 则称 A是可对角化的,矩阵 Λ的对角线元素即

为 A的特征值,分解 (1.1)称为矩阵 A的特征值分解或谱分解.

其他基本概念

• 特征多项式,最小多项式

• 代数重数和几何重数,特征空间

• 可对角化,可对角化的充要条件/充分条件
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特征值估计：Bendixson定理

对任意矩阵 A ∈ Cn×n,我们记

HA ≜ 1

2
(A+A∗), SA ≜ 1

2
(A−A∗).

则 (HA)
∗ = HA, (SA)

∗ = −SA ,分别称为A的Hermite部分和 Skew­Hermite

(斜 Hermite)部分.

定理 (Bendixson) 设 A ∈ Cn×n,则

λmin(HA) ≤ Re(λ(A)) ≤ λmax(HA),

λmin(−iSA) ≤ Im(λ(A)) ≤ λmax(−iSA),

其中 Re(·)和 Im(·)分别表示实部和虚部.
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特征值估计：圆盘定理

设 A = [aij ] ∈ Cn×n,定义集合

Di ≜

z ∈ C : |z − aii| ≤
n∑

j=1,j ̸=i

|aij |

 , i = 1, 2, . . . , n.

这就是 A的 n个 Gerschgorin圆盘.

定理 (Gerschgorin圆盘定理) 设 A = [aij ] ∈ Cn×n. 则 A的所有特征值都包

含在 A的 Gerschgorin圆盘的并集中,即 σ(A) ⊂
n⋃

i=1
Di.
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将 A的非对角线元素换成 τaij ,其中 0 ≤ τ ≤ 1,并利用特征值关于矩阵元素的

连续性,我们就可以得到下面的结论.

定理 设 A = [aij ] ∈ Cn×n. 如果
n⋃

i=1
Di 可分解成两个不相交的子集 S和 T,

即
n⋃

i=1

Di = S
⋃

T 且 S
⋂

T = ∅.y

假定 S由 k的圆盘组成,而 T由其它 n−k个圆盘组成. 则 S中恰好包含A的

k个特征值 (重特征值按重数计算),而 T中则包含 A的其它 n− k个特征值.
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5 向量范数与矩阵范数

向量范数

定义 (向量范数) 若函数 f : Cn → R满足

(1) f(x) ≥ 0, ∀ x ∈ Cn,等号当且仅当 x = 0时成立;

(2) f(αx) = |α| · f(x), ∀ x ∈ Cn, α ∈ C;

(3) f(x+ y) ≤ f(x) + f(y), ∀x, y ∈ Cn;

则称 f(x)为 Cn上的范数,通常记作 ∥ · ∥

- 相类似地,我们可以定义实数空间 Rn上的向量范数.
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Cn和 Rn中常见的向量范数

• 1­范数: ∥x∥1 = |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn|

• 2­范数: ∥x∥2 =
√

|x1|2 + |x2|2 + · · ·+ |xn|2

• ∞­范数: ∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi|

• p­范数: ∥x∥p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

, 1 ≤ p < ∞
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向量范数的等价性

定义 (范数的等价性)

Cn上的向量范数 ∥ · ∥α与 ∥ · ∥β 等价: 存在正常数 c1, c2,使得

c1∥x∥α ≤ ∥x∥β ≤ c2∥x∥α, ∀ x ∈ Cn

- 该定义可推广到任意赋范线性空间
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定理 Cn空间上的所有向量范数都是等价的,特别地,有

∥x∥2 ≤ ∥x∥1 ≤
√
n ∥x∥2,

∥x∥∞ ≤ ∥x∥2 ≤
√
n ∥x∥∞,

∥x∥∞ ≤ ∥x∥1 ≤ n ∥x∥∞.

(证明留作练习)

- 事实上,任意有限维赋范线性空间上的所有范数都是等价的
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Cauchy­Schwartz不等式

定理 设 (·, ·)是 Rn上的内积,则对任意 x, y ∈ Rn,有

|(x, y)|2 ≤ (x, x) · (y, y)

(板书)

+等号成立的条件是什么？

+该结论对 Cn也成立.
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范数的连续性

定理 设 ∥ · ∥是 Cn上的向量范数,则 f(x) ≜ ∥x∥是 Cn上的连续函数.

(证明留作练习)
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矩阵范数

定义 (矩阵范数) 若函数 f : Cn×n → R满足

(1) f(A) ≥ 0, ∀ A ∈ Cn×n,等号当且仅当 A = 0时成立; (非负性)

(2) f(αA) = |α| · f(A), ∀ A ∈ Cn×n, α ∈ C; (正齐次性)

(3) f(A+B) ≤ f(A) + f(B), ∀A,B ∈ Cn×n; (三角不等式)

则称 f(x)为 Cn×n上的范数,通常记作 ∥ · ∥.

相容的矩阵范数: (4) f(AB) ≤ f(A)f(B), ∀ A,B ∈ Cn×n

若未明确指出,讲本课程所涉及矩阵范数都是指相容矩阵范数
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算子范数

引理 设 ∥ · ∥是 Cn上的向量范数,则

∥A∥ ≜ sup
x∈Cn, x ̸=0

∥Ax∥
∥x∥

= max
∥x∥=1

∥Ax∥

是 Cn×n上的范数,称为算子范数,或诱导范数,导出范数. (板书)

- 算子范数都是相容的,且

∥Ax∥ ≤ ∥A∥ · ∥x∥, A ∈ Cn×n, x ∈ Cn

- 类似地,我们可以定义 Rn×n, Cm×n, Rm×n上的矩阵范数.
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常见算子范数及计算公式

引理 可以证明:

(1) 1­范数 (列范数): ∥A∥1 = max
1≤j≤n

(
n∑

i=1

|aij |

)

(2) ∞­范数 (行范数): ∥A∥∞ = max
1≤i≤n

 n∑
j=1

|aij |


(3) 2­范数 (谱范数): ∥A∥2 =

√
ρ(A∗A)

(证明留作练习)

-另一个常用范数 F ­范数： ∥A∥F =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2
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矩阵范数的等价性

定理 定义在 Rn×n上的所有范数都是等价的,特别地,有

1√
n
∥A∥2 ≤ ∥A∥1 ≤

√
n ∥A∥2,

1√
n
∥A∥2 ≤ ∥A∥∞ ≤

√
n ∥A∥2,

1

n
∥A∥∞ ≤ ∥A∥1 ≤ n ∥A∥∞,

1√
n
∥A∥1 ≤ ∥A∥F ≤

√
n ∥A∥1.

(证明留作练习)
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矩阵范数的一基本些性质

• 对任意的算子范数 ∥ · ∥,有 ∥I∥ = 1

• 对任意的相容范数 ∥ · ∥,有 ∥I∥ ≥ 1

• F ­范数不是算子范数

• ∥A∗∥2 = ∥A∥2, ∥A∗∥1 = ∥A∥∞

• 若 A是正规矩阵,则 ∥A∥2 = ρ(A)

• ∥ · ∥2和 ∥ · ∥F 是酉不变范数,即

∥UA∥2 = ∥A∥2 = ∥AV ∥2, ∥UA∥F = ∥A∥F = ∥AV ∥F ,

其中 U, V 为任意酉矩阵.
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谱半径与范数之间的关系

定理 (谱半径与范数的关系) 设 A ∈ Cn×n,则

(1) 对任意算子范数,有 ρ(A) ≤ ∥A∥;

(2) 反之,对任意 ε > 0,都存在一个算子范数 ∥ · ∥ε,使得 ∥A∥ε ≤ ρ(A) + ε,其

中范数 ∥ · ∥ε 依赖于 A和 ε. 所以,若 ρ(A) < 1,则存在算子范数 ∥ · ∥ε,使

得 ∥A∥ε < 1;

(板书,只证明结论 (1),结论 (2)可查询相关资料)

- 事实上,上述定理中的结论 (1)对任意矩阵范数都成立.
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推论 设 A ∈ Rn×n,则 ∥A∥22 ≤ ∥A∥1 · ∥A∥∞,且

max
1≤i,j≤n

{|aij |} ≤ ∥A∥2 ≤ n max
1≤i,j≤n

{|aij |}.

(证明留作练习)

谱半径与范数之间的一个非常重要的性质,有时也用来定义谱半径.

引理 设 G ∈ Rn×n,则对任意矩阵范数 ∥ · ∥,有

ρ(G) = lim
k→∞

∥∥∥Gk
∥∥∥ 1

k
.
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6 矩阵标准型

计算矩阵特征值的一个基本思想

通过相似变换,将其转化成一个形式尽可能简单的矩阵,使得其特

征值更易于计算.

两个非常有用的特殊矩阵是 Jordan标准型 和 Schur标准型
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Jordan标准型

定理 设 A ∈ Cn×n 有 p个不同特征值,则存在非奇异矩阵 X ∈ Cn×n,使得

X−1AX =


J1

J2
. . .

Jp

 ≜ J,

其中 Ji的维数等于 λi的代数重数,且具有下面的结构

Ji =


Ji1

Ji2
. . .

Jiνi

 , Jik =


λi 1

. . . . . .
λi 1

λi

 ,

这里 νi为 λi的几何重数, Jik 称为 Jordan块,每个 Jordan块对应一个特征向量.
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另一种描述：设 A ∈ Cn×n,则存在非奇异矩阵 X ∈ Cn×n 使得

X−1AX =


J1

J2
. . .

Jℓ

 ,

其中

Jk =


λk 1

. . . . . .
λk 1

λk


nk×nk

, nk ≥ 1, k = 1, 2, . . . , ℓ, 且
ℓ∑

k=1

nk = n.

矩阵 Jk 就称为 Jordan块, λ1, λ2, . . . , λℓ是 A的特征值 (不要求互异).
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- Jordan标准型在理论研究中非常有用,但数值计算比较困难,目前还没有

找到稳定的数值算法.

基于 Jordan标准型,我们可以得到下面的非常重要的结论.

推论 所有可对角化矩阵组成的集合在所有矩阵组成的集合中是稠密的.
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Schur标准型

定理 设 A ∈ Cn×n,则存在一个酉矩阵 U ∈ Cn×n使得

U∗AU =


λ1 r12 · · · r1n

0 λ2 · · · r2n
...

. . .
...

0 · · · 0 λn

 ≜ R 或 A = URU∗, (1.2)

其中 λ1, λ2, . . . , λn是 A的特征值 (排序任意). (板书)
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关于 Schur标准型的几点说明

• Schur标准型可以说是酉相似变化下的最简形式

• U 和 R不唯一, R的对角线元素可按任意顺序排列

• A是正规矩阵当且仅当 (1.2)中的 R是对角矩阵;

• A是 Hermite矩阵当且仅当 (1.2)中的 R是实对角矩阵.
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实 Schur标准型

定理 设 A ∈ Rn×n,则存在正交矩阵 Q ∈ Rn×n,使得

Q
⊺
AQ = T,

其中 T ∈ Rn×n 是拟上三角矩阵, 即 T 是块上三角的, 且对角块为 1 × 1或

2× 2的块矩阵. 若对角块是 1× 1的,则其就是 A的一个特征值,若对角块是

2× 2的,则其特征值是 A的一对共轭复特征值.

(留作自习)
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7 对称正定矩阵

设 A ∈ Cn×n.

A是半正定⇐⇒ Re(x∗Ax) ≥ 0,∀ x ∈ Cn

A是正定⇐⇒ Re(x∗Ax) > 0,∀ x ∈ Cn, x ̸= 0

A是 Hermite半正定⇐⇒ A Hermite且半正定

A是 Hermite正定⇐⇒ A Hermite且正定

- 正定和半正定矩阵不要求是对称或 Hermite的
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对称正定矩阵的判别

定理 设 A ∈ Cn×n,则 A正定 (半正定)的充要条件是矩阵

H =
1

2
(A+A∗)

正定 (半正定). (证明留作练习)

定理 设 A ∈ Rn×n, 则 A 正定 (或半正定) 的充要条件是对任意非零向量

x ∈ Rn有

x
⊺
Ax > 0 (或 x

⊺
Ax ≥ 0),

即实矩阵只要针对实向量成立即可。 (证明留作练习)
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矩阵平方根

定理 设 A ∈ Cn×n 是 Hermite半正定, k 是正整数. 则存在唯一的 Hermite

半正定矩阵 B ∈ Cn×n使得

Bk = A.

同时,我们还有下面的性质:

(1) BA = AB,且存在一个多项式 p(t)使得 B = p(A);

(2) rank(B) = rank(A),因此,若 A是正定的,则 B 也正定;

(3) 如果 A是实矩阵的,则 B 也是实矩阵.

- 特别地,当 k = 2时,称 B 为 A的平方根,通常记为 A
1
2 .
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Hermite正定矩阵与内积之间的关系

定理 设 (·, ·)是 Cn 上的一个内积,则存在一个 Hermite正定矩阵 A ∈ Cn×n

使得

(x, y) = y∗Ax.

反之,若 A ∈ Cn×n是 Hermite正定矩阵,则

f(x, y) ≜ y∗Ax

是 Cn上的一个内积. (证明留作练习)

- 该结论说明内积与 Hermite正定矩阵是一一对应的.

- 该结论在实数域中也成立.
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