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第六讲 线性方程组基本迭代法
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线性方程组的数值求解

 直接法 PLU分解, LDLT分解, Cholesky分解等

 迭代法

- 基本迭代法 (经典迭代法): Jacobi, Gauss-Seidel, SOR, SSOR, ...

- 现代迭代法 (Krylov子空间迭代法): CG, MINRES, GMRES, BiCGStab, ...

 快速算法 (基于特殊结构和性质)

- 基于各类快速变换,如 FFT, DCT, DST等

- 代数多重网格法 (Algebraic multigrid)

- 快速多极子算法 (Fast multipole), Hierarchical Matrices



注记

 有些方法可能只是对某些特定方程有效,比如各类快速算法.

 在实际应用中,这些方法经常结合使用,如混合算法,预处理算法等.

本讲主要介绍经典 (定常,不动点)迭代法

▶ Templates for the Solution of Linear Systems: Building Blocks for Iterative Methods, SIAM, 1994.

▶ Saad and van der Vorst, Iterative solution of linear systems in the 20th century, 2000.
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1 基本迭代法

为什么迭代法

当直接求解方程组 Ax = b较困难时,我们可以求解一个近似方程组

Mx = b

其中M 是 A的某个近似,且该方程组较容易求解.

设近似方程组的解为 x(1),易知它与真解之间的误差满足

A(x∗ − x(1)) = b−Ax(1)

如果 x(1)已经满足精度要求,则停止计算,否则需要修正.
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近似解的修正

设修正量为 ∆x. 显然,最优的 ∆x应该满足 A(x(1) +∆x) = b,即

A∆x = b−Ax(1).

但由于直接求解该方程比较困难,因此我们还是求解近似

M∆x = b−Ax(1).

于是得到修正后的近似解

x(2) = x(1) +∆x = x(1) +M−1(b−Ax(1))

若 x(2)已经满足精度要求,则停止计算,否则继续按以上的方式进行修正.
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不断重复以上步骤,于是,我们就得到一个序列

x(1), x(2), . . . , , x(k), . . . .

满足以下递推关系

x(k+1) = x(k) +M−1(b−Ax(k)) , k = 1, 2, . . . .

这就构成了一个迭代格式.

迭代法需要考虑的两个基本要点

(1) 以M 为系数矩阵的线性方程组必须要比原线性方程组更容易求解;

(2) M 应该是 A的一个很好的近似,或者迭代序列 {x(k)}要收敛.
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本小节我们介绍几个常见的基于矩阵分裂的基本迭代法:

 Jacobi迭代法
 Gauss-Seidel迭代法
 SOR (Successive Over-Relaxation)迭代法
 SSOR (Symmetric SOR)迭代法
 AOR (Accelerated over-relaxation)迭代法
 Richardson迭代法
 分块迭代法
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2 矩阵分裂与迭代法

2.1 Jacobi迭代法

2.2 Gauss-Seidel迭代法

2.3 SOR迭代法

2.4 SSOR迭代法

2.5 AOR迭代法 *

2.6 Richardson迭代法

2.7 分块迭代法
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迭代法

给定一个迭代初始值 x(0),通过一定的迭代格式生成一个迭代序列

x(1), x(2), x(3), . . . , x(k), . . .

使得

lim
k→∞

x(k) = x∗ ≜ A−1b
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矩阵分裂

定义 (矩阵分裂Matrix splitting) 设 A ∈ Rn×n非奇异,称

A = M −N (6.1)

为 A的一个矩阵分裂,其中M 非奇异.

原方程组等价于Mx = Nx+ b. 于是我们就可以构造迭代格式

x(k+1) = M−1Nx(k) +M−1b ≜ Gx(k) + g , k = 0, 1, . . . , (6.2)

其中 G = M−1N 称为该迭代格式的迭代矩阵.
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2.1 Jacobi迭代法

将矩阵 A分裂为

A = D − L− U ,

其中 D为 A的对角线部分, −L和 −U 分别为严格下三角和严格上三角部分

Jacobi迭代法: M = D,N = L+ U

x(k+1) = D−1(L+ U)x(k) +D−1b , k = 0, 1, 2, . . . . (6.3)

迭代矩阵

GJ = D−1(L+ U)
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写成分量形式:

x
(k+1)
i =

1

aii

bi −
n∑

j=1,j ̸=i

aijx
(k)
j

 , i = 1, 2, . . . , n.

由于 Jacobi迭代法中 x
(k+1)
i 的更新顺序与 i无关,即可以按顺序 i = 1, 2, . . . , n计算,也可以

按顺序 i = n, n− 1, . . . , 2, 1计算,或者乱序计算. 因此 Jacobi迭代法非常适合并行计算.
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算法 1求解线性方程组的 Jacobi迭代法

1: Choose an initial guess x(0)

2: while not converge do

3: for i = 1 to n do

4: x
(k+1)
i =

(
bi −

n∑
j=1,j ̸=i

aijx
(k)
j

)/
aii

5: end for

6: end while

我们也可以将 Jacobi迭代格式写为

x(k+1) = x(k) +D−1(b−Ax(k)) = x(k) +D−1rk , k = 0, 1, . . . ,

其中 rk ≜ b−Ax(k)是 k次迭代后的残量.
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2.2 Gauss-Seidel迭代法

Gauss-Seidel (G-S)迭代法: M = D − L,N = U

x(k+1) = (D − L)−1Ux(k) + (D − L)−1b , k = 0, 1, 2, . . . . (6.4)

迭代矩阵

GGS = (D − L)−1U
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将 G-S迭代法改写为

Dx(k+1) = Lx(k+1) + Ux(k) + b,

即可得分量形式

x
(k+1)
i =

1

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

 , i = 0, 1, . . . , n.
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算法 2求解线性方程组的 G-S迭代法

1: Choose an initial guess x(0)

2: while not converge do

3: for i = 1 to n do

4: x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
5: end for

6: end while

b G-S迭代法的主要优点是充分利用了已经获得的最新数据

b 但 G-S迭代法中未知量的更新是按自然顺序进行的,不适合并行计算
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2.3 SOR迭代法

在 G-S迭代法的基础上,我们可以通过引入一个松弛参数 ω来加快收敛速度.

这就是 SOR (Successive Overrelaxation)迭代法:

x(k+1) = (1− ω)x(k) + ω
(
D−1(Lx(k+1) + Ux(k)) +D−1b

)
.

整理后即为

x(k+1) = (D − ωL)−1
(
(1− ω)D + ωU

)
x(k) + ω(D − ωL)−1b,

其中 ω称为松弛参数.
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注记

(1) 当 ω = 1时, SOR即为 G-S迭代法,

(2) 当 ω < 1时,称为低松弛 (under relaxation) 迭代法,

(3) 当 ω > 1时,称为超松弛 (over relaxation) 迭代法.

b SOR迭代法曾经在很长一段时间内是科学计算中求解大规模线性方程组的首选方法.

b 在大多数情况下,当 ω > 1时会取得比较好的收敛效果.
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SOR的迭代矩阵为

GSOR = (D − ωL)−1 ((1− ω)D + ωU) ,

对应的矩阵分裂为

M =
1

ω
D − L, N =

1− ω

ω
D + U.

SOR迭代法的分量形式为

x
(k+1)
i = (1− ω)x

(k)
i +

ω

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j


= x

(k)
i +

ω

aii

bi −
i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i

aijx
(k)
j
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算法 3求解线性方程组的 SOR迭代法

1: Choose an initial guess x(0) and parameter ω

2: while not converge do

3: for i = 1 to n do

4: x
(k+1)
i = (1− ω)x

(k)
i +

ω

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
5: end for

6: end while

 SOR最大的优点是引入了 ω,通过选取适当的 ω可以大幅提高算法的收敛速度.
 但是 SOR最大的难点就是如何选取最优的参数.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 20/112



2.4 SSOR迭代法

将 SOR迭代法中的 L和 U 相交换,即可得迭代格式

x(k+1) = (D − ωU)−1 ((1− ω)D + ωL)x(k) + ω(D − ωU)−1b,

将这个迭代格式与 SOR相结合,就可以得到下面的两步迭代法 x(k+
1
2
) = (D − ωL)−1

[
(1− ω)D + ωU

]
x(k) + ω(D − ωL)−1b

x(k+1) = (D − ωU)−1
[
(1− ω)D + ωL

]
x(k+

1
2
) + ω(D − ωU)−1b

这就是 SSOR迭代法 (对称超松弛迭代法).

若 ω = 1,则得到 SGS迭代法.
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消去中间迭代向量 x(k+
1
2
),可得

x(k+1) = GSSORx
(k) + g,

其中迭代矩阵

GSSOR = (D − ωU)−1
[
(1− ω)D + ωL

]
(D − ωL)−1

[
(1− ω)D + ωU

]
.

对应的矩阵分裂为

M =
1

ω(2− ω)

[
D − ω(L+ U) + ω2LD−1U

]
=

1

ω(2− ω)
(D − ωL)D−1(D − ωU),

N =
1

ω(2− ω)

[
(1− ω)D + ωL

]
D−1

[
(1− ω)D + ωU

]
.

对某些问题, SOR不收敛,但仍可能构造出收敛的 SSOR迭代法.
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2.5 AOR迭代法 *

1978年, Hadjidimos提出了 AOR (Accelerated over-relaxation)迭代法,迭代矩阵为

GAOR = (D − γL)−1
[
(1− ω)D + (ω − γ)L+ ωU

]
,

其中 γ 和 ω为松弛参数. 对应的矩阵分裂为

M =
1

ω
(D − γL), N =

1

ω
[(1− ω)D + (ω − γ)L+ ωU ].

(1) 当 γ = ω时, AOR即为 SOR迭代法;

(2) 当 γ = ω = 1时, AOR即为 G-S迭代法;

(3) 当 γ = 0, ω = 1时, AOR即为 Jacobi迭代法.

b与 SSOR类似,我们也可以定义 SAOR迭代法.
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2.6 Richardson迭代法

Richardson迭代法是一类形式非常简单的算法,其迭代格式为

x(k+1) = x(k) + ω(b−Ax(k)) , k = 0, 1, 2, . . . .

其迭代矩阵为

GR = I − ωA ,

对应的矩阵分裂为

M =
1

ω
I, N =

1

ω
I −A.
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2.7 分块迭代法

将 A写成如下的分块形式:

A =


A11 A12 · · · A1p

A21 A22 · · · A2p

...
...

. . .
...

Ap1 Ap2 · · · App

 .

分块迭代法采用更多的 3级 BLAS运算,因此更有利于发挥现代计算机的性能.
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分块 Jacobi迭代法

Aiix
(k+1)
i = bi −

p∑
j=1,j ̸=i

Aijx
(k)
j , i = 1, 2, . . . , p.

分块 Gauss-seidel迭代法

Aiix
(k+1)
i = bi −

i−1∑
j=1

Aijx
(k+1)
j −

p∑
j=i+1

Aijx
(k)
j , i = 1, 2, . . . , p.

分块 SOR迭代法

x
(k+1)
i = x

(k)
i + ωA−1

ii

bi −
i∑

j=1

Aijx
(k+1)
j −

p∑
j=i+1

Aijx
(k)
j

 ,

i = 1, 2, . . . , p.
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3 收敛性分析

3.1 基本概念

3.2 不可约对角占优矩阵

3.3 对称正定矩阵情形

3.4 相容次序矩阵
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3.1 基本概念

向量序列的收敛

定义 (向量序列的收敛) 设
{
x(k)

}∞
k=1
是 Rn (或 Cn) 中的一个向量序列. 如果存在向量

x = [x1, x2, . . . , xn]
T ∈ Rn (或 Cn)使得

lim
k→∞

x
(k)
i = xi, i = 1, 2, . . . , n,

其中 x
(k)
i 表示 x(k) 的第 i个分量,则称

{
x(k)

}
(按分量)收敛到 x,即 x是 x(k) 的极限,记

为

lim
k→∞

x(k) = x.
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矩阵序列的收敛

定义 (矩阵序列的收敛) 设
{
A(k) =

[
a
(k)
ij

]}∞

k=0
是 Rm×n (或 Cm×n) 中的一个矩阵序列.

如果存在矩阵 A = [aij ] ∈ Rm×n (或 Cm×n)使得

lim
k→∞

a
(k)
ij = aij , i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n,

则称 A(k)收敛到 A,即 A是 A(k)的极限,记为

lim
k→∞

A(k) = A.
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收敛性基本判别方法

定理 设向量序列 {x(k)}∞k=0 ⊂ Rn (或 Cn), 矩阵序列
{
A(k) =

[
a
(k)
ij

]}∞

k=0
⊂ Rm×n (或

Cm×n),则

(1) lim
k→∞

x(k) = x ⇐⇒ lim
k→∞

∥x(k) − x∥ = 0,其中 ∥ · ∥为任一向量范数;

(2) lim
k→∞

A(k) = A ⇐⇒ lim
k→∞

∥A(k) −A∥ = 0,其中 ∥ · ∥为任一矩阵范数;

(3) lim
k→∞

A(k) = 0 ⇐⇒ lim
k→∞

A(k)x = 0, ∀x ∈ Rn (或 Cn).
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谱半径与范数的关系

(1) 对任意矩阵范数,有 ρ(G) ≤ ∥G∥;

(2) 对任意 ε > 0,都存在一个矩阵范数 ∥ · ∥ε,使得 ∥G∥ε ≤ ρ(G) + ε.

定理 设矩阵 A ∈ Rn×n (或 Cn×n),则 lim
k→∞

Ak = 0当且仅当 ρ(A) < 1.

(板书)

引理 设 G ∈ Rn×n,则对任意矩阵范数 ∥ · ∥,有

ρ(G) = lim
k→∞

∥Gk∥
1
k .

(板书)
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迭代法的收敛性

定义 (迭代法的收敛性) 考虑基本迭代法

x(k+1) = Gx(k) + g , k = 0, 1, 2, . . . ,

如果对 任意的初始向量 x(0),都有

lim
k→∞

x(k) → x∗,

则称该迭代法是收敛的,否则就称其为发散的.
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收敛充分条件

记 e(k) ≜ x(k) − x∗为第 k步迭代解 x(k)的误差向量.

引理 若存在算子范数 ∥ · ∥,使得 ∥G∥ < 1,则下面的迭代格式收敛:

x(k+1) = Gx(k) + g, k = 0, 1, . . .

(板书)

事实上,引理中的算子范数也可以是一般的矩阵范数.
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基本收敛定理

定理 (收敛性定理) 对任意迭代初始向量 x(0),迭代格式

x(k+1) = Gx(k) + g, k = 0, 1, . . .

收敛的充要条件是 ρ(G) < 1.

(板书)
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收敛速度

定义 设 G是迭代矩阵,则迭代法 x(k+1) = Gx(k) + g的平均收敛速度定义为

Rk(G) ≜ − ln ∥Gk∥
1
k ,

渐进收敛速度定义为

R(G) ≜ lim
k→∞

Rk(G) = − ln ρ(G).

平均收敛速度与迭代步数和所用的范数有关,但渐进收敛速度只依赖于迭代矩阵的谱半径.
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误差估计

定理 考虑算法 x(k+1) = Gx(k) + g. 如果存在某个算子范数 ∥ · ∥使得 ∥G∥ = q < 1,则

(1) ∥x(k) − x∗∥ ≤ qk∥x(0) − x∗∥;

(2) ∥x(k) − x∗∥ ≤ q

1− q
∥x(k) − x(k−1)∥;

(3) ∥x(k) − x∗∥ ≤ qk

1− q
∥x(1) − x(0)∥.

(板书)

一般来说,好的迭代法应该满足:

(1) ρ(G)很小;

(2) 以M 为系数矩阵的线性方程组比较容易求解.
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3.2 不可约对角占优矩阵

Jacobi和 G-S的收敛性

定理 设 A ∈ Rn×n,若 A严格对角占优,则 Jacobi迭代法和 G-S迭代法都收敛,且

∥GGS∥∞ ≤ ∥GJ∥∞ < 1.

(板书)
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定理 设 A ∈ Rn×n,若 A不可约对角占优,则 Jacobi迭代法和 G-S迭代法都收敛.

进一步,若 A是非负矩阵,则

ρ(GGS) < ρ(GJ) < 1.

(留作课外自习,可参见参考资料)

上述结论对一般矩阵不成立: 对某些矩阵, Jacobi迭代法收敛,但 G-S迭代法却不一定收敛.

思考: 若 A ∈ Rn×n 严格对角占优且非负,则是否有结论 ρ(GGS) ≤ ρ(GJ)?
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SOR的收敛性

关于 SOR迭代法,我们有下面的结论.

定理 设 A ∈ Rn×n,若 A严格对角占优且 0 < ω ≤ 1,则 SOR迭代法收敛.

(板书)

定理 设 A ∈ Rn×n,若 A不可约对角占优且 0 < ω ≤ 1,则 SOR迭代法收敛.

(留作课外自习)
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3.3 对称正定矩阵情形

定理 (Richardson迭代法的收敛性.) 设 A ∈ Rn×n对称正定, λ1和 λn分别是 A的最大和

最小特征值,则 Richardson迭代法收敛当且仅当 0 < ω < 2/λ1 .

另外,最优参数为 ω∗ = arg min
ω

ρ(GR) =
2

λ1 + λn
,且

ρ(GR) =


1− ωλn, if ω ≤ ω∗,

λ1 − λn

λ1 + λn
=

κ(A)− 1

κ(A) + 1
, if ω = ω∗,

ωλ1 − 1, if ω ≥ ω∗.

(留作练习)
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Jacobi, Gauss-Seidel和 SOR的收敛性

首先给出两个引理.

引理 设 A ∈ Cn×n是Hermite矩阵,且 A = M −N 是 A的一个矩阵分裂,则M∗ +N 也

是 Hermite矩阵,且对任意 x ∈ Cn有

x∗Ax− x̃∗Ax̃ = u∗(M∗ +N)u,

其中 x̃ = M−1Nx, u = x− x̃.

(板书)
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引理 设 A ∈ Rn×n对称,矩阵分裂 A = M −N 满足MT +N 正定,则 ρ(M−1N) < 1当

且仅当 A是正定的. (板书)
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SOR收敛的必要条件

定理 对于 SOR迭代法,有 ρ(GSOR) ≥ |1− ω|,故 SOR收敛的必要条件是 0 < ω < 2.

(板书)

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 43/112



对称正定情形迭代法的收敛性

定理 设 A ∈ Rn×n对称正定.

(1) 若 2D −A正定,则 Jacobi迭代法收敛.

(2) 若 0 < ω < 2,则 SOR迭代法和 SSOR迭代法收敛.

(3) G-S迭代法收敛.

(留作课外自习,直接利用前面的引理即可)
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定理 设 A ∈ Rn×n对称且 D正定 (即 A的对角线均为正).

(1) 若 Jacobi迭代法收敛,则 A和 2D −A都正定;

(2) 若存在 ω ∈ (0, 2)使得 SOR (或 SSOR)迭代法收敛,则 A正定;

(3) 若 G-S迭代法收敛,则 A正定.

(板书,只需证明 (1),其余直接利用前面的引理)
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对称正定情形: 收敛充要条件

推论 设 A ∈ Rn×n对称且 D正定,则

(1) Jacobi收敛的充要条件是 A和 2D −A都正定;

(2) G-S收敛的充要条件是 A正定;

(3) SOR收敛的充要条件是 A正定且 ω ∈ (0, 2).
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3.4 相容次序矩阵

▶针对一类特殊的矩阵,这三种迭代法的谱半径之间存在一种特殊关系.

▶根据这个关系,在某些场合下就可以确定 SOR的最优参数的取值.

定义 设 A ∈ Rn×n的对角线元素全不为零,记

L̃ = D−1L, Ũ = D−1U,

即 A = D(I − L̃− Ũ). 若矩阵
G(α) ≜ αL̃+

1

α
Ũ

的特征值与 α无关 (α ̸= 0),则称 A是相容次序矩阵.
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一类特殊的相容次序矩阵

引理 设 B ∈ Rn×n具有下面的结构

B =

 0 B12

B21 0

 , 其中B12 ∈ Rk×(n−k), B21 ∈ R(n−k)×k, 0 ≤ k ≤ n.

令 BL和 BU 分别表示 B 的下三角和上三角部分,则

(1) 若 µ是 B 的特征值,则 −µ也是 B 的特征值;

(2) B(α)的特征值与 α无关,其中

B(α) = αBL +
1

α
BU , α ̸= 0.

(板书)

B(α) + βI 的特征值也与 α无关,其中 β 为任意常数.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 48/112



性质 A

定义 设 A ∈ Rn×n,如果存在一个置换矩阵 P ,使得

PAPT =

D1 F

E D2

 , (6.5)

其中 D1, D2为对角矩阵,则称 A具有性质 A .

定理 设 A的对角线元素全不为零,若 A具有性质 A,则存在置换矩阵 P ,使得 PAPT 是

相容次序矩阵.
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性质 A意味着指标集 Zn = {1, 2, . . . , n}可以分成两个互不相交的子集之和, 在同一个子集

内的未知量相互独立,因此在迭代更新时可以并行计算. (也就是说, Zn = S ∪ T , S ∩ T = ∅,
当 i ̸= j 且 i, j ∈ S 或 i, j ∈ T 时,有 aij = 0.)

相容次序矩阵和性质 A有不同的定义方式,我们这里采用的是 Demmel (1997)中的定义. 其

他定义可参见 Varga (1962, 2000)或 Young (1971).

事实上,根据 Axelsson (1994)中的说法, Yong (1950)也是这样定义相容次序矩阵和性质 A的.

Demmel (1997), Applied Numerical Linear Algebra.

Axelsson (1994), Iterative Solution Methods.

Varga (1962, 2000), Matrix Iterative Analysis.

Young (1950), Iterative Methods for Solving Partial Difference Equations of Elliptic Type, PhD thesis.

Young (1971), Iterative Solution of Large Linear Systems.
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分块三对角矩阵情形

例 设 Di是非奇异的对角矩阵,则任意块三对角矩阵
D1 A1

B1
. . . . . .
. . . . . . AN−1

BN−1 DN


都是相容次序矩阵. (留作练习)
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Jacobi和 SOR迭代矩阵的特征值关系

定理 设 A是相容次序矩阵且 ω ̸= 0,则下列命题成立

(1) Jacobi迭代矩阵 GJ的特征值正负成对出现;

(2) 若 µ是 GJ的一个特征值且 λ满足

(λ+ ω − 1)2 = λω2µ2, (6.6)

则 λ是 SOR迭代矩阵 GSOR的特征值;

(3) 反之,若 λ ̸= 0是 GSOR的一个特征值且 µ满足 (6.6),则 µ是 GJ的特征值.

(板书)
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推论 设 A是相容次序矩阵. 若 GJ 的特征值全部为实数,则 SOR迭代法收敛的充要条件

是 0 < ω < 2且 ρ(GJ) < 1. (留作练习)

推论 若 A是相容次序矩阵,则 ρ(GGS) = ρ(GJ)
2,即当 Jacobi迭代法收敛时, Gauss-Seidel

迭代法比 Jacobi迭代法快一倍.
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SOR迭代法的最优参数选取

定理 设 A是相容次序矩阵. 若 GJ的特征值全部为实数,且 ρJ ≜ ρ(GJ) < 1,则 SOR迭代

法的最优参数为
ωopt =

2

1 +
√

1− ρ2J

,

此时
ρ(GSOR) = ωopt − 1 =

ρ2J(
1 +

√
1− ρ2J

)2 .

进一步,有

ρ(GSOR) =

ω − 1, ωopt ≤ ω ≤ 2,

1− ω +
1

2
ω2ρ2J + ωρJ

√
1− ω + ω2ρ2J /4 , 0 < ω ≤ ωopt.

(留作课外自习,直接求解等式 (6.6),分情况讨论即可.)
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4 应用：Poisson方程求解

4.1 一维 Poisson方程

4.2 二维 Poisson方程

4.3 收敛性分析

4.4 快速 Poisson算法

在本讲中,我们以一个典型的线性方程组为例,逐个介绍各种迭代法,并比较它们的性能.

这个方程组就是二维 Poisson方程经过五点差分离散后得到的线性方程组.
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4.1 一维 Poisson方程

考虑如下带 Dirichlet边界条件的一维 Poisson方程−d2u(x)

dx2
= f(x), 0 < x < 1,

u(0) = a, u(1) = b,

其中 f(x)是给定的函数, u(x)是需要计算的未知函数.
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差分离散

取步长 h =
1

n+ 1
,节点为 xi = ih , i = 0, 1, 2, . . . , n+ 1.

▶在 xi点采用中心差分离散,可得 (i = 1, 2, . . . , n)

−d2u(x)

dx2

∣∣∣∣
xi

=
2u(xi)− u(xi−1)− u(xi+1)

h2
+O

(
h2 ·

∥∥∥∥d4udx4

∥∥∥∥
∞

)

代入原微分方程,舍去高阶项后可得 Poisson方程在 xi点的近似离散方程

−ui−1 + 2ui − ui+1 = h2fi,

其中 fi = f(xi), ui为 u(xi)的近似.
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令 i = 1, 2, . . . , n,则可得 n个线性方程,写成矩阵形式

Tnu = f,

其中

Tn =


2 −1

−1
. . . . . .
. . . . . . −1

−1 2

 , u =



u1

u2
...

un−1

un


, f =



f1 + u0

f2
...

fn−1

fn + un+1


.
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系数矩阵 Tn的性质

引理 Tn的特征值和对应的特征向量分别为

λk = 2− 2 cos
kπ

n+ 1
,

zk =

√
2

n+ 1

[
sin

kπ

n+ 1
, sin

2kπ

n+ 1
, . . . , sin

nkπ

n+ 1

]T
, k = 1, 2, . . . , n,

即 Tn = ZΛZT,其中 Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn), Z = [z1, z2, . . . , zn].
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引理 更一般地,设 T = tridiag(a, b, c) ∈ Rn×n,则 T 的特征值为

λk = b− 2
√
ac cos

kπ

n+ 1
, k = 1, 2, . . . , n,

对应的特征向量为 zk,其第 j 个分量为

zk(j) =
(a
c

) j
2 sin

jkπ

n+ 1
.

特别地,若 a = c = 1,则对应的单位特征向量为

zk =

√
2

n+ 1

[
sin

kπ

n+ 1
, sin

2kπ

n+ 1
, . . . , sin

nkπ

n+ 1

]T
.

(留作练习)
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由前面的结论可知, Tn是对称正定的,其最大特征值为

2

(
1− cos

nπ

n+ 1

)
= 4 sin2

nπ

2(n+ 1)
≈ 4,

最小特征值为

2

(
1− cos

π

n+ 1

)
= 4 sin2

π

2(n+ 1)
≈
(

π

n+ 1

)2

.

因此,当 n很大时, Tn的谱条件数约为

κ2(Tn) ≈
4(n+ 1)2

π2
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4.2 二维 Poisson方程

现在考虑二维 Poisson方程
−∆u(x, y) = −∂2u

∂x2
− ∂2u

∂y2
= f(x, y), (x, y) ∈ Ω,

u(x, y) = u0(x, y), (x, y) ∈ ∂Ω

其中 Ω = [0, 1]× [0, 1]为求解区域, ∂Ω表示 Ω的边界.
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五点差分离散

为了简单起见,在 x-方向和 y-方向取相同的步长 h =
1

n+ 1

节点: xi = ih, yj = jh, i, j = 0, 1, 2, . . . , n.

4

(xi−1, yj)
−1

(xi+1, yj)
−1

(xi, yj)
4

(xi, yj−1)
−1

(xi, yj+1)
−1

(xi, yj)

x

y

x1 x2 · · · · · · xnx0

y1

y2

...

...

yn

y0

(xi−1, yj)
−1

(xi+1, yj)
−1

(xi, yj)
4

(xi, yj−1)
−1

(xi, yj+1)
−1

(xi, yj)
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在 x-方向和 y-方向同时采用中心差分离散可得

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
(xi,yj)

≈ 2u(xi, yj)− u(xi−1, yj)− u(xi+1, yj)

h2

∂2u

∂y2

∣∣∣∣
(xi,yj)

≈ 2u(xi, yj)− u(xi, yj−1)− u(xi, yj+1)

h2
.

▶代入原方程,即得二维 Poisson方程在 (xi, yj)点的近似离散方程

4ui,j − ui−1,j − ui+1,j − ui,j−1 − ui,j+1 = h2fi,j ,

其中 fij = f(xi, yj), ui,j 为 u(xi, yj)的近似.

▶记 TN ≜ I ⊗ Tn + Tn ⊗ I , N = n2, u = [u1,1, . . . , un,1, u1,2, . . . , un,2, . . . . . .],则

TNu = h2f
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系数矩阵 T 的性质

因为 TN = I ⊗ Tn + Tn ⊗ I ,由 Kronecker乘积的性质即得

定理 设 Tn = ZΛZT,其中 Z = [z1, z2, . . . , zn]为正交阵, Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λn)为对角

阵,则 T 的特征值分解为

TN = (Z ⊗ Z)(I ⊗ Λ + Λ⊗ I)(Z ⊗ Z)T,

即 T 的特征值为 λi + λj ,对应的特征向量为 zi ⊗ zj , i, j = 1, 2, . . . , n.

条件数

κ(TN ) =
λmax(TN )

λmin(TN )
=

1− cos
nπ

n+ 1

1− cos
π

n+ 1

=

sin2
nπ

2(n+ 1)

sin2
π

2(n+ 1)

≈ 4(n+ 1)2

π2
.
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二维离散 Poisson方程的 Jacobi迭代法

算法 4求解二维离散 Poisson方程的 Jacobi迭代法

1: Choose an initial guess v(0)

2: while not converge do

3: for i = 1 to N do

4: for j = 1 to N do

5: u
(k+1)
i,j =

(
h2fi,j + u

(k)
i+1,j + u

(k)
i−1,j + u

(k)
i,j+1 + u

(k)
i,j−1

)
/4

6: end for

7: end for

8: end while
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G-S算法的并行计算: 红黑排序

基于自然顺序的 G-S方法不适合并行计算.

下面我们介绍一种新的适合并行计算的未知量排序方法:

红黑排序,即将二维网格点依次做红黑记号,如右图所示.

▶在计算过程中,对未知量的值进行更新时,我们可以先更

新红色节点,此时所使用的只是黑色节点的数据,然后再更

新黑色节点,这时使用的是红色节点的数据.

▶由于在更新红点时,各个点之间是相互独立的,因此可以

并行计算. 同样, 在更新黑点时, 各个点之间也是相互独立

的,因此也可以并行计算.
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基于红黑排序的系数矩阵
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算法 5求解二维离散 Poisson方程的红黑排序 G-S迭代法

1: Choose an initial guess v(0)

2: while not converge do

3: for (i, j)为红色节点 do

4: u
(k+1)
i,j =

1

4

(
h2fi,j + u

(k)
i+1,j + u

(k)
i−1,j + u

(k)
i,j+1 + u

(k)
i,j−1

)
5: end for

6: for (i, j)为黑色节点 do

7: u
(k+1)
i,j =

1

4

(
h2fi,j + u

(k+1)
i+1,j + u

(k+1)
i−1,j + u

(k+1)
i,j+1 + u

(k+1)
i,j−1

)
8: end for

9: end while
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算法 6求解二维离散 Poisson方程的红黑排序 SOR迭代法

1: Choose an initial guess v(0) and parameter ω

2: while not converge do

3: for (i, j)为红色节点 do

4: u
(k+1)
i,j = (1− ω)v

(k)
i,j + ω(h2fi,j + u

(k)
i+1,j + u

(k)
i−1,j + u

(k)
i,j+1 + u

(k)
i,j−1)/4

5: end for

6: for (i, j)为黑色节点 do

7: u
(k+1)
i,j = (1− ω)v

(k)
i,j + ω(h2fi,j + u

(k+1)
i+1,j + u

(k+1)
i−1,j + u

(k+1)
i,j+1 + u

(k+1)
i,j−1 )/4

8: end for

9: end while
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例 已知二维 Poisson方程 
−∆u(x, y) = −1, (x, y) ∈ Ω

u(x, y) =
x2 + y2

4
, (x, y) ∈ ∂Ω

其中 Ω = (0, 1) × (0, 1). 该方程的解析解是 u(x, y) =
x2 + y2

4
. 用五点差分格式离散后得

到一个线性方程组.

(1)分别用 Jacobi, G-S和 SOR方法计算这个方程组的解.

(2)分别用 SOR和 SSOR方法求解方程,观察参数 ω对方法收敛的影响.

Poisson_Jacobi_GS_SOR.m, Poisson_SOR_omega.m, Poisson_SSOR_omega.m
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图 4.1 Jacobi, G-S和 SOR的近似解相对误差的下降曲线.
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n = 8 (即 N = 64)时, SOR和 SSOR收敛结果与参数 ω取值之间的关系.

图 4.2 SOR和 SSOR的收敛结果与 ω取值的关系.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 75/112



4.3 收敛性分析

考虑二维离散 Poisson方程,系数矩阵为

A = T = I ⊗ Tn + Tn ⊗ I.

Jacobi的收敛性

Jacobi迭代矩阵 GJ = D−1(L+ U) = (4I)−1(4I − T ) = I − T/4

特征值 1− (λi + λj)/4 = 1
2

(
cos πi

n+1 + cos πj
n+1

)
,故 ρ(GJ) = cos

π

n+ 1
< 1 ,

所以 Jacobi迭代法是收敛的.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 76/112



G-S和 SOR的收敛性

定理 设离散时采用红黑排序,则有

ρ(GGS) = ρ(GJ)
2 = cos2

π

n+ 1
< 1

ρ(GSOR) =
cos2

π

n+ 1(
1 + sin

π

n+ 1

)2 < 1, ω =
2

1 + sin
π

n+ 1

.

(这里的 ω是最优参数)

事实上, 由于二维离散 Poisson 方程的系数矩阵 TN 是不可约对角占优的, 因此 Jacobi 和 G-S

都收敛. 另外, TN 是对称正定的,故当 0 < ω < 2时, SOR迭代法收敛.
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收敛速度比较

由 Taylor公式可知,当 n很大时,有

ρ(GJ) = cos
π

n+ 1
≈ 1− π2

2(n+ 1)2
= 1−O

(
1

n2

)
,

ρ(GSOR) =
cos2 π

n+1(
1 + sin π

n+1

)2 ≈ 1− 2π

n+ 1
= 1−O

(
1

n

)
.

由于当 n很大时有 (
1− 1

n

)k

≈ 1− k

n
= 1− kn

n2
≈
(
1− 1

n2

)kn

,

即 SOR迭代 k步后误差的减小量与 Jacobi迭代 kn步后误差减小量差不多.

G-S大约是 Jacobi的 2倍, SOR大约是 Jacobi的 n倍.
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例 已知二维 Poisson方程 
−∆u(x, y) = −1, (x, y) ∈ Ω

u(x, y) =
x2 + y2

4
, (x, y) ∈ ∂Ω

其中 Ω = (0, 1) × (0, 1). 该方程的解析解是 u(x, y) =
x2 + y2

4
. 用五点差分格式离散后得

到一个线性方程组,分别用 Jacobi, G-S和 SOR计算这个方程组的解,并比较收敛效果.

Poisson_Jacobi_GS_SOR_convergence.m
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N = 16, 32时三种方法的相对误差下降情况.
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N = 64, 128时三种方法的相对误差下降情况.
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4.4 快速 Poisson算法 *

如果已经知道 A的特征值分解 A = XΛX−1,则 Ax = b的解可表示为

x = A−1b = XΛ−1X−1b.

如果 A是正规矩阵,则 X 可以取酉矩阵,于是

x = A−1b = XΛ−1X∗b.

▶一般不会采用特征值分解来解线性方程组,因为计算特征值分解通常比解线性方程组

更困难.

▶但在某些特殊情况下,我们可以由此得到快速算法.
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考虑二维离散 Poisson方程

Tu = h2f,

其中

T = I ⊗ Tn + Tn ⊗ I = (Z ⊗ Z)(I ⊗ Λ + Λ⊗ I)(Z ⊗ Z)T.

这里 Z = [z1, z2, . . . , zn]是正交矩阵,其中

zk =

√
2

n+ 1
·
[
sin

kπ

n+ 1
, sin

2kπ

n+ 1
, . . . , sin

nkπ

n+ 1

]T
, k = 1, 2, . . . , n.

所以,方程组的解为

u = T−1h2f = [(Z ⊗ Z)(I ⊗ Λ + Λ⊗ I)−1(Z ⊗ Z)T]h2f.

因此,主要的运算是 Z ⊗ Z 与向量的乘积,以及 (Z ⊗ Z)T与向量的乘积.
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离散 Sine变换

离散 Sine变换有多种定义,这里介绍与求解 Poission方程有关的一种.

设 x = [x1, x2, . . . , xn]
T ∈ Rn,其离散 Sine变换 (DST) 定义为

y = DST(x) = [y1, y2, . . . , yn]
T ∈ Rn,

其中

yk =

n∑
j=1

xj sin
(

kjπ

n+ 1

)
, k = 1, 2, . . . , n.

对应的离散 Sine反变换记为 IDST,即 x = IDST(y),其中

xj =
2

n+ 1

n∑
k=1

yk sin
(

jkπ

n+ 1

)
, j = 1, 2, . . . , n.
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DST和 IDST满足下面的性质:

IDST(DST(x)) = x, DST(IDST(y)) = y.

在MATLAB中,计算 DST和 IDST的函数分别为 dst和 idst,即:

y=dst(x), x=idst(y)

(测试代码见 DST_test.m)
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Possion方程与 DST

我们首先考虑矩阵 Z 与一个任意给定向量 b的乘积.

设 y = Zb,则

yk =

n∑
j=1

Z(k, j)bj =

√
2

n+ 1

n∑
j=1

bj sin
(

kjπ

n+ 1

)
=

√
2

n+ 1
· [DST(b)]k .

因此,乘积 y = Zb可以通过 DST来实现.

类似地,乘积 y = ZTb = Z−1b可以通过离散 Sine反变换 IDST实现,即

y = ZTb = Z−1b =

(√
2

n+ 1

)−1

IDST(b).
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一维离散 Poisson方程

解为

u = T−1
n (h2f) = (ZΛ−1ZT)(h2f) = h2ZΛ−1ZTf = h2 · DST(Λ−1 IDST(b)).

特征值计算

可以通过公式 Tn = ZΛZT来计算一维离散 Poisson矩阵的特征值:

▶记 [α1, α2, . . . , αn]
T 和 [β1, β2, . . . , βn]

T 分别为 ZTTn 和 ZT 的第一列,则 Tn 的特征

值为

λi =
αi

βi
.

对应的MATLAB代码为: Lam=idst([2,‐1,zeros(1,n‐2)]')./idst(eye(n,1))

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 87/112



二维离散 Poisson方程

我们需要计算 (Z ⊗ Z)b和 (ZT ⊗ ZT)b.

它们对应的是二维离散 Sine变换和二维离散 Sine反变换.

设 b = [bT1 , b
T
2 , . . . , b

T
n ]

T ∈ Rn2 ,其中 bk ∈ Rn×n.

▶令 B = [b1, b2, . . . , bn] ∈ Rn×n,则由 Kronecker乘积的性质可知

(Z ⊗ Z)b = (Z ⊗ Z)vec(B) = vec(ZBZT) = vec
(
(Z(ZB)T)T

)
.

▶因此,我们仍可以使用 DST来计算 (Z ⊗ Z)b.

▶类似地,我们可以使用 IDST来计算 (ZT ⊗ ZT)b.
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算法 7二维离散 Poisson方程的快速算法

1: 计算 b = h2f

2: B = reshape(b, n, n)

3: B1 = (ZTB)T = (IDST(B))T

4: B2 = (ZTB1)
T = (IDST(B1))

T

5: b1 = (I ⊗ Λ + Λ⊗ I)−1vec(B2)

6: B3 = reshape(b1, n, n)

7: B4 = (ZB3)
T = (DST(B3))

T

8: B5 = (ZB4)
T = (DST(B4))

T

9: u = reshape(B5, n
2, 1)

MATLAB程序见 Poisson_DST.m
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二维离散 Poisson方程的常用算法

方法 串行时间 存储空间

直接法 稠密 Cholesky分解 O(N3) O(N2)

显式求逆 O(N2) O(N2)

带状 Cholesky分解 O(N2) O(N3/2)

稀疏 Cholesky分解 O(N3/2) O(N logN)

经典迭代 Jacobi O(N2) O(N)

Gauss-Seidel O(N2) O(N)

SOR O(N3/2) O(N)

带 Chebyshev加速的 SSOR O(N5/4) O(N)

Krylov子空间迭代 CG (共轭梯度法) O(N3/2) O(N)

CG (带修正 IC预处理) O(N5/4) O(N)

快速算法 FFT (快速 Fourier变换) O(N logN) O(N)

块循环约化 O(N logN) O(N)

Multigrid O(N) O(N)
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5 加速方法

5.1 外推技术

5.2 Chebyshev加速

当迭代解 x(0), x(1), x(2), . . . , x(k)已经计算出来后,我们可以对其进行组合,得到一个新的更

好的近似解,这样就可以对原算法进行加速.
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5.1 外推技术

外推算法

设原迭代格式为

x(k+1) = Gx(k) + g. (6.7)

由 x(k)和 x(k+1)加权组合后可得新的近似解

x(k+1) = (1− ω)x(k) + ω(Gx(k) + g), (6.8)

其中 ω是参数. 这种加速方法就称为外推算法.

加速: 选择 ω使得其迭代矩阵 Gω ≜ (1− ω)I + ωG的谱半径尽可能地小
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假设 G的特征值都是实数,且最大特征值和最小特征值分别为 λ1和 λn,于是

ρ(Gω) = max
λ∈σ(G)

|(1− ω) + ωλ| = max{|1− ω + ωλ1|, |1− ω + ωλn|}.

定理 设 G的特征值都是实数,最大和最小特征值分别为 λ1和 λn,且 1 /∈ [λn, λ1],则

ω∗ = arg min
ω

ρ(Gω) =
2

2− (λ1 + λn)
,

此时 ρ(Gω∗) = 1− |ω∗|d , 其中 d 是 1 到 [λn, λ1] 的距离, 即当 λn ≤ λ1 < 1 时,

d = 1− λ1,当 λ1 ≥ λn > 1时, d = λn − 1. (留作课外自习)

▶若 ω∗ ̸= 1时,则外推迭代比原迭代法收敛要更快一些.

▶实际应用时可以估计特征值所在的区间 [a, b],然后用 a, b代替 λn 和 λ1.
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JOR算法

对 Jacobi迭代进行外推加速,则可得 JOR (Jacobi over-relaxation)算法:

x(k+1) = (1− ω)x(k) + ω(D−1(L+ U)x(k) +D−1b)

= x(k) + ωD−1(b−Ax(k)), k = 0, 1, 2, . . . .

定理 设 A对称正定. 若

0 < ω <
2

ρ(D−1A)
,

则 JOR算法收敛.
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5.2 Chebyshev加速

多项式加速

假定通过迭代格式 x(k+1) = Gx(k) + g 已计算出 x(0), x(1), . . . , x(k),下面考虑如何将这

些近似解进行组合,以便得到更精确的近似解.

记 εk = x(k) − x∗为第 k步迭代解的误差,则有

εk = Gεk−1 = G2εk−2 = · · · = Gkε0.

设 x̃(k)为 x(0), x(1), . . . , x(k)的一个线性组合,即

x̃(k) = α0x
(0) + α1x

(1) + · · ·+ αkx
(k),

其中 αi为待定系数,且满足
k∑

i=0
αi = 1.
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于是

x̃(k) − x∗ = α0ε0 + α1Gε0 + · · ·+ αkG
kε0 ≜ pk(G)ε0, (6.9)

其中 pk(t) =
k∑

i=0
αit

i为 k次多项式,且满足 pk(1) = 1.

我们希望通过适当选取参数 αi,使得 x̃(k)−x∗尽可能地小,即使得 x̃(k)收敛到 x∗速度远

远快于 x(k) 收敛到 x∗ 速度. 这种加速方法就称为多项式加速或半迭代法 (semi-iterative

method) .

例 设 pn(t)为 G的特征多项式,令 p̃n(t) ≜ pn(t)/pn(1),则 p̃n(1) = 1且 p̃n(G) = 0,所以

选取 αi为 p̃n的系数,则 x̃(n) − x∗ = 0. 但这种选取方法不实用,原因是:

(1) p̃n(t)的系数并不知道;

(2) 我们通常希望收敛所需的迭代步数≪ n.
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参数 αi的较实用的选取方法

由 (6.9)可知

∥x̃(k) − x∗∥2 = ∥pk(G)ε0∥2 ≤ ∥pk(G)∥2∥ε0∥2.

因此我们需要求解下面的极小化问题

min
p∈Pk,p(1)=1

∥p(G)∥2

其中 Pk 表示所有次数不超过 k的多项式组成的集合.

▶一般来说,这个问题是非常困难的.

▶但在一些特殊情况下,我们可以给出其最优解.
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假设迭代矩阵 G是对称的,即 G存在特征值分解:

G = QΛQT,

其中 Λ是实对角矩阵, U 是正交矩阵. 于是有

min
p∈Pk,p(1)=1

∥p(G)∥2 = min
p∈Pk,p(1)=1

∥p(Λ)∥2

= min
p∈Pk,p(1)=1

max
1≤i≤n

{
|p(λi)|

}
≤ min

p∈Pk,p(1)=1
max

λ∈[λn,λ1]

{
|p(λ)|

}
, (6.10)

其中 λ1, λn分别表示 G的最大和最小特征值.

这是带归一化条件的多项式最佳一致逼近问题 (与零的偏差最小).

该问题的解与著名的 Chebyshev多项式 有关.
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Chebyshev多项式

Chebyshev多项式 Tk(t)可以通过下面的递推方式来定义:

T0(t) = 1, T1(t) = t,

Tk(t) = 2 t Tk−1(t)− Tk−2(t), k = 2, 3, . . . ,

▶也可以直接由下面的式子定义

Tk(t) =
1

2

[(
t+

√
t2 − 1

)k
+
(
t+

√
t2 − 1

)−k
]
,

▶或者

Tk(t) =

 cos(k arccos t), |t| ≤ 1

cosh(k arccosh t), |t| > 1
,
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Chebyshev的一个重要性质是下面的最小最大性质.

定理 设 η ∈ R满足 |η| > 1,则下面的最小最大问题

min
p(t)∈Pk,p(η)=1

max
−1≤t≤1

|p(t)|

的唯一解为

T̃k(t) ≜
Tk(t)

Tk(η)
.
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通过简单的仿射变换,该定理的结论可以推广到一般区间.

定理 设 α, β, η ∈ R满足 α < β 且 |η| /∈ [α, β]. 则下面的最小最大问题

min
p(t)∈Pk,p(η)=1

max
α≤x≤β

|p(t)|

的唯一解为

T̂k(t) ≜
Tk

(
2t− (β + α)

β − α

)
Tk

(
2η − (β + α)

β − α

) .
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Chebyshev加速方法

考虑迭代格式 x(k+1) = Gx(k) + g,我们假定:

(1) 迭代矩阵 G的特征值都是实数;

(2) 迭代矩阵谱半径 ρ = ρ(G) < 1,故 λ(G) ∈ [−ρ, ρ] ⊂ (−1, 1).

于是最小最大问题 (6.10)就转化为

min
p∈Pk,p(1)=1

max
λ∈[−ρ,ρ]

{|p(λ)|} .

由于 1 ̸= [−ρ, ρ],上述问题的解为

pk(t) =
Tk(t/ρ)

Tk(1/ρ)
.
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x̃(k)的迭代格式

实际计算时,我们无需先计算 x(0), x(1), . . . , x(k),然后通过线性组合来计算 x̃(k).

事实上,可通过 Chebyshev多项式的三项递推公式,由 x̃(k−1)和 x̃(k−2)直接得到 x̃(k)

令 µk =
1

Tk(1/ρ)
,即 Tk(1/ρ) =

1

µk
. 由 Chebyshev多项式的三项递推公式可得

1

µk
=

2

ρ
· 1

µk−1
− 1

µk−2
.

所以

x̃(k) − x∗ = pk(G) ε0 = µkTk(G/ρ) ε0

= µk

[
2G

ρ
· 1

µk−1
(x̃(k−1) − x∗)−

1

µk−2
(x̃(k−2) − x∗)

]
.
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整理后可得

x̃(k) =
2µk

µk−1
· G
ρ
x̃(k−1) − µk

µk−2
x̃(k−2) + dk,

其中

dk = x∗ −
2µk

µk−1
· G
ρ
x∗ +

µk

µk−2
x∗

= x∗ − 2µk

µk−1
· x∗ − g

ρ
+

µk

µk−2
x∗

= µk

(
1

µk
− 2

ρµk−1
+

1

µk−2

)
x∗ +

2µkg

µk−1ρ

=
2µkg

µk−1ρ
.
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由此,我们可以得到迭代格式 (6.7)的 Chebyshev加速算法.

算法 8 Chebyshev加速算法

1: Set µ0 = 1, µ1 = ρ = ρ(G), x̃(0) = x(0), k = 1

2: compute x̃(1) = Gx(0) + g

3: while not converge do

4: k = k + 1

5: µk =

(
2

ρ
· 1

µk−1
− 1

µk−2

)−1

6: x̃(k) =
2µk

µk−1
· G
ρ
x̃(k−1) − µk

µk−2
x̃(k−2) +

2µk

µk−1ρ
· g

7: end while

该算法的每步迭代的整体运算量与原迭代格式基本相当.
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6 交替方向与HSS算法

6.1 多步迭代法

6.2 交替方向法

6.3 HSS方法
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6.1 多步迭代法

设 A = M1 −N1 = M2 −N2是 A的两个矩阵分裂,则可以构造迭代格式M1x
(k+ 1

2
) = N1x

(k) + b,

M2x
(k+1) = N2x

(k+ 1
2
) + b,

k = 0, 1, 2, . . . . (6.11)

这就是 两步迭代法 ,对应的分裂称为 二重分裂

易知,两步迭代格式 (6.11)的迭代矩阵为

G = M−1
2 N2M

−1
1 N1 =⇒ 算法收敛的充要条件是 ρ(M−1

2 N2M
−1
1 N1) < 1

类似地,我们可以推广到多步迭代法.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 107/112



6.2 交替方向法

交替方向法 (Alternating Direction Implicit, ADI)本质上是一个两步迭代法.

设 A = A1 +A2,构造矩阵分裂

A = (αI +A1)− (αI −A2)

= (αI +A2)− (αI −A1)

 ADI迭代格式为 (αI +A1)x
(k+ 1

2
) = (αI −A2)x

(k) + b,

(αI +A2)x
(k+1) = (αI −A1)x

(k+ 1
2
) + b,

k = 0, 1, 2, . . . ,

其中 α ∈ R是迭代参数.
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易知 ADI算法的迭代矩阵为

GADI = (αI +A2)
−1(αI −A1)(αI +A1)

−1(αI −A2).

定理 设 A ∈ Rn×n 对称正定, A = A1 + A2,其中 A1 和 A2 中有一个是对称正定,另一个

是对称半正定,则对任意正数 α > 0,有 ρ(GADI) < 1,即 ADI迭代法收敛.

选取不同的 A1 和 A2 可以构造不同的 ADI格式.
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6.3 HSS方法

设 A = H + S,其中 H 和 S 分别是 A的对称与斜对称部分,即

H =
1

2
(A+AT), S =

1

2
(A−AT).

该分裂就称为 HS分裂 (Hermitian and Skew-Hermitian Splitting).

类似于 ADI方法,我们可得下面的 HSS方法 (αI +H)x(k+
1
2
) = (αI − S)x(k) + b,

(αI + S)x(k+1) = (αI −H)x(k+
1
2
) + b,

k = 0, 1, 2, . . . .

定理 设 A ∈ Rn×n正定,则对任意 α > 0, HSS方法都收敛.
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参数 α的选取

定理 设 A ∈ Rn×n正定,则极小极大问题

min
α>0

max
λmin(H)≤λ≤λmax(H)

∣∣∣∣α− λ

α+ λ

∣∣∣∣
的解为

α∗ =
√
λmax(H)λmin(H).

此时
σ(α∗) =

√
λmax(H)−

√
λmin(H)√

λmax(H) +
√
λmin(H)

=

√
κ(H)− 1√
κ(H) + 1

.

HSS推广

PSS, NSS, AHSS等,感兴趣的读者可以参考相关文献.
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