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1 箭型分而治之法

分而治之法 (Cuppen’s Divide and Conquer, CDC) 首先由 Cuppen 于 1981 年提出 [1].
Gu 和 Eisenstat 于 1995 年给出了一种快速稳定的分而治之法实现方式, 称为 箭型分而治之法
(Arrowhead Divide-and-Conquer, ADC). 他们做了大量的数值试验, 在试验中, 他们采用修正的
有理逼近法求解特征方程. 数值结果表明, ADC 算法的计算精度可以与其他算法媲美, 而计算速
度通常比对称 QR 和 CDC 要快, 详见 [2, 3].

1.1 算法基本框架
给定对称三对角矩阵 T ∈ Rn×n.

▶ 矩阵划分方法:

T =



a1 b1

b1
. . . . . .
. . . . . . bm−1

bm−1 am bm

bm am+1 bm+1

bm+1 am+2 bm+2

bm+2
. . . . . .
. . . . . . bn−1

bn−1 an


n×n

=


T1 bmem 0

bme
⊺
m am+1 bm+1e

⊺
1

0 bm+1e
⊺
1 T2

 ,

其中 m = [n/2], em = [0, . . . , 0, 1]
⊺ ∈ Rm, e1 = [1, 0, . . . , 0] ∈ Rn−m−1.

▶ 递推计算方法: 假设小矩阵 T1 和 T2 的特征值和特征向量已知, 即

T1 = Q1Λ1Q
⊺
1 , T2 = Q2Λ2Q

⊺
2 ,

其中 Λ1 和 Λ2 为对角矩阵, Q1, Q2 为正交矩阵, 则有

T =

Q1Λ1Q
⊺
1 bmem 0

bme
⊺
m am+1 bm+1e

⊺
1

0 bm+1e
⊺
1 Q2Λ2Q

⊺
2


1
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=

Q1 0 0

0 1 0

0 0 Q2


 Λ1 bmQ

⊺
1em 0

bme
⊺
mQ1 am+1 bm+1e

⊺
1Q2

0 bm+1Q
⊺
2e

⊺
1 Λ2


Q1 0 0

0 1 0

0 0 Q2


⊺

=

Q1 0 0

0 1 0

0 0 Q2


 0 1 0

Im 0 0

0 0 I


⊺

H

 0 1 0

Im 0 0

0 0 I


Q1 0 0

0 1 0

0 0 Q2


⊺

=

0 Q1 0

1 0 0

0 0 Q2

H

0 Q1 0

1 0 0

0 0 Q2


⊺

,

其中

H =

 0 1 0

Im 0 0

0 0 I


 Λ1 bmQ

⊺
1em 0

bme
⊺
mQ1 am+1 bm+1e

⊺
1Q2

0 bm+1Q
⊺
2e

⊺
1 Λ2


 0 1 0

Im 0 0

0 0 I


⊺

=

 am+1 bme
⊺
mQ1 bm+1e

⊺
1Q2

bmQ
⊺
1em Λ1 0

bm+1Q
⊺
2e

⊺
1 0 Λ2

 .

因此只要计算 H 的特征值和特征向量即可.

 由于 H 的形状像一个箭头 (比如四阶矩阵形如
[ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗
∗ ∗

]
), 因此称之为 箭型矩阵.

算法 1.1. 计算对称三对角矩阵的特征值和特征向量的箭型分而治之法 (ADC)

1: function [Q, Λ] = eig_adc(T )
2: if T is small enough then
3: compute eigenvalues and eiganvectors of T with QR method
4: return
5: end if
6: form T1 and T2

7: [Q1, Λ1] = eig_adc(T1)
8: [Q2, Λ2] = eig_adc(T2)

9: form H =

 am+1 bme
⊺
mQ1 bm+1e

⊺
1Q2

bmQ
⊺
1em Λ1 0

bm+1Q
⊺
2e

⊺
1 0 Λ2


10: compute the eigenvalues Λ and eigenvectors Q̂ of H
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11: compute the eigenvectors of T with Q =

0 Q1 0

1 0 0

0 0 Q2

 Q̂

12: end

1.2 箭型矩阵特征值与特征向量

为了讨论方便, 将矩阵 H 改写为如下形式

H =

[
α u

⊺

u D

]
,

其中 α = am+1,

u =

[
bmQ

⊺
1em

bm+1Q
⊺
2e

⊺
1

]
≜ [u1, u2, . . . , un−1]

⊺
, D = diag(d1, d2, . . . , dn−1),

并假定 d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dn−1.

定理 1.1: 箭型矩阵的特征值与特征向量

设 H 的特征值为 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn, 并假定 d1 > d2 > · · · > dn−1, 且所有 ui 都非零, 则
(1) λ1 > d1 > λ2 > d2 > · · · > λn−1 > dn−1 > λn.
(2) λi 满足特征方程 f(λ) = 0, 其中

f(λ) ≜ λ− α+

n−1∑
k=1

u2k
dk − λ

且 H 的特征值正好是 f(λ) 的 n 个零点.
(3) 与 λi 对应的特征向量为 [

−1,
u1

d1 − λi
, . . . ,

un−1

dn−1 − λi

]
.

证明. (1) 根据对称矩阵特征值分隔定理可知

λ1 ≥ d1 ≥ λ2 ≥ d2 ≥ · · ·λn−1 ≥ dn−1 ≥ λn.

因此只需证明 λi 与 D 的对角线都不相等. 反证法, 假定存在某个 dj 使得 λi = dj , 并设对应的
特征向量为 x = [x1, x2, . . . , xn]

⊺, 则由 Hx = λix 可知

αx1 + u1x2 + · · ·+ un−1xn = λix1, (1.1)
ukx1 + dkxk+1 = λixk+1, k = 1, 2, . . . , n− 1. (1.2)
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又 λi = dj , 因此在 (1.2) 中取 k = j, 可推出 ujx1 = 0, 故 x1 = 0. 代入 (1.2), 根据 dk 互不相等

可推出 xk+1 = 0, k = 1, . . . , k − 1, k + 1, . . . , n − 1. 代入 (1.1), 可得 xk = 0. 所以 x = 0, 矛盾.
所以结论 (1) 成立.

(2) 根据等式 (1.2), 我们有

xk+1 = − ukx1
dk − λi

, k = 1, 2, . . . , n− 1. (1.3)

代入 (1.1) 式后可得 (
α−

n−1∑
k=1

u2k
dk − λi

)
x1 = λix1. (1.4)

又 x1 ̸= 0 (否则由 (1.3) 可推出所有 xk 都为 0, 矛盾), 所以有

λi − α+
n−1∑
k=1

u2k
dk − λi

= 0,

即 λi 满足特征方程 f(λ) = 0.
下面证明 f(λ) 的 n 个零点恰好是 H 的 n 个特征值. 只需证明 f(λ) 恰好有 n 个零点. 直

接计算可知

f ′(λ) = 1 +

n−1∑
i=1

u2i
(di − λ)2

> 0.

所以 f(λ) 在下面的 n 个区间

(−∞, dn−1), (dn−1, dn−2), . . . , (d2, d1), (d1,+∞) (1.5)

内都严格单调递增, 且

lim
λ→−∞

f(λ) = −∞, lim
λ→+∞

f(λ) = +∞, lim
λ→dk−0

f(λ) = +∞, lim
λ→dk+0

f(λ) = −∞,

因此 f(λ) 在每个区间内恰好有一个零点, 总共有 n 个零点. 所以结论 (2) 成立.
(3) 由前面的讨论可知, x1 ̸= 0. 取 x1 = −1, 代入 (1.3) 即得结论 (3) 成立. □



▶ 如果我们记 dn = −∞, d0 = +∞, 则 H 的特征值满足: λi ∈ (di, di−1) , i = 1, 2, . . . , n.
▶ 实际计算时, 特征向量需要单位化.
▶ 如果特征值精度不够, 会影响特征向量的正交性.

定理 1.2: 收缩 Deflation

考虑箭型矩阵 H,
(1) 若 u 的某个分量 ui = 0, 则 λ = di 是 H 的特征值, 对应的特征向量为 ei+1.
(2) 若存在 i 使得 di+1 = di, 则 λ = di 是 H 的特征值.
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图 1.1. f(λ) 的示意图: f(λ) = λ− 1 +
2

1− λ
+

0.8

2− λ
+

0.1

3− λ
+

1

4− λ
的图像

1.2.1 特征方程的预处理

基于计算稳定性和精度方面的考虑, 我们在求解特征方程时要先做预处理, 即平移. 我们需
要在 n 个不同区间 (见 (1.5)) 内计算 f(λ) 的零点, 在不同的区间需要采用不同的平移变换. 我
们将这 n 个区间分成两种情形: 中间 n− 2 个有限区间和两端的 2 个无限区间.

▶ 首先考虑中间 n− 2 个有限区间, 即计算 f(λ) 在 (di+1, di) 内的零点 λi+1, i = 1, 2, . . . , n− 2.
分两种情形:
(1) 特征值 λi+1 位于左半区间, 即 λi ∈

(
di+1,

1
2(di+1 + di)

)
. 此时做平移 µ = λ− di+1 , 将

特征函数 f(λ) 转化为

g(µ) ≜ f(µ+ di+1) = µ+ di+1 − α+

i∑
k=1

u2k
(dk − di+1)− µ

+

n−1∑
k=i+1

u2k
(dk − di+1)− µ

≜ µ+ αi+1 +Ψ1(µ) + Ψ2(µ) ,

其中 αi+1 = di+1 − α,

Ψ1(µ) =
i∑

k=1

u2k
δk − µ

, Ψ2(µ) =

n−1∑
k=i+1

u2k
δk − µ

, δk = dk − di+1 , k = 1, 2, . . . , n− 1.

于是原问题就转化为 求解 g(µ) 在 (0, δi/2) 中的零点 , 其中 δi = di − di+1 > 0.
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这样做平移的好处是, 对任意 µ ∈ (0, δi/2), 计算 g(µ) 的值都能达到相对高的精度. 事实

上, 计算 f(λ) 可能出现较大误差的因素主要集中在
u2
i+1

di+1 − λ
: 当 λ 十分接近 di+1 时, 计

算 di+1 − λ 就会出现相近的数相减的问题, 从而导致有效数字的损失. 但经过平移后, 这一

项就变为
u2
i+1

−µ
, 避免了相近的数相减的问题. 可以证明 [3],

|g̃(µ)− g(µ)| ≤ cεu

(
|µ|+ |αi+1|+ |Ψ1(µ)|+Ψ2(µ)

)
, (1.6)

其中 g(µ) 表示精确值, g̃(µ) 表示计算值, εu 表示机器精度, c 是与 µ 和 n 无关的小正数.

(2) 特征值 λi+1 位于右半区间, 即 λi+1 ∈
(
1
2(di+1 + di), di

)
. 相应地, 做平移 µ = λ− di ,

将特征函数 f(λ) 转化为

g(µ) ≜ µ+ αi +Ψ1(µ) + Ψ2(µ) ,

其中 αi = di − α,

Ψ1(µ) =

i∑
k=1

u2k
δk − µ

, Ψ2(µ) =
n−1∑

k=i+1

u2k
δk − µ

, δk = dk − di , k = 1, 2, . . . , n− 1.

于是原问题就转化为 求解 g(µ) 在 (δi+1/2, 0) 中的零点 , 其中 δi+1 = di+1 − di < 0.


可以通过计算 f(λ) 在区间中点的函数值来判断 λi+1 的位置: 若 f

(
1
2 (di+1 + di)

)
> 0 则位于

左半区间, 否则位于右半区间.

▶ 下面考虑计算 f(λ) 在 (−∞, dn−1) 和 (d1,+∞) 内的零点 λn 和 λ1.
(1) 计算 λn ∈ (−∞, dn−1). 先做平移 µ = λ− dn−1 , 将特征函数 f(λ) 转化为

g(µ) ≜ µ+ αn−1 +Ψ1(µ) ,

其中 αn−1 = dn−1 − α,

Ψ1(µ) =
n−1∑
k=1

u2k
δk − µ

, δk = dk − dn−1 , k = 1, 2, . . . , n− 1.

由于 (−∞, dn−1) 是个无限区间, 不利于数值计算, 因此我们考虑对求解区间进行更加精
细的估计. 易知

H − dn−1I = diag(0, δ1, . . . , δn−1) +

[
−αn−1 u

⊺

u 0

]
≜ diag(0, δ1, . . . , δn−1) + E.

根据对称矩阵特征值扰动分析理论 (Weyl 定理 [? ]) 可知

|λn − dn−1| ≤ ∥E∥2 ≤ |αn−1|+ ∥u∥2 ≜ η .

因此 λn ∈ (dn−1 − η, dn−1), 于是原问题就转化为 求解 g(µ) 在 (−η, 0) 中的零点 .
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(2) 计算 λ1 ∈ (d1,+∞). 做平移 µ = λ− d1 , 则特征函数 f(λ) 转化为

g(µ) ≜ µ+ α1 +Ψ2(µ) ,

其中 α1 = d1 − α,

Ψ2(µ) =
n−1∑
k=1

u2k
δk − µ

, δk = dk − d1 , k = 1, 2, . . . , n− 1.

类似地, 我们可以证明 λ1 ∈ (d1, d1 + η), 其中 η = |α1| + ∥u∥2. 于是原问题就转化为
求解 g(µ) 在 (0, η) 中的零点 .

1.2.2 特征方程的数值求解

由于 g(µ) 的特点, 我们可以采用对分法或者有理函数插值法来求解, 与 CDC 中的特征方程
数值求解类似. 根据 [3] 中的说法, 采用什么方法求解特征方程并非关键, 重要的是采用何种停机
准则, 以及平移预处理.

论文 [3] 中给出了一个比较合理的停机准则

|g(µ̃)| ≤ cεun
(
|µ|+ |αi+1|+ |Ψ1(µ)|+Ψ2(µ)

)
, (1.7)

即误差估计式 (1.6) 的上界. 此时可以将 µ̃ 作为近似解.

1.2.3 特征向量的计算

我们可以直接采用定理 1.1 中的结论 (3) 来计算特征向量. 但考虑到数值稳定性, 特别是

当 λi 与 di+1 (或 di) 非常接近时, 虽然数值解 λ̃i 与精确解 λi 也非常接近, 但
u2i+1

di+1 − λi+1
与

u2i+1

di+1 − λ̃i+1

(或 u2i
di − λi

与
u2i

di − λ̃i

) 可能会存在很大的误差.

我们注意到, 如果 λ̃i 与 λi 严格相等, 那就不存在这样的问题. 因此我们可以构造一个新的
箭型矩阵 H̃, 使得 λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃n 恰好是 H̃ 的特征值, 然后用 H̃ 的特征向量作为 H 的近似特征

向量. 这样做的好处是计算 H̃ 特征向量能达到相对高的精度, 而且特征向量之间的正交性能达
到机器精度.

矩阵 H̃ 可以依据下面的定理来构造.
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定理 1.3

设给定的 n 个实数 λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃n 和对角矩阵 D = diag(d1, d2, . . . , dn−1) 满足下面的分隔条

件

λ̃n < dn−1 < λ̃n−1 < dn−2 < · · · < λ̃2 < d1 < λ̃1,

则存在箭型矩阵

H̃ =

[
α̃ ũ

⊺

ũ D

]
,

使得 λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃n 恰好是 H̃ 的特征值, 其中

α̃ = λ̃n +
n−1∑
k=1

(λ̃k − dk), (1.8)

ũ2i = (di − λ̃n)(λ̃1 − di)

i−1∏
k=1

λ̃k+1 − di
dk − di

n−1∏
k=i+1

λ̃k − di
dk − di

, i = 1, 2, . . . , n− 1. (1.9)

这里 ũi 的符号可以任取.

证明. 构造法. 假设 H̃ 存在, 下面通过待定系数法确定 α̃ 和 ũ 的取值.
由于 H̃ 的特征值是 λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃n, 所以 (矩阵的迹等于特征值之和)

α̃+ d1 + · · ·+ dn−1 = λ̃1 + λ̃2 + · · ·+ λ̃n.

因此等式 (1.8) 成立.
下面计算 ũ. 考虑 H̃ 的特征多项式, 我们有

det(λI − H̃) =
n∏

k=1

(λ− λ̃k). (1.10)

通过直接计算可得

det(λI − H̃) = det
([

λ− α̃ −ũ
⊺

−ũ λIn−1 −D

])

= det

 1 0
−ũ

λ− α̃
In−1

λ− α̃ −ũ
⊺

0 λIn−1 −D − ũũ
⊺

λ− α̃


= det

λ− α̃ −ũ
⊺

0 λIn−1 −D − ũũ
⊺

λ− α̃


= (λ− α̃) det

(
λIn−1 −D − ũũ

⊺

λ− α̃

)
= (λ− α̃) det(λIn−1 −D) det

(
In−1 − (λ− α̃)−1(λIn−1 −D)−1ũũ

⊺)
= (λ− α̃)

n−1∏
k=1

(λ− dk)
(
1− (λ− α̃)−1ũ

⊺
(λIn−1 −D)−1ũ

)
= (λ− α̃)

n−1∏
k=1

(λ− dk)−
n−1∏
k=1

(λ− dk)
n−1∑
j=1

ũ2j
λ− dj
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= (λ− α̃)
n−1∏
k=1

(λ− dk)−
n−1∑
j=1

ũ2j

j−1∏
k=1

(λ− dk)

n−1∏
k=j+1

(λ− dk)

 .

所以等式

(λ− α̃)
n−1∏
k=1

(λ− dk)−
n−1∑
j=1

ũ2j

j−1∏
k=1

(λ− dk)
n−1∏

k=j+1

(λ− dk)

 =
n∏

k=1

(λ− λ̃k)

对任意 λ 都成立. 分别取 λ = di, i = 1, 2, . . . , n− 1, 代入上式后可得

−ũ2i

i−1∏
k=1

(di − dk)

n−1∏
k=i+1

(di − dk) =
n∏

k=1

(di − λ̃k),

故

ũ2i = (di − λ̃n)(λ̃1 − di)
i−1∏
k=1

λ̃k+1 − di
dk − di

n−1∏
k=i+1

λ̃k − di
dk − di

,

即等式 (1.9) 成立.
下面证明 H̃ 的特征值恰好是 λ̃1, λ̃2, . . . , λ̃n, 即当 α̃ 和 ũi 由等式 (1.8) 和 (1.9) 确定时, 等

式 (1.10) 对所有 λ 都成立.
将等式 (1.10) 两边的多项式展开, 可得

det(λI − H̃) = λn + tr(H̃)λn−1 + · · · ,
n∏

k=1

(λ− λ̃k) = λn +

(
n∑

k=1

λ̃k

)
λn−1 + · · · .

由 α̃ 的表达式 (1.8) 可知, 这两个多项式中 λn−1 的系数相同. 所以 det(λI − H̃)−
∏n

k=1(λ− λ̃k)

是一个 n− 2 次多项式. 又根据前面的分析可知, det(λI − H̃) 和
∏n

k=1(λ− λ̃k) 在 n− 1 个互不

相等的数 d1, d2, . . . , dn−1 上取值相同, 即 det(λI − H̃) −
∏n

k=1(λ − λ̃k) 存在 n − 1 个互异的零

点, 所以只能恒为 0. 定理结论成立. □
如果计算 λ̃i 时是按停机准则 (1.7) 得到的, 则可以证明 [3]

|λ̃i − λi| ≤
4cεun∥H∥2
1− cεun

.

这表明 λ̃i 与 λi 很接近. 由此可推出

|α̃− α| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

(λ̃i − λi)

∣∣∣∣∣ ≤ 4cεun
2∥H∥2

1− cεun
. (1.11)

另外, 也可以证明 [3]
|ũi − ui| ≤ 6cεun

2∥H∥2. (1.12)

再根据

∥H̃ −H∥2 =

∥∥∥∥∥
[
α̃− α (ũ− u)

⊺

ũ− u 0

]∥∥∥∥∥ ≤ |α̃− α|+ ∥ũ− u∥2

可知, H̃ 与 H 也很接近, 因此用 H̃ 的特征向量来近似 H 的特征向量是合适的.
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不等式 (1.11) 和 (1.12) 的右端项含有 n2, 这两个 n 都分别是由于对 n 个数进行求和, 以及对 n 个

数求乘积所产生的. 如果采用一些特殊的方法, 比如用二分法对 n 个数进行求和, 则浮点计算误差
中的 n 可降为 logn. 因此估计式 (1.11) 和 (1.12) 中的 n2 是比较保守的, 在实际计算中有望降为
O(n).

1.2.4 收缩现象

在前面的讨论中, 我们假定 D 的对角线元素互不相等且 u 的所有分量全不为零 (定理 1.1).
根据定理 1.2,如果 D 的对角线元素有相等的,或者 u存在零分量,则特征值可以直接写出来. 下
面就这两种情形做简单介绍.

1.2.5 u 存在分量为 0 的情形

假定 u 存在 ℓ 个零分量 (1 ≤ ℓ ≤ n− 1). 构造置换矩阵 P ∈ R(n−1)×(n−1), 将这 ℓ 个零分量

全部移到最后面, 即

Pu =

[
û

0ℓ

]
,

其中 û ∈ Rn−ℓ−1 的所有分量均不为 0. 于是有[
1 0

0 P

]
H

[
1 0

0 P

]⊺
=

[
1 0

0 P

][
α u

⊺

u D

][
1 0

0 P

]⊺
=

α û
⊺

0

û D̂1 0

0 0 D̂2

 ,

其中 diag(D̂1, D̂2) = PDP
⊺. 所以我们只要计算一个更小规模的箭型矩阵

[
α û

⊺

û D̂1

]
的特征值和

特征向量.


实际计算中, 如果 u 的某个分量小于给定的阈值, 比如 |ui| < τ∥H∥2 (其中 τ 的取值跟计算精度要

求有关, 比如根据前面的分析 (1.12), 我们可以取 τ = 6cεun
2), 则我们就直接将 ui 设为 0.

1.2.6 D 存在对角线元素相等的情形

假定存在 i 使得 di+1 = di. 将 H 的第 1, i, i+ 1 行和第 1, i, i+ 1 列提取出来组成一个 3 阶
子矩阵

Ĥ =

 α ui ui+1

ui di 0

ui+1 0 di+1

 .

构造 Givens 变换, 将 ui+1 化为 0, 即[
c s

−s c

][
ui

ui+1

]
=

[
r

0

]
, c = ui/r, s = ui+1/r, r =

√
u2i + u2i+1.

于是有1 c s

−s c


 α ui ui+1

ui di 0

ui+1 0 di+1


1 c s

−s c


⊺

=

α r 0

r c2di + s2di+1 cs(di+1 − di)

0 cs(di+1 − di) s2di + c2di+1
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若 di+1 = di, 则上式右端是一个箭型矩阵, 且 ui+1 = 0, 因此就转化为前面一种情形.

 实际计算中, 只要 |di+1 − di| < τ∥H∥2, 我们就可以构造 Givens 变换, 然后将 cs(di+1 − di) 设为 0.

1.3 计算奇异值分解

我们假定 A 是不可约的 (n+ 1)× n 二对角矩阵, 即

B =



a1

b1 a2
. . . . . .

bn−1 an

bn


(n+1)×n

.

几点说明

▶ 如果 A ∈ Rm×n, 其中 m > n, 则可以通过 Householder 变换转化为上述形式.
▶ 如果 A ∈ Rm×n, 其中 m < n, 则考虑 A

⊺ 的奇异值分解.
▶ 如果 A ∈ Rm×n, 其中 m = n, 则通过 Householder 变换进行二对角化, 转化为

B =


a1

b1 a2
. . . . . .

bn−1 an


n×n

.

构造

B̃ =

[
B

0

]
=



a1

b1 a2
. . . . . .

bn−1 an

0


(n+1)×n

.

假定 B 的值为 ℓ, 设 B̃ 的 SVD 为

B̃ = U

[
Σ

0

]
V, Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σn),

其中 σ1 ≥ · · · ≥ σℓ > σℓ+1 = · · · = σn = 0, U ∈ R(n+1)×(n+1) 和 V ∈ Rn×n 是正交矩阵.

具体算法可参见 [2–4]
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