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任何逻辑上封闭的,其真实性在一定程度上被实验所证实的理论永远不会

失去价值.
确定所研究对象的近似程度在理论研究中是极端重要的,最严重的错误是,

采用非常精确的理论并详细计算所有的细节修正,同时却忽略了比它们大

得多的量.

——朗道,《理论力学》前言（1940）
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一. 引言

有界闭区间上连续函数取到极值

F ∈ C1([a, b]), (a, b)内极值点: f(x) = 0, ( f(x) ≜ F′(x)).

解方程←→求极值 −→梯度下降法

F : Ω ⊂ Rn → R, 极值点 ∇F = 0

x ∈ Ω :状态量,不是自变量 F: 状态空间上函数
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二. 有限维系统的 Lagrange形式

1.势场中质点运动: 牛顿形式

N个粒子, m1,m2, . . . ,mN,位置: qi = qi(t) ∈ R3;速度: q̇i = q′i(t) ∈ R3

势场 v = v (q1, . . . , qN)

运动方程 miq̈i = −
∂v
∂qi

mi :第 i个质点的质量

例: N体问题

v (q1, . . . , qN) =
∑

|⩽i<j⩽N

−mimj

|qi − qj|
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能量积分
∑N

i=1 q̇i · miq̈i = −
∑N

i=1
∂v
∂qi · q̇i (内积)

⇒ d
dt

( N∑
i=1

1

2
mi|q̇i|2

)
+

d
dt

(v (q1, . . . , qN)) = 0

动能 T =
∑N

i=1
1
2mi |q̇i|2

势能 U = v(q1, . . . , qN)

总能量 H = T+ U, H = H (q1, . . . , qN, q̇1, · · · q̇N)
能量守恒 d

dtH (q1, . . . , qN, q̇1, . . . , q̇N) = 0
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2.Lagrange形式

Lagrange密度函数

L = L (q1, . . . , qN, q̇1, . . . , q̇N, t) = T− U

Lagrange作用量泛函

J[q] ≜
∫ t2

t1
L (q1, . . . qN, q̇1, . . . q̇N) dt

Hamilton原理 对于任何力学系统,给定初始时刻 t = t0的初始状态和终结时刻

t = t1的终点状态之后,其真实的运动区别于其他可能运动之处在于,真实运动使

得泛函 J =
∫ t2
t1 Ldt的一阶变分 J ′为 0.
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J[q] =
∫ t2
t1 L(q, q̇, t)dt 状态空间 Λ = C1([t1, t2]), q ∈ Λ

变分 δq ∈ Λ,且 δq (t1) = 0 = δq(t2)

h(τ) ≜ J(q+ τδq)

J在 q取到极值⇒ ∀δq, h(τ)在 τ = 0取极值⇒ h′(0) = 0

0 = h′(0) =
d
dτ

h(τ)
∣∣∣∣
τ=0

=
d
dτ

∫ t2

t1
L (qi + τδqi, q̇i + τδq̇i, t) dt

=

∫ t2

t1

( N∑
i=1

∂L
∂qi

δqi +
N∑
i=1

∂L
∂q̇i

δq̇i

)
(qi, q̇i, t) dt
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=

∫ t2

t1

( N∑
i=1

∂L
∂qi

δqi

)
dt+

N∑
i=1

∫ t2

t1

[
d
dt

(
∂L
∂q̇i

δqi
)]

dt−
∫ t2

t1

(
d
dt
∂L
∂q̇i
· δqi

)
dt

=

∫ t2

t1

N∑
i=1

(
∂L
∂qi
− d

dt
∂L
∂q̇i

)
δqi(t)dt+

N∑
i=1

∂L
∂q̇i

δqi

∣∣∣∣∣
t2

t1

(δqi(t2) = δqi(t1) = 0)

=

∫ t2

t1

N∑
i=1

(
∂L
∂qi
− d

dt
∂L
∂q̇i

)
(qi(t), q̇i(t), t) δqi(t)dt

由 δqi(t)的任意性⇒
d
dt
∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

= 0, i = 1, 2, . . . ,N
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Euler-Lagrange方程

L =
N∑
i=1

1

2
mi |q̇i|2 − v (q1, . . . qN)

∂L
∂q̇i

= miq̇i,
∂L
∂qi

= − ∂v
∂q̇i
⇒ miq̈i +

∂v
∂qi

= 0, i = 1, . . . ,N

记号

δJ ≜
∫ t2

t1

δL
δqi

δqidt = 0

泛函导数
δL
δqi

≜ ∂L
∂qi
− d

dt
∂L
∂q̇i
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Lagrange形式的优点: 仅知道 T,U两个标量函数,不需要分析系统中所有的力,

即可导出运动方程.

带约束系统

约束 fα (q1, . . . , qN, q̇1, . . . , q̇N) = 0, α = 1, 2, . . . ,m

优化问题 L̃ = L+
∑m

α=1 λα(t)fα
E-L方程 J̃ =

∫ t2
t1 L̃dt

d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi

= Qi (广义力)
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Qi = −
m∑
α=1

d
dt

(
∂

∂q̇i
(λαfα)

)
+

m∑
α=1

λα(t)
∂fα
∂qi

.

=
m∑
α=1

{
λα

[
∂fα
∂qi
− d

dt

(
∂fα
∂q̇i

)]
− dλα

dt
∂fα
∂q̇i

}
其中

∂

∂q̇i
(λαfα) = λα

∂fα
∂q̇i
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三. 有限维系统的 Hamilton形式

共轭变量 pi ≜
∂L
∂q̇i

E-L方程⇒ ṗi = ∂L
∂qi

典范变量 (qi, pi) pi = miq̇i (动量)

Hamilton函数 H = H(q, p, t) =
∑N

i=1 (q̇ipi)− L (qi, q̇i, t)

注意 由 pi = ∂L
∂q̇i (qi, q̇i, t)反解出 q̇i为 p, q的函数.

dH =
N∑
i=1

(q̇idpi + pidq̇i)− dL

dL =
N∑
i=1

(
∂L
∂qi

dqi +
∂L
∂q̇i

dq̇i
)
+
∂L
∂t

dt =
N∑
i=1

(ṗidqi + pidq̇i) +
∂L
∂t

dt
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⇒ dH =
∑N

i=1 (q̇idpi − ṗidqi)− ∂L
∂t dt

又 dH =
∑N

i=1

(
∂H
∂pidpi +

∂H
∂qidqi

)
+ ∂H

∂t dt

⇒ q̇i =
∂H
∂pi

, ṗi = −
∂H
∂αi

, i = 1, . . . ,N
∂H
∂t

= −∂L
∂t

例 质点运动学系统  q̇i = pi
mi

ṗi = ∂v
∂qi

H =
∑N

i=1 piq̇i − L =
∑N

i=1
|pi|2
mi
− 1

2

∑N
i=1mi |q̇i|2 + v (q1, . . . , qN)

=
∑N

i=1
|pi|2
2mi

+ v (q1, . . . , qN)
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Hamilton形式对应的变分原理

δI = δ

∫ t2

t1

( N∑
i=1

piq̇i − H(p, q, t)

)
dt

I = I [pi, ṗi, qi, q̇i, t] (其中不依赖于 ṗi)

⇒ E-L方程为

ṗj +
∂H
∂qj

= 0, q̇j −
∂H
∂pj

= 0
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例: 平面上点涡运动 L = L
(
zk, zk, żk, żk

)
I =

∫ t2

t1
Ldt ⇒ (E− L)

d
dt

(
∂L
∂żk

)
− ∂L
∂zk

= 0

L =
1√
−1

n∑
k=1

Γkz̄kżk −
1

2π

∑
k̸=l

ΓkΓl ln (zk − zl) (zk − zl)

=
1

2
√
−1

N∑
k=1

Γk
(
z̄kżk − zkżk

)
− 1

2π

∑
k̸=l

ΓkΓl ln (zk − zl) (zk − zl)

żj =
1

2π
√
−1
∑
k̸=l

Γj

zk − zl
, j = 1, . . . , n

H = − 1
2π

∑
k̸=l ΓkΓl ln((zk − zl) (zk − zl))
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Hamilton形式
qk = zk, pk = Γkzk

iq̇k =
∂H
∂pk

, iṗk = −
∂H
∂qk

Posson括号

F = F (q1, . . . , qn, p1, · · · , pn, t)

G = G (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn, t)

{F,G} ≜
n∑

i=1

(
∂F
∂qi

∂G
∂pi
− ∂F
∂pi

∂G
∂qi

)
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dF
dt

=
∂F
∂t

+
n∑

i=1

(
∂F
∂qi

q̇i +
∂F
∂pi

ṗi
)

=
∂F
∂t

+
n∑

i=1

(
∂F
∂qi

∂H
∂pi
− ∂F
∂pi

∂H
∂qi

)
=

∂F
∂t

+ {F,H}

守恒量 F与 t无关且 dF
dt = 0⇔ {F,H} = 0.

Poisson括号的性质

{f, f} = 0; {f, g} = −{g, f}

{αf+ βg, h} = α{f, h}+ β{g, h}

{fg, h} = f{g, h}+ g{f, h}

Jacobi恒等式 {f, {g, h}}+ {g, {h, f}}+ {h, {f, g}} = 0 (非交换 Lie代数)
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Poisson定理
f, g为首次积分⇒ {f, g}也是,即 df

dt = 0, dgdt = 0⇒ d
dt{f, g} = 0.

证明
d
dt
{f, g} = ∂

∂t
{f, g}+ {{f, g},H}

=

{
∂f
∂t
, g
}
+

{
f,
∂g
∂t

}
− {{g,H}, f} − {{H, f}, g}

=

{
∂f
∂t

+ {f,H}, g
}
+

{
f,
∂g
∂t

+ {g,H}}
}

=

{
df
dt
, g
}
+

{
f,
dg
dt

}
= 0.
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四. 无限维系统的 Lagrange形式

J : C1(Ω̄)→ R, J[w] =
∫
Ω F(x,w(x),Dw(x))dx

Ω ⊂ Rn, ∂Ω ∈ C∞, F ∈ C1 (Ω× R× Rn)

argminw∈A J[w]或者 argmaxw∈A J[w]

u ∈ A, ∀v ∈ V, u+ tv ∈ A, |t| � 1

δJ = J′(u)v .
= lim

t→0

J(u+ tv)− J(u)
t

=
d
dt
J(u+ tv)|t=0

u∗为极值点⇒ J′ (u∗) v = 0, ∀v ∈ V
A: 泛函的定义域; V: 测试函数空间
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F = F(x, z, p) z ∈ R, p ∈ Rn

散度定理
∫
Ω divV(x)dx =

∫
∂Ω V(x) · n(x)dS(x)

div(gV) = g divV+ V · Dg

∀u, v ∈ C1(Ω̄),

J′(u)v =
d
dt

∫
Ω

F(x, u(x)+tv(x),Du(x)+t Dv(x))dx
∣∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

[Fz (x, u(x),Du(x)) v(x) + 〈Fp(x, u(x),Du(x)),Dv(x)〉] dx

=

∫
Ω

[Fz(x, u(x),Du(x))v(x) + divx (v(x)Fp(x, u(x),Du(x)))

− divx Fp(x, v(x),Du(x))v(x)] dx

袁海荣 海洋科学的数学原理 (八) 2024年 8月 8日 21 / 35



引言 有限维系统 Lagrange形式 有限维系统 Hamilton形式 无限维系统 Lagrange形式 无限维系统 Hamilton形式

=

∫
Ω

[Fz(x, u(x),Du(x))− divx Fp(x, u(x),Du(x))] v(x)dx

+

∫
∂Ω

Fp(x, u(x),Du(x)) · n(x)v(x)dS(x)

=
δF
δu︸︷︷︸

泛函导数

+

∫
∂Ω

Fp(x, u(x),Du(x)) · n(x) v(x)︸︷︷︸
=0

dS(x)

由 v的任意性⇒

divx Fp(x, u(x),Du(x))− Fz(x, u(x),Du(x)) = 0
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Noether定理
I[w] =

∫
Ω L(x,w(x),Dw(x))dx

记号 X : Rn × R→ Rn, X(x, τ) = X, C∞

X(x, 0) = x, ∀ x ∈ Rn

|τ | � 1时, x 7→ X(x, τ) C∞同胚

区域变分 x 7→ X(x, t) Ωt ≜ {X(x, t) | x ∈ Ω}, v(x) ≜ d
dτX(x, 0)

函数变分 u : Rn → R, w : Rn × R→ R, w = w(x, τ), w(x, 0) = u(x)

乘子: m(x) ≜ dw
dτ (x, 0)
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定义称泛函 J[·]在区域变分 X及函数变分 w下不变,若 ∀Ω ⊂ Rn,开集, ∀|τ | � 1,

成立 ∫
Ω

L(x,w(x, τ),Dw(x, τ))dx =
∫
Ωτ

L(x, u(x),Du(x))dx.

Noether定理
设 I[·]在区域变分 X以及函数变分 w下不变,则

(i)
n∑

i=1

[
mLpi (x, u(x),Du(x))− L(x, u(x),Du(x))vi

]
xi

=m

[ n∑
i=1

(Lpi(x, u(x),Du(x)))xi − Lz (x, u(x),Du(x))

]
,
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其中 v =
(
v1, . . . , vn

)
,由 v(x) = Xt(x, 0)定义, m(x) = wτ (x, 0).

(ii)若 u为 I[·]的临界点,即成立 (E-L)方程

− div(DpL) + Lz = 0,

则
n∑

i=1

(
mLpi(x, u(x),Du(x))− L(x, u(x),Du(x))vi

)
xi
= 0.

−→散度形式,守恒律
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证明 ∫
Ω

L(x,w(x, τ),Dw(x, τ))dx =
∫
Ωτ

L(x, u(x),Du(x))dx

两边对 τ 求导⇒ ∫
Ω

(DpL · Dm+ Lzm) dx =
∫
Ωτ

div(Lv)dx

=

∫
∂Ωτ

(Lv) · ndS
∣∣∣∣
τ=0

=

∫
∂Ω

(Lv) · ndS

其中 d
dt
∫
Ωt
fdx =

∫
Ωt

(
∂f
∂t + div(f(v))dx →

∫
Ωτ

div(Lv)dx
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⇒
∫
Ω

(− div (DpL) + Lz)m dx =
∫
∂Ω

(Lv− mDpL) · n dS

=

∫
Ω

div (−mDpL+ Lv) dx,

由 Ω的任意性,

⇒ div (mDpL+ Lv) = m (div (DpL)− Lz)
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例: 非线性波动方程 w = w(x, t), (xn+1 = t)

I[w] =
∫ T
0

∫
Rn

[
1
2w

2
t −

(
1
2 |Dw|

2 + F(w)
)]
dxdt

Euler-Lagrange方程 L = 1
2p

2
n+1 −

(
1
2 |p|

2 + F(z)
)

DpL = (−p1, . . . ,−pn, pn+1) Lz = −F′(z) = −f(z)
div (DpL)− Lz = 0⇒ ∂t(∂tw)−

∑n
i=1 ∂xi (∂xiw) + f(w) = 0

⇒ ∂ttw−∆w+ f(w) = 0

时间平移不变性⇒能量守恒
X(x, t; τ) = (x, t+ τ), w(x, t; τ) = u(x, t+ τ)

V =
d
dτ

X(x, t; τ)
∣∣∣∣
τ=0

= (0, 1) = en+1, m =
d
dτ

∣∣∣∣
τ=0

w(x, t; τ) = ut(x, t)
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⇒
n∑

i=1

(−uxiut)xi +
(
ut · ut −

(
1

2
u2t −

1

2
|Du|2 − F(u)

))
t︸ ︷︷ ︸

1
2
(u2t +|Du|2)+F(u)≜e

= 0

⇒ et − div (utDu) = 0

⇒ d
dt

∫
Rn

(
1

2

(
u2t + |Du|2

)
+ F(u)

)
dx︸ ︷︷ ︸

能量

= 0

例: Lagrange坐标下旋转流体力学方程组 X = X(a, t), a ∈ Rn,

I =
∫ t2
t1

∫
Rn

[
1
2 |Ẋ(a, t)|

2 + Ẋ(a, t) · (Ω× X(a, t))− e− ϕ
]
dadt,其中 ϕ = ϕ(X, t): 势能,

e = e(τ, η): 内能, η = η(a), τ = det
(
∂X
∂a
)
= ρa

P .
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五. 无限维系统的 Hamilton形式

L = L(xν , ηρ, ηρ,ν), ηρ :状态量 (场), ηρ,ν = ∂
∂xν ηρ

I[η] =
∫
Ω L(x

ν , ηρ, ηρ,ν)dx

(E-L) d
dxν

(
∂L
∂ηρ,ν

)
− ∂L

∂ηρ
= 0 (重复指标代表求和)

记号 δ
δψ = ∂

∂ψ −
d
dxi

∂
∂ψ ,i

,其中 ψ,i =
∂ψ
∂xi (泛函微分)

⇒ d
dt

(
∂L
∂η̇ρ

)
− δL
δηρ

= 0

注意关于 i偏导不含对 t求导. (希腊字母: 含 t;罗马字母: 不含 t.)
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共轭变量 πρ =
∂L
∂η̇ρ

(⇒ η̇ρ用 πρ, x, ηρ, ηρ,i︸ ︷︷ ︸
独立自变量

表示)

Hamilton函数H =
∑

ρ πρη̇ρ − L (xν , ηρ, ηρ,ν)

H = H (xν , πρ, ηρ, ηρ,i) 正则变量(πρ, ηρ)

∂H
∂πρ

= η̇ρ + πλ
∂η̇λ
∂πρ
− ∂L
∂η̇λ

∂η̇λ
∂πρ

= η̇ρ

∂H
∂ηρ

= πλ
∂η̇λ
∂ηρ
− ∂L
∂η̇λ

∂η̇λ
∂ηρ
− ∂L
∂ηρ

= − ∂L
∂ηρ

由 E-L方程⇒
∂H
∂ηρ

= − ∂L
∂ηρ

= − ∂

∂xu

(
∂L
∂ηρ,u

)
= − d

dt
πρ −

∂

∂xi

(
∂L
∂ηρ,i

)
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又
∂H
∂ηρ,i

= πλ
∂η̇λ
∂µρ,i

− ∂L
∂η̇λ

∂η̇λ
∂ηρ,i

− ∂L
∂ηρ,i

= − ∂L
∂ηρ,i

⇒ ∂H
∂ηρ

= −π̇ρ +
d
dxi

(
∂H
∂ηρ,i

)
⇒ −π̇ρ =

∂H
∂ηρ
− d

dxi

(
∂H
∂ηρ,i

)
⇒ π̇ρ = −

(
∂H
∂ηρ
− d

dxi

(
∂H
∂ηρ,i

))
= −δH

δηρ

⇒ Hamilton方程 η̇ρ =
∂H
∂πρ

=
δH
δπρ

(H中不含πρ,i)

η̇ρ =
δH
δπρ

, π̇ρ = −
δH
δηρ
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例: 非线性波动方程 η = η(x, t)

I(η) =
∫
R3

[
1

2
|ηρ|2 −

(
1

2
|Dη|2 + F(η)

)]
︸ ︷︷ ︸

L(η,ηt,Dη)

dx

π ≜ ∂L
∂ηt

= ηt

H = πηt − L = η2t −
1

2
η2t +

1

2
|Dη|2 + F(η) =

1

2

(
(ηt)

2 + |Dη|2
)
+ F(η)

=
1

2
π2 +

1

2
|Dη|2 + F(η)

Hamilton方程

π̇ = −δH
δη

= −
(
∂H
∂η
− d

dxi
∂H
∂ηi

)
= −F′(η) + ∆η
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⇒ π̇ = ∆η − f(η) f = F′

η̇ =
δH
δπ

=
∂H
∂π
− d

dxj
· ∂H
∂πj

= π

⇒ η̈ = ∆η − f(η)⇒ ∂ttη −∆η + f(η) = 0
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