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连续性方程
连续性方程— ∂tu+∇ · (vtu) = 0, (x, t) ∈ Rd × [0, T]. 注意: 线性方程. u(x, t)是未知函数,系数 (向量

场)vt(x) = v(x, t)已知. 当 v正则性低时,线性问题的结论可用于研究非线性问题.

研究框架

经典解 (连续可微函数空间; Hölder空间) —特征线方法 (↔常微分方程)+隐函数定理;最大模估计等.

可积分弱解

Sobolev空间 (能量积分 +对偶方法; Fourier变换;泛函分析的 Riesz表示定理)

BV空间 (间断初值, Riemann问题 +Glimm泛函 +BV空间的 Helly紧性定理)

测度值解

测度解: u(·, t)是物理空间 Rd 上随时间演变的测度,刻画物质的分布变化情况;

进一步抽象为路径空间上的测度,支在特征线上.

概率解: u(x, t)是在相空间 R上的概率测度,反映在给定时间 t,给定地点 x,在 R上取值的概率分布;

统计解: 在函数空间上的概率测度,给出了解是某些范围内的函数的可能性大小.

与其他问题的联系: 粘性消失法与 Brown运动;推广到初边值问题;零压流等.
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连续性方程的测度解
连续性方程 : — ∂tµt +∇ · (vtµt) = 0, (x, t) ∈ Rd × [0, T].

假设 : (复习: 设 (X, d)是可分的度量空间,则它完备 (紧)当且仅当 (P(X), dP)完备 (紧). 这里 dP 是 Prokhrov度量.)

µt : t ∈ [0, T] 7→ P(Rd)是一族 Borel可测的 Rd 上的 Borel概率测度 (P(Rd)是完备度量空间);

v : (x, t) 7→ vt(x) ∈ Rd 是 Borel可测的向量场,且 (♣)
∫ T
0

∫
Rd |vt(x)| dµt(x) dt <∞.

测度解: 称 {µt}t∈[0,T] 是连续方程的一个测度解,如果对任意的 ϕ ∈ C∞
c (Rd × (0, T)),成立 (注意 〈·, ·〉是 Rd 上的内积)∫ T

0

∫
Rd

(
∂tϕ(x, t) + 〈vt(x),∇xϕ(x, t)〉

)
dµt(x) dt = 0. (✠)

为了使 (✠)有意义,条件 (♣)似乎是必须的.
测试函数空间可扩大为 ϕ ∈ C1

c(R
d × (0, T));进一步可放松为要求 ϕ ∈ W1,∞(Rd × (0, T)),且 suppϕ ⊂ Rd × (0, T). (由条件 (♣),对空间变量不需要

紧致支集. 证明概要: 取 χR ∈ C∞
c (Rd), 0 ≤ χR ≤ 1, |∇χR| ≤ 2,且在 BR(O)上 χR ≡ 1. 以 χRϕ作为测试函数,令 R → ∞. )

(✠)的等价形式: 在 [0, T]的广义函数意义下成立

d

dt

∫
Rd
ξ(x) dµt(x) =

∫
Rd

〈∇ξ(x), vt(x)〉 dµt(x) , ∀ξ ∈ C∞
c (Rd

). (♦)

证明概要: 形如 η(t)ξ(x)的函数的线性组合在 C1
c(R

d × [0, T])中稠密,其中 η ∈ C∞
c (0, T).
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映射诱导测度与积分换元公式

设 (X,B, µ)是测度空间, (Y,F)是可测空间, Φ : X → Y是可测映射. 可定义 (Y,F)上推进测度 Φ♯µ:

Φ♯µ(F) = µ(Φ−1(F)), ∀F ∈ F . (验证!)

设 f : Y → R是有界可积函数,则成立公式
∫
X
f(Φ(x)) dµ(x) =

∫
Y
f(y) dΦ♯µ(y).
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胎紧
设 (X, d)是度量空间, B(X)是其 Borelσ代数, P(X)是 X上 Borel概率测度组成的集合. Cb(X)是 X上连续有界函数按
最大模 (一致收敛拓扑)得到的 Banach空间.

窄收敛: 称 {µn}∞n=1 ⊂ P(X)窄收敛 (narrowly convergent)到 µ ∈ P(X),若对任意的 f ∈ Cb(X),都成立
limn→∞

∫
X f(x) dµn(x) =

∫
X f(x) dµ(x).

Prokhorov度量: 对 µ, ν ∈ P(X),定义
dP(µ, ν) = inf{α > 0 : µ(A) ≤ ν(Aα) + α, 且 ν(A) ≤ µ(Aα) + α, ∀A ∈ B(X)},其中
Aα = {x ∈ X : d(x,A) < α},约定 ∅α = ∅, ∀α > 0.

定理: 设 X是可分度量空间,则 (P(X), dP)也是可分的. 设 X可分,若它还完备 (紧),则 (P(X), dP)也完备 (紧). X
可分时, µn 窄收敛到 µ当且仅当 limn→∞ dP(µn, µ) = 0.

胎紧: 称度量空间 X上概率空间 P(X)的子集 K是胎紧 (tight)的,如果(*) 对任意 ϵ > 0,存在 X的紧子集 Kϵ,
使得对任意的 µ ∈ K,有 µ(X \ Kϵ) ≤ ϵ.

Prokhorov定理: 设 X是完备可分度量空间 (Polish空间),则 K是 P(X)的相对紧子集 (即闭包 K是 P(X)的紧子
集),当且仅当它是胎紧的.
特别的,若K是P(X)中的胎紧子集,则其中任意点列都有子列窄收敛到一个概率测度.
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胎紧的判定

胎紧的条件 (∗)与如下条件等价: 存在函数 φ : X → R,它的下水平集 {x ∈ X : φ(x) ≤ c}对任意 c ∈ R是 X的
紧子集,且 supµ∈K

∫
X φ(x) dµ(x) <∞.

定理: 设 X,X1, · · · ,XN 是可分度量空间, ri : X → Xi 是连续映射,且 r = r1 × · · · × rN : X → X1 × · · · × XN 是完

备 (proper)映射. 又设 K ⊂ P(X)满足 Ki = (ri)♯(K)在 P(Xi)中胎紧, i = 1, · · · ,N,则 K在 P(X)中胎紧.

概念 (紧映射): 设 X, Y是拓扑空间, f : X → Y具有性质: ∀y ∈ Y, f−1({y})是 X中紧子集,则称 f是个紧映射.

概念 (完备映射): 也叫逆紧映射. 设 X, Y是拓扑空间, f : X → Y是紧的连续映射,且是闭映射 (将闭集映为闭集),

则称 f是个完备映射.

从紧空间到 Hausdorff空间的连续映射是完备映射;完备映射的复合是完备映射;完备映射在闭集上的限制是完

备映射.

完备映射下,紧集的原像是紧集.

设 µ ∈ P(Rd), ρϵ 是标准的磨光算子,则 {µϵ
.
= µ ∗ ρϵ}当 ϵ→ 0时窄收敛到 µ. 特别的, {µϵ}是胎紧的. (习题)

设 K ⊂ P(X)胎紧, Φ : X → Y可测,则 Φ♯(K)在 P(Y)中胎紧. (习题)

袁海荣 连续方程与曲线空间上的概率测度 2021年 8月 7日 6 / 27



测度解 特征曲线空间上的概率测度 参考文献

Polish空间中的有限 Borel测度是胎紧的

Polish空间: 完备的可分度量空间

定理 [度量空间中紧集的刻画]: 设 X是完备度量空间,则 K ⊂ X是 (覆盖意义下)紧子集,当且仅当它是完全有界

的,即对任意的 ϵ > 0,存在有限个点 xi, i = 1, · · · ,N,使得 K ⊂ ∪ ∪N
i=1 B(xi, ε)

定理: Polish空间中的有限 Borel测度是胎紧的.

证明设 (X, d)是完备且可分的度量空间, µ是 X上的 Borel测度,且 µ(X) <∞. 要证明: ∀ϵ > 0,存在紧集

K ⊂ X,使得 µ(X \ K) < ϵ,

1. 取 X的可列的稠密点集 {x1, x2, · · · },则对任意 δ > 0,都有 X = ∪∞
k=1B(xk, δ),于是

µ(X) = limn→∞ µ(∪n
k=1B(xk, δ)). 由此,对任意 m ∈ N,存在 nm 使得 µ(∪nm

k=1B(xk,
1
m )) > µ(X)− ϵ

2m .

2. 作K = ∩∞
m=1 ∪

nm
k=1 B(xk,

1
m ),它是个闭集. 先用完全有界性说明 K紧. 事实上,对任意 δ > 0,取自然数 m > 1/δ,

就有 K ⊂ ∪nm
k=1B(xk,

1
m ) ⊂ ∪nm

k=1B(xk, δ).
3. 最后, µ(X \ K) = µ(∪∞

m=1X \ (∪nm
k=1B(xk,

1
m ))) ≤

∑∞
m=1 µ(X \ (∪nm

k=1B(xk,
1
m ))) =∑∞

m=1

(
µ(X)− µ(∪nm

k=1B(xk,
1
m ))

)
≤

∑∞
m=1

(
µ(X)− µ(∪nm

k=1B(xk,
1
m ))

)
<

∑∞
m=1

ϵ
2m = ϵ.证毕!
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连续方程测度解的正则性
Theorem
设 µt 是一族 Borel可测的 Rd 上的概率测度,满足

d
dt

∫
Rd
ξ(x) dµt(x) =

∫
Rd
〈∇ξ(x), vt(x)〉 dµt(x), ∀ξ ∈ C∞

c (Rd), (♦)

其中 Borel向量场 vt(x)满足
∫ T
0 |vt(x)| dµt(x) dt <∞. 那么存在窄连续的曲线 t ∈ [0, T] 7→ µ̃t ∈ P(Rd),使得对 L1-a.e.

t ∈ [0, T],有 µt = µ̃t. 此外,若 ϕ ∈ C1
c(Rd × [0, T]), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T,成立∫

Rd
ϕ(x, t2) dµ̃t2(x)−

∫
Rd
ϕ(x, t1) dµ̃t1(x) =

∫ t2

t1

∫
Rd

(
∂tϕ+ 〈∇ϕ, vt〉

)
dµt(x) dt. (♥)

证明: 1. 由条件,对任意的 ξ ∈ Rd,函数 t 7→ µt(ξ) =
∫
Rd ξ(x) dµt(x) ∈ W1,1(0, T). (注意测度 µt 是 C∞

c (Rd)上的连续

线性泛函). 特别的,其弱导数是 µ̇t(ξ) =
∫
Rd〈∇ξ(x), vt(x)〉 dµt(x), L1 − a.e. t ∈ [0, T]. 我们有

|µ̇t(ξ)| ≤ supRd |∇ξ|V(t),其中 V(t) =
∫
Rd |vt(x)| dµt(x) ∈ L1(0, T).

2. (如何从几乎处处到的处处). 记 I(ξ) ⊂ [0, T]是函数 µt(ξ)的 Lebesgue点,则 L1([0, T] \ Iξ) = 0.现取可列集

Z ⊂ C1
c(Rd),它在 C0

c(Rd)中稠密. 置 IZ = ∩ξ∈Z Iξ ,则 L1(IZ) = 1,从而在 [0, T]中稠密.
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3. 对 ξ ∈ Z , µt(ξ)限制在 IZ 上是有意义的. 对 s < t ∈ IZ ,有 |µt(ξ)− µs(ξ)| =
∣∣∫ t

s µ̇τ (ξ) dτ
∣∣ ≤ |ξ|C1

∫ t
s V(τ) dτ . 这就

是说 µt(ξ)关于 t是一致连续的,从而可延拓为 [0, T]上连续的函数,记为 µ̃t(ξ).

此外,对任意 t ∈ [0, T],仍有 |µ̃t(ξ)| = | lims∈IZ ,s→t µs(ξ)| ≤ ‖ξ‖C0 ,所以利用 ξ ∈ Z 的稠密性,它可关于 ξ延拓为

C0
c(Rd)上的连续线性泛函,记之为 µ̃t. 显然 µ̃t = µt, a.e.t ∈ [0, T]. 利用三角不等式和上述估计,不难证明对任意

η ∈ C0
c(Rd), µ̃t(η)关于 t的连续性. 所以为证明 µ̃t 的窄连续性,只要说明它是 Rd 上的概率测度.

4. 为此,我们只需证明 {µt}t∈[0,T] 的胎紧性. 考虑非负光滑函数 ξk : Rd → [0, 1],满足: |x| ≤ k时 ξk = 1, |x| ≥ k+ 1时

ξk = 0, |∇ξk| ≤ 2. 不妨设 ξk ∈ Z . 对 s, t ∈ IZ ,用 µ̇t(ξk)的表达式,成立

|µt(ξk)− µs(ξk)| ≤ ak
.
= 2

∫ T
0

∫
k<|x|<k+1 |vt(x)| dµt(x) dt.由向量场 vt 满足的条件,知道

∑∞
k=1 ak <∞. 现在固定 s. 对

任意 ϵ > 0,由 µs 的胎紧性,当 k充分大时, µs(ξk) ≥ µs(B(0; k)) ≥ 1− ϵ
2 ;再取 k更大,使得 ak < ϵ/2. 于是,对任意

t ∈ [0, T], µt(Bk+1(O)) ≥ µt(ξk) ≥ µs(ξk)− ak ≥ 1− ϵ.

5. 最后证明 (♥). 取 ϕ ∈ C1
c(Rd × (0, T)),置 ϕϵ(x, t) = ηϵ(t)ϕ(x, t),其中 ηϵ ∈ C∞

c [−1, T+ 1), 0 ≤ ηϵ(t) ≤ 1,且

limϵ↓0 ηϵ(t) = χ(t1,t2)(t), ∀t ∈ [0, T],又在广义函数意义下, limϵ↓0 η′ϵ(t) = δt1 − δt2 . (这样的 ηϵ 可从区间的特征函数磨

光后得到.) 代入 (♦),有

0 =
∫ T
0

∫
Rd

(
∂t(ηϵϕ)+〈∇x(ηϵϕ), vt〉

)
dµt(x) dt =

∫ T
0 ηϵ(t)

∫
Rd

(
∂tϕ+〈∇xϕ, vt〉

)
dµt(x) dt+

∫ T
0 η

′
ϵ(t)

∫
Rd ϕ(x, t) dµ̃t(x) dt.

注意到
∫
Rd ϕ(x, t) dµ̃t(x)关于 t的连续性,让 ϵ→ 0,就得到∫ t2

t1

∫
Rd

(
∂tϕ+ 〈∇xϕ, vt〉

)
dµt(x) dt =

∫
Rd ϕ(x, t2) dµ̃t2(x)−

∫
Rd ϕ(x, t1) dµ̃t1(x).证毕!
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常微分方程

Theorem
设 vt 是 Borel向量场, ∀B ⊂ Rd 是紧集,有

∫ T
0

(
supB |vt|+ LipB|vt|

)
dt <∞,则 ∀x ∈ Rd, s ∈ [0, T], Cauchy问题

d
dt
Xt(x, s) = vt(Xt(x, s)), Xs(x, s) = x 有唯一的定义在区间 I(x, s)上的极大解,而 I(x, s) ⊂ [0, T]是相对开集, s是

其内点.
此外,若 t 7→ |Xt(x, s)|在 I(x, s)的内部有界,则 I(x, s) = [0, T]. 最后,若 vt 满足如下整体有界性:
S =

∫ T
0

(
supRd |vt|+ LipRd |vt|

)
dt <∞,则映射 X满足不等式∫ T

0
sup
x∈Rd

|∂tXt(x, s)| ds ≤ S, sup
s,t∈[0,T]

LipRdXt(·, s) ≤ eS.

证明: 略.
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具正则向量场时连续方程测度解的存在性
Lemma
设 Borel向量场 vt 满足 (∗∗):

∫ T
0

(
supRd |vt|+ LipRd |vt|

)
dt <∞, Xt 是如下 Cauchy问题的

解: ddtXt(x) = vt(Xt(x)), X0(x) = x. 那么, t 7→ µt
.
= (Xt)♯µ0是连续方程 ∂tµt +∇(vtµt) = 0在 [0, T]上的一个连续的测

度解.

连续性: 由常微分方程的结论, Xt(x)存在且 (绝对)连续. 对任意连续有界函数 ζ : Rd → R,
lims→t

∫
Rd ζ(y) dµs(y) = lims→t

∫
Rd ζ(Xs(x)) dµ0(x) =

∫
Rd ζ(Xt(x)) dµ0(x). 这里最后一个等号用了控制收敛定理. 这就证明了 {µt}是窄连续的.

由
∫ T
0 supx∈Rd |vt(x)| dt < ∞,容易看出成立

∫ T
0 |vt(x)| dµt(x) dt < ∞.在关于 vt 更弱条件下如何验证此要求是一个问题!

µt 是解. 对任意 ϕ ∈ C∞
c (Rd × (0, T)), x ∈ Rd ,映射 t 7→ Φt(x)

.
= ϕ(Xt(x), t)在 [0, T]上绝对连续:

Φ̇t(x) = ∂tϕ(Xt(x), t) + 〈∇ϕ(Xt(x), t), vt(Xt(x))〉
.
= Λ(·, t) ◦ Xt(x). 这里 Λ(x, t) = ∂tϕ(x, t) + 〈∇xϕ(x, t), vt(x)〉. 为了后面用 Fubini定理,这里计算∫ T

0
∫
Rd |Φ̇t(x)| dµ0(x) dt =

∫ T
0
∫
Rd |Λ(Xt(x), t)| dµ0(x) dt =

∫ T
0
∫
Rd |Λ(x, t)| dµt(x) dt ≤ Lip(ϕ)

(
T +

∫ T
0
∫
Rd |vt(x)| dµt(x) dt

)
< ∞.

注意到 ϕ(x, 0) = ϕ(x, T) = 0,于是 0 =
∫
Rd ϕ(x, T) dµT(x) −

∫
Rd ϕ(x, 0) dµ0(x) =

∫
Rd

(
ϕ(XT(x), T) − ϕ(x, 0)

)
dµ0(x) =

∫
Rd

∫ T
0 Φ̇t(x) dt dµ0(x) =∫ T

0
∫
Rd Λ(·, t) ◦ Xt(x) dµ0(x) dt =

∫ T
0
∫
Rd Λ(x, t) dµt(x) dt. 代入 Λ(x, t)的表达式,就得到

∫ T
0
∫
Rd

(
∂tϕ(x, t) + 〈∇xϕ(x, t), vt(x)〉

)
dµt(x) dt = 0.由 ϕ的

任意性,得知 µt 是测度解.

注意: 如果已假设测度解 µt 存在,条件 (∗∗)中 Rd 可换作 Rd 中任意的紧集. 此时解的表示 µt = (Xt)♯µ0 仍成立,其中 t ∈ [0, t̄]. 此时需假设从 x出发的特征线的存在
时间 τ(x)有正下界 t̄.
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一阶线性输运方程的倒向初值问题
Lemma
设 ψ ∈ C1

b(Rd × [0, T]), ϕT ∈ C1
b(Rd),向量场 vt(x)满足 S =

∫ T
0

(
supRd |vt|+ LipRd(vt)

)
dt <∞.那么 Cauchy问题∂tϕ+ 〈vt,∇xϕ〉 = ψ, (x, t) ∈ Rd × [0, T],

ϕ(x, T) = ϕT(x), x ∈ Rd.

存在解 ϕ(x, t) = ϕT(XT(x, t))−
∫ T

t
ψ(Xs(x, t), s) ds, 这里 Xt(x, s)是如下常微分方程 Cauchy问题的极大解:

d
dtXt(x, s) = vt(Xt(x, s)), Xs(x, s) = x.

首先验证等式 Xs(Xt(x, 0), t) = Xs(x, 0). 除了几何意义,也可计算验证: s = 0时左右两边都是 x;两端对 s求导,都满足同样的方程.
从 ϕ(x, t)表达式知道它的偏导数几乎处处存在. 为了避免直接求导验证的麻烦,将 x换做 Xt(x, 0),得到
ϕ(Xt(x, 0), t) = ϕT(XT(Xt(x, 0), t)︸ ︷︷ ︸

=XT(x,0)

) −
∫ T
t ψ(Xs(Xt(x, 0), t)︸ ︷︷ ︸

=Xs(x,0)

, s) ds. 两边对 t求导,就得到
(
∂tϕ + 〈vt,∇ϕ〉

)
(Xt(x, 0), t) = ψ(Xt(x, 0), t). 由 Xt(x, 0)的任

意性,就得到上述定义的 ϕ满足输运方程.
显然, ϕ(x, T) = ϕT(x),终值条件成立. (该输运方程终值问题是连续方程初值问题的分布积分意义下的对偶问题.)
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连续方程测度解的比较原理及唯一性
Lemma
设 {σt}0≤t≤T 是一族窄连续的 Rd 上的符号测度,满足 ∂tσt +∇ · (vtσt) = 0,其中向量场 vt 满足:∫ T
0

∫
Rd |vt(x)| d|σt(x)| dt <∞,且对任意紧集 B ⊂ Rd,有

∫ T
0

(
|σt(B)|+ supB |vt|+ LipB(vt)

)
dt <∞. 那么如果 σ0 ≤ 0,

就有 σt ≤ 0, ∀t ∈ [0, T].

向量场的截断和延拓磨光. 对任意充分大的 R > 0,定义向量场 wt 如下: 在 B2R(O) × (0, T)上 wt = vt ,在 t /∈ (0, T)时 wt ≡ 0,且
supRd |wt| + LipRd (wt) ≤ supB2R(O)

|vt| + LipB2R(O)(vt), ∀t ∈ [0, T]. 再将 wt 关于 x和 t作标准磨光,得到光滑向量场 wϵ
t ,它满足

S = supϵ∈(0,1)
∫ T
0

(
supRd |wϵ

t | + LipRd (w
ϵ
t )

)
dt < ∞.

取定 ψ ∈ C∞
c (Rd × (0, T)),满足 0 ≤ ψ ≤ 1. 求解如下问题: ∂tϕϵ + 〈wϵ

t ,∇xϕ
ϵ〉 = ψ,Rd × [0, T];ϕϵ(x, T) = 0. 我们知道它有非正的光滑解

ϕϵ(x, t) = −
∫ T
t ψ(Xϵs (x, 0), s) ds,其中 Xϵs (x)满足条件: Xϵs (x, s) = x, d

dt X
ϵ
t (x, s) = wϵ

t (X
ϵ
t (x, s)). 根据前面常微分方程理论,

sups,t∈[0,T] LipRd (X
ϵ
t (·, s)) ≤ eS.

由于 ψ ∈ [0, 1],直接可得−T ≤ ϕϵ(x, t) ≤ 0. 此外, |∇ϕϵ| ≤
∫ T
t |∇ψ||∂xXϵs (x, 0)| ds ≤ ‖∇ψ‖L∞ eST. 也就是说, |∇ϕϵ| ≤ C与 ϵ, t, x无关.

取函数 χ ∈ C∞
c (Rd),对前述截断 vt 的 R,使得 χR(x) = χ( x

R )具有如下性质: 0 ≤ χR ≤ 1, |∇χR| ≤ 2/R,在 BR(O)上 χR ≡ 1,在 B2R(O)外 χR ≡ 0. 所
以,在 suppχR × (0, T)上 vt = wt . 现在连续方程测度解的定义中 (第 8页 (♥)),取测试函数为 χRϕ

ϵ . (对偶方法的关键!),注意到 ϕϵ|t=T = 0,以及符号测度
σ0 ≤ 0,函数 ϕϵ ≤ 0,于是 (蓝色项用到了 ϕϵ 满足的方程)
0 ≥ −

∫
Rd ϕ

ϵχR dσ0 =
∫ T
0
∫
Rd

(
χR∂tϕ

ϵ + 〈vt, χR∇ϕϵ + ϕϵ∇χR〉
)
dσt dt =

∫ T
0
∫
Rd

(
χR

(
ψ − 〈wϵ

t ,∇ϕ
ϵ〉

)
+ χR〈vt,∇ϕϵ〉 + ϕϵ〈∇χR〉

)
dσt dt.
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于是,我们得到

0 ≥
∫ T

0

∫
Rd
χR

(
ψ + 〈vt − wϵt ,∇ϕϵ〉

)
dσt dt+

∫ T

0

∫
Rd
ϕϵ〈∇χR, vt〉 dσt dt

≥
∫ T

0

∫
Rd
χR

(
ψ + 〈vt − wϵt ,∇ϕϵ〉

)
dσt dt− T

∫ T

0

∫
Rd

|∇χR||vt| d|σt| dt

利用 |∇ϕϵ|的一致有界性,以及 suppχR × (0, T)上 wt = vt,当 ϵ→ 0时,可得∣∣∣∫ T
0

∫
Rd χR〈vt − wϵt ,∇ϕϵ〉 dσt dt

∣∣∣ ≤ C
∫ T
0

∫
suppχR

|vt − vϵt | d|σt| dt → 0 (控制收敛定理). 于是从上式我们得到∫ T
0

∫
Rd χRψ dσt dt ≤ T

∫ T
0

∫
Rd |∇χR||vt| d|σt| dt ≤ 2T

R

∫ T
0

∫
R<|x|<2R |vt| d|σt| dt ≤ 2T

R

∫ T
0

∫
Rd |vt| d|σt| dt < C′/R. 这里用到

了定理中关于 |vt|的可积条件. (我们发现此条件可减弱.) 让 R → ∞,就得到
∫ T
0

∫
Rd χRψ dσt dt ≤ 0,于是由 ψ的任意

性,必有 σt ≤ 0. (注意 σt 窄连续,所以对 t ∈ [0, T]点点成立.) 证毕!

推论: 在引理关于 vt 的假设下,连续方程测度解的唯一性.
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连续方程测度解的表示

Lemma
设 {µt}t∈[0,T] 窄连续,是连续方程 ∂tµt +∇ · (vtµt) = 0的测度解,其中 Borel向量场 vt 满足条件: 对任意的紧集
B ⊂ Rd,

∫ T
0

(
supB |vt|+ LipB|vt|

)
dt <∞,以及可积条件

∫ T
0 |vt(x)| dµt(x) dt <∞.结论: 对 µ0-a.e.x ∈ Rd,特征方程

d
dtXt(x) = vt(Xt(x)), X0(x) = x在 [0, T]上存在整体解 Xt(x),且 µt = (Xt)♯µ0, ∀t ∈ [0, T].

记 Es = {x ∈ Rd : τ(x) > s} (τ(x)是从 x出发的特征曲线的存在时间). 由前面测度解的存在性的引理,可知

t 7→ (Xt)♯(χEsµ0)是连续方程在 [0, s]上的解. 由比较原理, (Xt)♯(χEsµ0) ≤ µt, ∀0 ≤ t ≤ s.

将上述不等式用于 s = t的情形,计算
∫
Rd supt∈[0,τ(x)] |Xt(x)− x| dµ0(x) ≤

∫
Rd

∫ τ(x)
0 |Ẋt(x)| dt dµ0(x) =∫

Rd

∫ τ(x)
0 |vt(Xt(x))| dt dµ0(x) =

∫
Rd

∫ T
0 χ{τ(x)>t}|vt(Xt(x))| dt dµ0(x) =

∫ T
0

∫
Et
|vt(Xt(x))| dµ0(x) dt =∫ T

0

∫
Rd |vt(Xt(x))| d(χEtµ0(x)) dt =

∫ T
0

∫
Rd |vt(x)| d(Xt)♯(χEtµ0(x)) dt ≤

∫ T
0

∫
Rd |vt(x)| dµt dt <∞.这表明对 µ0-a.e.

x, Xt(x)在 [0, τ(x)]上有界,从而根据常微分方程解的延拓, τ(x) = T. 证毕!
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特征曲线上的概率测度与连续方程的测度解
绝对连续曲线: 设 (X, d)是完备度量空间,称曲线 γ : [a, b] → X属于 ACp(a, b;X),其中 p ∈ [1,∞),如果存在函数

m ∈ Lp(a, b),使得 d(γ(s), γ(t)) ≤
∫ t
s m(τ) dτ, ∀a < s ≤ t < b. p = 1时这样的 γ 叫做绝对连续曲线.

Theorem (主定理)
对 Rd × [0, T]上的连续方程 ∂tµt +∇ · (vtµt) = 0,设 Borel速度场 v(x, t) = vt(x)满足条件: 存在 p > 1使得∫ T
0

∫
Rd |vt(x)|p dµt(x) dt <∞. 又设 µt : [0, T] → P(Rd)是窄连续的测度解,则存在 Rd × ΓT 上的概率测度 η, (这里

ΓT = C([0, T] → Rd)),使得

i) η集中在具有如下性质的点 (x, γ)构成的集合上: γ ∈ ACp(0, T;Rd)是如下常微分方程 Cauchy问题的解:
γ̇(t) = vt(γ(t)),L1 − a.e., t ∈ [0, T]; γ(0) = x;

ii)对 t ∈ [0, T],作赋值映射 et : (x, γ) ∈ Rd × ΓT 7→ γ(t) ∈ Rd,则 µt = µηt
.
= (et)♯(η),且成立等式:∫

Rd
φ dµηt =

∫
Rd×ΓT

φ(γ(t)) dη(x, γ), ∀φ ∈ C0
b(Rd), t ∈ [0, T]. (♯)

反之,设 η满足上述 i),且
∫ T
0

∫
Rd×ΓT

|vt(γ(t))| dη(x, γ) dt <∞ (♭),则由 (♯)定义的 µηt 就是连续方程的测度解,且
µ0 = (γ(0))♯η.
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测度 η的直观理解: 将一条曲线 γ 等同于一个粒子,则 η(γ)就是粒子 γ 的质量. (粒子不是数学概念,于是数学

上将粒子用它的运动轨道–曲线–来表示). 若 A是曲线的集合,则 η(A)是轨迹在 A中的粒子的质量. 输运方程表

示初始质量分布 µ0 依照速度场 vt 运动. 这里涉及 Lagrange坐标与 Euler坐标的观点.

该定理的意义: 当向量场 vt 正则性低,不能保证特征线的唯一性时,该定理仍提供了对连续方程的一种认识. 缺

点: 没有说明如何构造曲线空间上测度 η. 需要其他方法 (Kolmogrov扩张定理,或紧性方法等.)

(♯)式的验证: 用推进映射定义测度的积分换元公式,若 µηt = (et)♯(η),则∫
Rd φ(y) dµηt (y) =

∫
Rd φ(y) d(et)♯(η)(y) =

∫
Rd×ΓT

φ((et)(x, γ)) dη(x, γ) =
∫
Rd×ΓT

φ(γ(t)) dη(x, γ). 这里
φ ∈ C0

b(Rd),即 Rd 上有界连续函数. ΓT = C([0, T] → Rd)是连续曲线的空间.

向量场 vt 光滑时 η的构造方法: 此时 vt 确定了 t = 0时过 x点的特征线 Xt(x),它诱导了 Rd 上微分同胚族

x 7→ Xt(x)以及曲线 (流)t 7→ Xt(x). 做映射 Ψ : x ∈ Rd 7→ (x,X·(x)) ∈ Rd × ΓT (注意这里 ·的位置代表曲线的自
变量). 设连续方程解的初值为 µ0 ∈ P(Rd),则 η

.
= Ψ♯(µ0) ∈ P(Rd × ΓT). 由于流 X·(x)的特殊性,可见 η的支

集具有上述定理中 i)的性质.

此时,由换元公式以及 η支集的性质,可知∫
Rd×ΓT

φ(γ(t)) dη(x, γ) =
∫
Rd×ΓT

φ(et(Ψ(x))) d(Ψ)♯µ0 =
∫
Rd φ(Xt(x)) dµ0(x).

联合 (♯),就得到
∫
Rd φ(Xt(x)) dµ0(x) =

∫
Rd φ(x) dµt(x). 于是 µt = (Xt(·))♯µ0.
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主定理的证明: 如何由 η决定测度解 µη
t

设 η满足 i),即 F = {(t, x, γ) : γ̇(t)不存在或者 γ̇(t) 6= vt(γ(t))}是 L1 × η-零测集. 换句话说,随便取一条曲线

γ,在 η-a.e. 和 L1-a.e.意义下,都成立 γ̇(t) = vt(γ(t)).

断言: t 7→ µηt = (et)♯η窄连续. 事实上,对任意 φ ∈ C0
b(Rd),设 tn → t,则 limtn→t

∫
Rd φ(x) dµηtn(x) =

limtn→t
∫
Rd×ΓT

φ(γ(tn)) dµ(x, γ) −−−−−−−−−−−−→
注意 η测度下 γ(t)连续

=
∫
Rd×ΓT

φ(γ(t)) dµ(x, γ) =
∫
Rd φ(x) dµηt (x)

断言: t 7→
∫
ξ dµηt 绝对连续,其中 ξ ∈ C1(Rd)有界且其梯度也有界. 事实上,设 s < t, s, t ∈ [0, T],则∣∣∫ ξ dµηs −

∫
ξ dµηt

∣∣ = ∣∣∣∫Rd×ΓT

(
ξ(γ(s))− ξ(γ(t))

)
dη(x, γ)

∣∣∣ ≤ ∫ t
s

∫
Rd×ΓT

|〈∇ξ(γ(τ)), ˙γ(τ)〉| dη dτ ≤
|∇ξ|L∞

∫ t
s

∫
Rd×ΓT

|vτ (γ(τ))| dη dτ . 由条件 (♭),就得到所需的绝对连续性.

于是,对 L1-a.e. t ∈ [0, T],有
d
dt

∫
Rd ξ dµηt = d

dt

∫
Rd×ΓT

ξ(γ(t)) dη =
∫
Rd×ΓT

〈∇ξ(γ(t)), vt(γ(t))︸ ︷︷ ︸
=γ̇(t)

〉 dη =
∫
Rd〈∇ξ, vt〉 dµηt . (注意. (♯)对更广泛的 φ

也成立,只需它可积). 该点态极限所得的式子也是分布意义下成立的. 这就是连续方程测度解的定义. 由 η得到

测度解部分证毕!
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主定理的证明: 由测度解 µt构造 η

证明思路: 磨光向量场,得到光滑化的特征线诱导的 Lagrange坐标,诱导出近似的测度 ηϵ,证明其胎紧性;证明 ηϵ 窄

收敛极限的支集性质. 为此还需要两个引理.

Lemma (1)
设 p ≥ 1, µ ∈ P(Rd), E是 Rd 上 Rm-值的测度,全变差有界,且关于 µ绝对连续,记 E

µ
为其 Radon-Nikodym导数. 那么

对任意磨光核 ρ,都成立 ∫
Rd

∣∣∣∣E ∗ ρ
µ ∗ ρ

∣∣∣∣p µ ∗ ρ dx ≤
∫
Rd

∣∣∣∣Eµ
∣∣∣∣p dµ.

Jensen不等式: 设 Φ : Rm+1 → [0,+∞]是凸的、下半连续、正齐次一次的函数,那么

Φ

(∫
Rd
ψ(x) dθ(x)

)
≤

∫
Rd

Φ(ψ(x)) dθ(x) ,其中 ψ : Rd → Rm+1 是任意的 Borel映射, θ是 Rd 上的正有限测度.

(注意: 利用 Φ的正齐次一次性,两边同除以 θ(Rd)就是标准的关于概率测度的 Jensen不等式.)
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现取定 x ∈ Rd,置 ψ = ( E
µ
, 1), θ = ρ(x− ·)µ, Φ(z, t) =


|z|p
tp−1 , t > 0,

0, (z, t) = (0, 0),

+∞, t < 0或 t = 0, z 6= 0.

容易验证它是正齐次一

次,凸的. (习题.)

E ∗ ρ(x) .=
∫
ρ(x− y) dE(y) =

∫ E
µ
(y)ρ(x− y) dµ(y) =

∫ E
µ
(y) dθ(y),这里 dθ(y) = ρ(x− y) dµ(y).

对固定的 x,
∣∣∣ E∗ρ(x)µ∗ρ(x)

∣∣∣p µ ∗ ρ(x) = Φ


∫ E
µ
(y)ρ(x− y) dµ(y)︸ ︷︷ ︸

=E∗ρ

,

∫
ρ(x− y) dµ(y)︸ ︷︷ ︸

=µ∗ρ

 = Φ
(∫

Rd

(
E
µ
(y), 1

)
dθ(y)

)
≤

∫
Rd Φ

(
E
µ
(y), 1

)
dθ(y) =

∫
Rd

∣∣∣ Eµ (y)∣∣∣p ρ(x− y) dµ(y).

将上式两端关于 x ∈ Rd 积分,得到∫
Rd

∣∣∣ E∗ρ(x)µ∗ρ(x)

∣∣∣p µ ∗ ρ(x) dx ≤
∫
Rd

∫
Rd

∣∣∣ Eµ (y)∣∣∣p ρ(x− y) dµ(y) dx ≤
∫
Rd

∣∣∣ Eµ (y)∣∣∣p dµ(y). 最后用了 Fubini定理,以及磨光

核
∫
ρ(x− y) dx = 1的性质. 证毕!
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连续方程的光滑近似
Lemma (2)
设 p ≥ 1, µt 是连续方程 ∂tµt +∇ · (vtµt) = 0的关于 t窄连续的测度解,其中向量场 vt 满足 p-可积条件:∫ T
0

∫
Rd |vt(x)|p dµt(x) dt <∞. 设 ρϵ 是正的磨光算子 (例如 ρϵ(x) = (2πϵ)−d/2 exp

(
− |x|2

2ϵ

)
.) 置

µϵt = µt ∗ ρϵ,Eϵt = (vtµt) ∗ ρϵ, vϵt =
Eϵ
t
µϵ

t
. 则 µϵt 是连续方程 ∂tµϵt +∇ · (vϵt µϵt )的光滑解,且满足局部正则性条件∫ T

0

(
sup
B

|vϵt |+ LipB(v
ϵ
t )

)
dt >∞, ∀B ⊂⊂ Rd, (∗)

以及一致的可积性估计: ∫
Rd

|vϵt |p dµϵt ≤
∫
Rd

|vt(x)|p dµt(x), ∀t ∈ [0, T].

此外, ϵ→ 0时 Eϵt 窄收敛到 vtµt,且 ∀t ∈ [0, T], limϵ→0 ‖vϵt ‖Lp(µϵ
t ;Rd) = ‖vt‖Lp(µt;Rd) .

对固定的 ϵ > 0,注意 Eϵt =
∫
Rd ρϵ(x− y)vt(y) dµt(y), µϵt =

∫
Rd ρϵ(x− y) dµt(y),容易看出 µϵt 和 Eϵt 是光滑函数,

且 |Eϵt (x)| ≤ C(ρε) ‖vt‖L1(µt)
和 |∇xEϵt | < C(ρε) ‖vt‖L1(µt)

,以及 |µϵt | < C(ρε)和 |∇xµϵt | < C(ρε).(常数 C(ρε)只
是函数 ρε 及其导数的最大模.)
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由 µt 的窄连续性, µϵt =
∫
Rd ρϵ(x− y) dµt(y)关于 t连续. 此外,由上面的估计,它关于 x等度连续 (常数 C(ρϵ)与

t无关),用三角不等式,不难验证 µϵt (x)是 Rd × [0, T]上的连续函数.

由于 ρϵ > 0,我们又假设 µt 是概率测度,从而不恒为零,必有 µϵt (x) > 0, ∀x ∈ Rd, t ∈ [0, T]. 于是,由连续函数的

性质,对任意的紧集 B ⊂ Rd,成立mint∈[0,T],x∈B µ
ϵ
t (x) > 0. 由此可知 vϵt 有定义,且是光滑的.

注意到由 Hölder不等式, ‖vt‖L1(µt)
关于 t在 [0, T]上可积,就得到局部正则性条件 (∗).

为证一致可积性,用引理 1: (注意,当把 µϵ
t 看作测度时,它关于 Lebesgue测度的 Radon-Nikodym导数就是上面的函数 µϵ

t ,故这里

dµϵ
t (x)

.
= µϵ

t (x) dx)
∫
Rd |vϵt |p dµϵt =

∫
Rd

∣∣∣ (vtµt)∗ρϵ
µt∗ϵ

∣∣∣p µt ∗ ρϵ dx ≤
∫
Rd

∣∣∣ vtµt
µt

∣∣∣p dµt =
∫
Rd |vt|p dµt.

由于∇(vϵt µϵt ) = ∇x[(vtµt) ∗ ρϵ] = [∇x(vtµt)] ∗ ρϵ (含参变量求导),故对连续方程 ∂tµt +∇x(vtµt) = 0两端关于 x
磨光,就得到 µϵt 满足的连续方程.

ϵ→ 0时 Eϵt 窄收敛到 Et = vtµt: 任取连续有界函数 ϕ ∈ C0
b(Rd),

∫
Rd ϕ(x) dEϵt =∫

Rd

∫
Rd ϕ(x)ρϵ(x− y)vt(y) dµt(y) dx =

∫
Rd (ϕ(x)ρϵ(y− x) dx) vt(y) dµt(y) =

∫
Rd ϕ ∗ ρϵ(y)vt(y) dµt(y). 这里利用了

磨光核的性质:ρϵ(x− y) = ρϵ(y− x). 注意到 ϕ ∗ ρϵ 当 ϵ→ 0时一致收敛到 ϕ,就得到

limϵ→0
∫
Rd ϕ(x) dEϵt =

∫
Rd ϕ(x)vt(x) dµt(x),即 Eϵt → Et.

limϵ→0 ‖vϵt ‖Lp(µϵ
t ;Rd) = ‖vt‖Lp(µt;Rd) 用泛函 (E, µ) 7→

∫ ∣∣∣ Eµ ∣∣∣p dµ的下半连续性. 参见定理 2.34和例 2.36, [Ambrosio,
Luigi; Fusco, Nicola; Pallara, Diego: Functions of bounded variation and free discontinuity problems. Oxford Mathematical Monographs. The Clarendon Press, Oxford
University Press, New York, 2000.]
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近似测度 ηϵ的构造及其胎紧性

对主定理中给定的向量场 vt 和测度解 µt 按引理 2作磨光,得到 ∂tµϵt +∇ · (vϵt µϵt ) = 0. 对应的特征线是 Xϵt (x),
从而有测度解的表示定理,必有 µϵt = (Xϵt )♯(µϵ0). 将 Xϵ· 看作映射 Rd → ΓT : x 7→ X·(x),定义
ηϵ

.
= (i× Xϵ· )♯µ

ϵ
0 ∈ P(Rd × ΓT). 这里 i是 Rd 上的恒等映射.

断言:{ηϵ}胎紧. 后面将证明: {ηϵ}的任一极限 η满足主定理中的性质 i)和 ii).

定理: 设 X,X1, · · · ,XN 是可分度量空间, ri : X → Xi 是连续映射,且 r = r1 × · · · × rN : X → X1 × · · · × XN 是完

备 (proper)映射. 又设 K ⊂ P(X)满足 Ki = (ri)♯(K)在 P(Xi)中胎紧, i = 1, · · · ,N,则 K在 P(X)中胎紧.

a) 作 Rd × ΓT 上投影 r1 : (x, γ) 7→ γ; r2 : (x, γ) 7→ γ − x,先证明: r : r1 × r2 是 Rd × ΓT 上的完备映射. 1)连续

性,显然. (ΓT 给一致收敛拓扑.) 2)紧映射: (x, γ′)的原像就是 (x, x+ γ′),从而单点集的原像是紧集. 3)闭映射:

设 (xn, γn) → (x, γ),显然 r(xn, γn) → (x, γ − x) = r(x, γ).
b) r1♯ηϵ = [r1 ◦ (i× Xϵ· )]♯µϵ0 = i♯µϵ0 = µϵ0 = µ0 ∗ ρϵ → µ0(ϵ→ 0),故 {r1♯ηϵ}胎紧.

c)定理: 若存在函数 φ : X → R,它的下水平集 {x ∈ X : φ(x) ≤ c}对任意 c ∈ R是 X的紧子集,且

supµ∈K
∫
X φ(x) dµ(x) <∞,则 K ⊂ P(X)是胎紧的.
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c)记 βϵ = r2♯ηϵ = (r2 ◦ (i× Xϵ· ))♯µϵ0 = (Xϵ· (x)− x)♯µϵ0.

作泛函 φ : γ ∈ ΓT 7→


∫ T
0 |γ̇(t)|p dt,

∞, 若 γ /∈ ACp([0, T];Rd) 或者 γ0 6= 0.
对任意 c ∈ R,下水平集

D = {γ : φ(γ) ≤ c}在 ΓT 中紧. 事实上,由于 p > 1,对任意 0 ≤ s < t ≤ T,可知
∀γ ∈ D, |γ(s)− γ(t)| ≤

∫ t
s |γ̇(τ)| dτ ≤ (t− s)1−

1
p c

1
p ,于是 γ(·)等度连续. 又 γ(0) = 0,从而它们一致有界.

Ascoli-Arzela引理表明 D ⊂ ΓT 紧.

为证明 {βϵ}胎紧,只需再证明 supϵ>0
∫
ΓT
φ(γ) dβϵ(γ) <∞. 事实上,∫

ΓT

∫ T
0 |γ̇(t)|p dt dβϵ(γ) −−−−−−−−→

γ(t)=Xϵ
t (x)−x

=
∫
Rd

∫ T
0 |Ẋϵt (x)|p dt dµϵ0(x) =

∫
Rd

∫ T
0 |vϵt (Xϵt (x))|p dt dµϵ0(x) =∫ T

0

∫
Rd |vϵt (Xϵt (x))|p dµϵ0(x) dt ≤

∫ T
0

∫
Rd |vϵt (y)|p dµϵt (y) dt ≤

∫ T
0

∫
Rd |vt(y)|p dµt(y) dt <∞. 最后两个不等号用到了

引理 2中的一致可积性估计.

性质 ii). 设 η是子列 {ηϵj}窄收敛的一个极限,则对任意的 φ ∈ C0
b(Rd),成立

∫
Rd φ(x) dµ

ηϵj
t −−−−−−−−−→

µ
ηϵj
t
.
=(et)♯(ηϵj )

=∫
Rd×ΓT

φ(γ) dηϵj(x, γ) −−−−−−−−→
ηϵ .=(i×Xϵ

· )♯µ
ϵ
0

=
∫
Rd φ(X

ϵj
t (x)) dµ

ϵj
0 (x) =

∫
Rd φ(y) dµ

ϵj
t
窄收敛−−−→
ϵj→0

∫
Rd φ(y) dµt.另一方面,

µ
ηϵj
t

.
= (et)♯(ηϵj)窄收敛到 (et)♯(η)

.
= µηt . 这就证明了 µt = µηt .

袁海荣 连续方程与曲线空间上的概率测度 2021年 8月 7日 24 / 27



测度解 特征曲线空间上的概率测度 参考文献

性质 i): η的支集
设 wt(x) = w(x, t)是一致连续的有界函数,满足性质 |wt(x+ z)− wt(x)| = ω(z),其中 ω(z)是 z → 0时的无穷小

量. 断言: 对任意的 t ∈ [0, T],成立不等式∫
Rd×ΓT

∣∣∣∣γ(t)− x−
∫ t

0
wτ (γ(τ)) dτ

∣∣∣∣p dη(x, γ) ≤ (2T)p−1
∫ T

0

∫
Rd

|vτ − wτ |p dµτ dτ. (‡)

假设断言成立. 记 µ为 Rb × [0, T]上的测度, dµ = dµtdt. 主定理条件表明: v ∈ Lp(µ;Rd). 现取

wn ∈ C0
c(Rd × [0, T]),使得在 Lp(µ;Rd)中 wn → v (n → ∞). 注意到 µt = µηt = (et)♯η,于是∫

Rd×[0,T]

∫ T
0 |wn

τ (γ(τ))− vτ (γ(τ))|p dτ dη =
∫ T
0

∫
Rd |wn

τ − vτ |p dµτ dτ → 0 (n → ∞).用三角不等式,将 (‡)中 w
换作 wn,可得

∫
Rd×ΓT

∣∣γ(t)− x−
∫ t
0 vτ (γ(τ)) dτ

∣∣p dη(x, γ) ≤ Cp,T
∫ T
0

∫
Rd |vτ − wn

τ |p dµτ dτ → 0,于是对任意的

t ∈ [0, T],对 η-a.e. (x, γ) ∈ Rd × [0, T],有 γ(t) = x+
∫ t
0 vτ (γ(τ)) dτ .

于是,对 t ∈ [0, T] ∩ Q,存在 η-零测集N ⊂ R× ΓT,对任意的 (x, γ) /∈ N ,就有 γ(t) = x+
∫ t
0 vτ (γ(τ)) dτ . 由 γ

的连续性 (注意 ΓT 是连续曲线的集合),对任意 t ∈ [0, T],都有 γ(t) = x+
∫ t
0 vτ (γ(τ)) dτ . 特别的,

γ(0) = x, γ̇(t) = vt(γ(τ)). 此外,
∫
Rd×[0,T]

∫ T
0 |vτ (γ(τ))|p dτ dη =

∫ T
0

∫
Rd |vτ |p dµτ dτ <∞,故 η-a.e. 有

vτ (γ(τ)) ∈ Lp[0, T],所以 γ ∈ ACp[0, T]. 性质 1)得证.
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断言的证明
设 wt(x) = w(x, t)是一致连续的有界函数,满足性质 |wt(x + z) − wt(x)| = ω(z),其中 ω(z)是 z → 0时的无穷小量. 断言: 对任意的 t ∈ [0, T],成立不等式∫

Rd×ΓT

∣∣∣∣γ(t) − x −
∫ t

0
wτ (γ(τ)) dτ

∣∣∣∣p dη(x, γ) ≤ (2T)p−1
∫ T

0

∫
Rd

|vτ − wτ |p dµτ dτ.

证明: 由于 ηϵ .
= (i × Xϵ· )♯µ

ϵ
0 ,故

∫
Rd×ΓT

∣∣γ(t) − x −
∫ t
0 wτ (γ(τ)) dτ

∣∣p dηϵ(x, γ) =
∫
Rd

∣∣Xϵt (x) − x −
∫ t
0 wτ (Xϵτ (x)) dτ

∣∣p dµϵ
0 (x) =∫

Rd
∣∣∫ t
0(v

ϵ
τ − wτ )(Xϵτ (x)) dτ

∣∣p dµϵ
0 (x) ≤ tp−1 ∫

Rd
∫ t
0 |v

ϵ
τ − wτ )(Xϵτ (x)|p dτ dµϵ

0 = Tp−1 ∫ T
0
∫
Rd |vϵτ − wτ )(y)|p dµϵ

t (y) dτ ≤
(2T)p−1 ∫ T

0
∫
Rd |vϵτ − wϵ

τ |p dµϵ
τ dτ + (2T)p−1 ∫ T

0
∫
Rd |wϵ

τ − wτ |p dµϵ
τ dτ = I + II. 这里 wϵ

τ = (wτµτ ) ∗ ρϵ/µϵ
τ .

根据引理 1,
∫
Rd |vϵτ − wϵ

τ |p dµϵ
τ =

∫
Rd

∣∣∣ [(vτ−wτ )µτ ]∗ρϵ
µτ∗ρϵ

∣∣∣p µτ ∗ ρϵ dx ≤
∫
Rd |vτ − wτ |p dµτ ,所以 I ≤ (2T)p−1 ∫ T

0
∫
Rd |vτ − wτ |p dµτ dτ .

估计 II. wϵ
τ (x) − wτ (x) = 1

µϵ
τ (x)

(
(wτ vτ ) ∗ ρϵ(x) − wτ (x)µτ ∗ ρϵ(x)

)
= 1

µϵ
τ (x)

∫
Rd

(
wτ (y) − wτ (x)

)
ρϵ(x − y) dµτ (y). 故用 Hölder不等式,

|wϵ
τ (x) − wτ (x)|p ≤ 1

µϵ
τ (x)

∫
Rd (ω

pρϵ)(x − y) dµτ (y). 于是
∫
Rd |wϵ

τ (x) − wτ (x)|p dµϵ
τ (x) ≤

∫
Rd

1
µϵ
τ (x)

∫
Rd (ω

pρϵ)(x − y) dµτ (y)µϵ
τ (x) dx =∫

Rd
∫
Rd (ω

pρϵ)(x − y) dx dµτ (y) =
∫
Rd

∫
Rd (ω

pρϵ)(z) dz dµτ (y) =
∫
Rd (ω

pρϵ)(z) dz,所以 II ≤ (2T)p−1T
∫
Rd ω(z)

pρϵ(z) dz → (2T)p−1Tω(0) = 0
(ϵ → 0时).

引理: 设 X上概率测度 µn 窄收敛到 µ, g : X → R是下有界的下连续函数,则 lim infn→∞
∫
X g(x) dµn(x) ≥

∫
X g(x) dµ(x). [1, (5.1.15), p. 109]下连续: 设

xn → x,则 g(x) ≤ lim inf g(xn).

由上述引理,注意对固定的 t ∈ [0, T], Rd × ΓT 上的被积函数连续且非负,
∫
Rd×ΓT

∣∣γ(t) − x −
∫ t
0 wτ (γ(τ)) dτ

∣∣p dη(x, γ) ≤

lim infϵ→0
∫
Rd×ΓT

∣∣γ(t) − x −
∫ t
0 wτ (γ(τ)) dτ

∣∣p dηϵ(x, γ) ≤ (2T)p−1 ∫ T
0
∫
Rd |vτ − wτ |p dµτ dτ.证毕!
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