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提出一个问题往往比解决一个更重要．因为解决问题也许仅是一个数学上或实验上的技能而已，而提出

新的问题，却需要有创造性的想象力，而且标志着科学的真正进步．

—Albert Einstein (1879年 3月 14日—1955年 4月 18日)

传记: https://www.britannica.com/biography/Albert-Einstein
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我发现做研究最好的方法是提出深刻、大胆和关键性的问题. 如果你能
提出好问题,那么就一定会做好研究,得出对学术界来说实用且有重大意
义的结论.

—姚期智: 2021年京都奖颁奖典礼的演讲
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课程目标

大学阶段数学专业不同课程有不同的特点、定位和培养要求

基础课: 数学分析、高等代数、解析几何、抽象代数、复变函数等—训练严密的
逻辑思维能力、学习重要的数学工具
偏微分方程课程
增长见识、开阔眼界: 提升对数学内部各学科以及应用学科 (物理、工程等)的认识，了解数
学的多样性和重要性，贴近应用和研究前沿
提升发现问题、提出问题的能力，从而培养创新能力和科研素养
学习偏微分方程学科的具体知识；提高运用数学工具的能力
复习先修课程内容,适当展望后续课程知识点,全面提升数学综合素养
要有意识地调整学习方式,从被动学习向主动学习、研究式学习转变；提升自学能力
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偏微分方程学科和课程的特点
从 “学习”向 “学问”转变: 以问题为中心学习 /研究

创新能力的关键: 发现问题, 提出正确的有意义的问题的能力

解决问题的关键: 找到简单的但不失去原有本质的问题 (学习/研究的水平: 是否善于把握问题的难易程度

——一般原则 +具体问题具体分析)

与应用问题的密切联系: 微分几何, 控制论, 概率和随机 (金融数学), 物理 (弹性力学, 流体力学, 量子力学, 电

动力学, 热力学与统计力学, 广义相对论等), 生物 (种群生态学, 传染病防控等), 图像处理 (医学), 科学计算

⋯⋯

纯数学问题的来源及其发展动力: 数学分析, 高等代数, 泛函分析, 实变函数, 常微分方程, 调和分析 (Fourier

分析), 拓扑学, 微分几何, 概率论, 复变函数⋯⋯

综合性强: 建模 (涉及各类应用学科的具体知识),理论 (涉及先修课程的大量知识和方法, 以及尚未学习的

一些课程的知识), 计算 (算法设计及程序实现) ⇒ 学习难度

大 ( 特别要围绕具体问题及时复习以前课程相关内容.尤其是数学分析多元微积分部分 )

科学研究前沿: 有大量没有解决或从未提出过的难易程度不同的科学问题 (听学术报告, 逐渐熟悉)
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本课程主要内容及学习要点

知识

建模 (了解应用背景, 熟悉典型的适定的定解问题的提法和解的基本性质)

理论 (熟练掌握求精确解和特解的方法—变量替换, 行波法, 自相似解, 分离变量法, 积分变换法; 掌握典

型基本问题的解的表达式及信息的提取; 熟练掌握作解的估计的基本方法—能量积分和极值原理)

计算 (了解构造近似解的方法—有限差分法, 算子分裂法, 有限元素法，分离变量法)

技能—熟练掌握利用数学分析、高等代数、常微分方程等工具，结合实际背景，建立偏微分方程模型并作理论分

析的思路和基本方法

思想—认识与纯数学和应用数学其他学科的密切联系；体会抽象与具体、理论与应用之间的关系；提高提出合

理问题、把握问题难易程度的能力

学习方式—建议: 带着问题, 认真听课, 记好笔记, 主动读书, 独立完成作业, 多与老师和同学交流
是什么? — 要做什么事? what?
为什么? — 为什么做这件事?它有何意义? Why?
怎么做? — 怎么做这件事? How?
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学习要求 记号和基本概念 例和习题 阅读任务和作业

教学安排
上课时间 (周二 9点 50分 – 11点 25分;周四上午 8点 – 9点 35分); 地点: 闵行校区四教 221.

教材: 郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版), 高等教育出版社, 2013.
参考书: [1] 季孝达, 薛兴恒, 陆英, 宋立功: 数学物理方程 (第二版), 科学出版社, 2009.
[2] Strauss, Walter A. Partial differential equations. An introduction. John Wiley & Sons, Inc., New York, 1992. (Second edition, 2008.)
[3] 谷超豪,李大潜等: 数学物理方程 (第三版). 高等教育出版社, 2012.
[4] 姜礼尚等: 数学物理方程讲义,高等教育出版社, 1996.

考核和成绩计算方式 (如遇学校或学院规定调整,将按新规定执行)

总评成绩 =期末考试 (闭卷) (50%) +平时成绩 (50%)

平时成绩 = 3次课堂测验 (闭卷)成绩 (60%) +作业成绩 (20%) +考勤 (10%) +课堂学术和思想表现 (10%)

测验时间: 以下上课时间 (第 5周 10月 6日对应的工作日,第 8周 10月 27日周四,第 12周 11月 24日周

四; 期末考试 (第 18周: 2023-01-06 8:00–10:00)

作业: 书写清晰规范,按时完成并上交. 第二周开始每周二下课后 11点 30分截止,提交上周布置的所有书

面作业. 逾期不收.

助教: 肖婷. 习题课和答疑:第二周开始,时间地点: 周三 15点—17点，统计楼 329)

微信群 (只用于讨论学习问题,发布学习资料,不得涉及考试成绩等其他问题)
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学习要求 记号和基本概念 例和习题 阅读任务和作业

常用的标准记号
几何: 欧氏空间 Rn (行向量x = (x1, · · · , xn)); 内积: x · y = 〈x, y〉 = xy!; 以下除非特别说明, 均给定标准的

直角坐标系 (即取标准基 {e1, . . . , en})
Ω ⊂ Rn: 区域 (非空的连通开集); Ω̄: 闭包; ∂Ω = Ω̄ \ Ω: 边界

BR(x̂)或 B(x̂,R): 以 x̂为中心, 半径为 R的 (开)球体; SR(x̂)或 S(x̂,R): 球面 ∂BR(x̂).

带时间变量的欧氏空间 Rn+1 = {(x, t) : x ∈ Rn, t ∈ R} (约定 x代表空间位置, t代表时间变量.)
算子: 设 u(x)是定义在 Ω上的函数

偏导算子 Di = ∂i =
∂
∂xi

: ∂iu = uxi = ∂u
∂xi
代表 u(x)关于第 i个变量 xi 的偏导数 (i = 1, . . . , n); (若 u = u(x, t),

对时间变量的偏导数总记作 ∂tu或 ut) (注: uxixj
.
= ∂2u

∂xi∂xj
; utt = ∂ttu = ∂2

∂t2 u)

梯度算子 D = (∂1, · · · , ∂n): Du(x) = (∂1u(x), · · · , ∂nu(x))是 u在 x点的梯度 (行)向量. (Du也记作 grad u或∇u)

散度算子 div: 设 F(x) = (F1(x), · · · ,Fn(x))是 Ω上的连续可微向量场, divF .
= ∇ · F = ∂F1

∂x1
+ · · ·+ ∂Fn

∂xn
Laplace算子∆u = divDu: 在欧氏空间直角坐标系下∆u =

∑n
k=1

∂2u
∂x2k

(注 1: 算子 D, div,∆都是由度量确定的几何对象, 坐

标系变换后其形式要对应改变, 是物理、黎曼几何中的基本研究对象. 注 2: 约定即使 u = u(x, t),∆u =
∑n

k=1
∂2

∂x2k
u(x1, · · · , xn, t))

旋度算子 curl或 rot或∇× (作用于向量场)
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学习要求 记号和基本概念 例和习题 阅读任务和作业

高阶偏导数与多重指标

α = (α1, · · · ,αn), 其中 αi ∈ N (非负整数); |α| .
= α1 + · · ·+ αn; α!

.
= α1! · · ·αn!

单项式 xα = xα1
1 · · · xαn

n ; ∂α = Dα =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

Dku(x) .
= {∂αu(x) : |α| = k} (全体 k阶偏导数); |Dku(x)| =

(∑
|α|=k |∂αu(x)|2

) 1
2

k = 1: Du(x) (梯度行向量)
k = 2: D2u(x) = (∂iju(x))1≤i,j≤n (Hessian矩阵)
u = u(x, t): 记 ∂α

x u = Dα
x u = ∂|α|

∂xα1
1 ···∂xαn

n
u(x, t)

设 u : Ω → Rm 是向量值函数, u = (u1, · · · , um), 记 Dku = {Dku1, · · · ,Dkum}

函数空间

C(Ω): 定义域是 Ω的全体实数值连续函数组成的线性空间

Ck(Ω)
.
= {u ∈ C(Ω) : Dαu ∈ C(Ω), ∀|α| ≤ k}

C∞(Ω)
.
= ∩∞

k=1Ck(Ω)

C∞
c (Ω)

.
= {u ∈ C∞(Ω) : supp u ⊂ Ω是紧集}. supp u .

= {x ∈ Ω : u(x) ,= 0} (非零点集的闭包)
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学习要求 记号和基本概念 例和习题 阅读任务和作业

链式法则和 Taylor公式
链式法则: 设 F = (F1, · · · ,Fm) : Rn → Rm, G = (G1, · · · ,Gp) : Rm → Rp,对应 Jacobi矩阵 (线性化算子)记作

DF(x) =
(
∂Fi(x)
∂xj

)

1≤i≤m;1≤j≤n
, DG(y) =

(
∂Gk(y)
∂yl

)

1≤k≤p;1≤l≤m

那么复合映射 G ◦ F : Rn → Rp 的 Jacobi矩阵是 D(G ◦ F)(x) = DG(F(x))DF(x).

Taylor公式: 设 f : Ω → R, x̂ ∈ Ω, ∃R > 0使得 f在 BR(x̂)上有 m阶连续的偏导函数,那么

f(x) =
m∑

k=0

1
k!

Dkf(x̂)(x− x̂)k
︸ ︷︷ ︸

.
=
∑

|α|=k
k!
α!

Dαf(̂x)(x−x̂)α

+Rm(x), ∀x ∈ BR(x̂),

其中余项 Rm(x) =



o(|x− x̂|m), (x → x̂),

1
(m+1)!D

m+1f(x̂+ θ(x− x̂))(x− x̂)m+1, ∀x ∈ BR(x̂) (这里 θ ∈ (0, 1),依赖于 x, x̂), 要求 f ∈ Cm+1(BR(x̂)).
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学习要求 记号和基本概念 例和习题 阅读任务和作业

偏微分方程及其经典解的概念
定义

设 F : Ω×Rd ×Rdn × · · ·×Rdnm → Rl 是已知的函数. 称表达式 F(x, u,Du,D2u, · · · ,Dmu) = 0 是一个 m阶的偏微

分方程 (组)(PDE). 设 m-阶连续可微函数 u : Ω → Rd 使得上式在 Ω的每一点 x都成立,就称 u是它的一个 (经典)解.

Ω ⊂ Rn, n-自变量个数; d-未知函数个数; l-方程个数; m-方程阶数 (要点: 刻画 PDE难度的指标, 越小 PDE

越简单!) d > l: 欠定; d < l: 超定; d = l: 恰定

难易程度: 偏微分方程 >常微分方程 >代数方程 >线性代数方程组 (学习中注意类比和对比)

方程只是一个形式表达式, 需要通过提出解的合理的数学定义将之严格化. (哲学: 客观对象由其固有矛盾唯一确定. 只有 “矛”或只有 “盾”的事物不存在!)

经典解 (连续可微函数)⇒弱解 (一般的函数)⇒概率解或测度解 (解是测度)⇒广义函数解 (解是广义函数)

解释物理现象的需要 (如激波, 湍流, 凝聚); 数学理论完备的需要 (类比数域的扩充);

研究策略的需要 (分离难点: 弱解容易找到, 再研究其正则性)

定义解的基本原则: 相容性 (经典解必须是弱解); 常见方法: 推广导数的定义 (例如用分布积分公式或函数

在极值点的导数性质); 需要基于对经典解的研究, 来发现并利用 PDE的独特结构或性质
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学习要求 记号和基本概念 例和习题 阅读任务和作业

线性 PDE
线性 PDE

∑

|α|≤m

aα(x)Dαu− f(x) = 0

系数-aα(x): 已知函数, 且 ∃α, |α| = m使得 aα ,= 0. (∀|α| ≤ m, aα(x)都是常数时, 称为常系数线性方程.)

自由项-f(x): 已知函数. (f ≡ 0时称为齐次线性方程.)

例: utt − a2∆u = 0 (波动方程); ut − a2∆u = 0 (热传导方程); ∆u = 0 (Laplace方

程); iut = −∆u (Schrödinger方程, 其中 i2 = −1, 波函数 u(x, t)是复数值函数)

例: Maxwell方程组 εEt = curlB, µBt = −curlE, divE = 0, divB = 0 (电场强度 E = (E1,E2,E3); 磁感应

强度 B = (B1,B2,B3))

注意: 记算子 Lu .
=

∑
|α|≤m aα(x)Dαu, 成立线性叠加原理 L(

∑
λ∈Λ Cλuλ) =

∑
λ∈Λ CλLuλ






有限叠加, Λ是有限集⇒有限和 (代数) [初边值问题的分解]

可列叠加, Λ是可列集⇒可列和 (函数项无穷级数) [分离变量法]

不可列叠加, Λ是连续统⇒不可列和 (含参变量 (反常)积分) [积分变换, 齐次化原理].
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例: Maxwell方程组 εEt = curlB, µBt = −curlE, divE = 0, divB = 0 (电场强度 E = (E1,E2,E3); 磁感应

强度 B = (B1,B2,B3))

注意: 记算子 Lu .
=
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|α|≤m aα(x)Dαu, 成立线性叠加原理 L(
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有限叠加, Λ是有限集⇒有限和 (代数) [初边值问题的分解]

可列叠加, Λ是可列集⇒可列和 (函数项无穷级数) [分离变量法]

不可列叠加, Λ是连续统⇒不可列和 (含参变量 (反常)积分) [积分变换, 齐次化原理].
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学习要求 记号和基本概念 例和习题 阅读任务和作业

非线性 PDE
半线性 PDE

∑
|α|=m aα(x)Dαu+ b(x, u,Du, · · · ,Dm−1u) = 0

例: KdV方程 ut + uxxx + uux = 0; 反应扩散方程 ut = auxx + buyy + u(1− u), 其中常数 a, b > 0.

拟线性 PDE
∑

|α|=m aα(x, u,Du, · · · ,Dm−1u)Dαu+ b(x, u,Du, · · · ,Dm−1u) = 0

例: ut −∆(um) = 0 (常数 m > 1时称作多孔介质方程; 0 < m < 1时称作 fast diffusion equation)

例: p-Laplace方程 ut −∆p(u) = 0, 常数 p > 2, 而∆p(u) = div(|Du|p−2Du)

完全非线性 PDE: 不具有前述形式的 PDE

例: Hamilton-Jacobi方程 ut + H(Du) = 0 (H(p)是关于 p的非线性函数)

例: eikonal方程 |Du|2 = 1

例: Monge-Ampère方程 det(D2u) = f(x)

例: Hamilton-Jacobi-Bellman方程 ut +minj∈J{〈aj(x, t),Du〉+ gj(x, t)} = 0 (J –指标集; aj, gj 是已知函数)

想法: 难易程度 (常系数线性 PDE <线性 PDE <半线性 <拟线性 <完全非线性)
(1) 连续性方法或延拓方法: 线性化求解非线性 PDE (类比隐函数定理, 压缩映射原理) +拓扑 (连通性或紧性, 从局部到整体); (2) 利用群不变性等性质,找到非线性变
换,化为线性方程; (3) 求出特解, 分离非线性结构后, 化为小扰动问题
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(1) 连续性方法或延拓方法: 线性化求解非线性 PDE (类比隐函数定理, 压缩映射原理) +拓扑 (连通性或紧性, 从局部到整体); (2) 利用群不变性等性质,找到非线性变
换,化为线性方程; (3) 求出特解, 分离非线性结构后, 化为小扰动问题
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学习要求 记号和基本概念 例和习题 阅读任务和作业

定解条件、定解问题、适定性
偏微分方程的解空间一般来说是无限维的. (事物的统一性 /多样性—同一个 PDE, 它可以存在丰富多彩各不相同

的解，代表看上去完全不同的自然现象)

♣定解问题三要素: 方程, 区域, 边界条件

方程 (已介绍),区域

自由边界问题 (区域未知, 需要和定义在其上的解同时求出)例: 水波 (水和气体交界面);激波; Stefan问

题 (冰 /水混合物中水所占区域的求解)

固定边界问题 (区域已知): 边界光滑 /不光滑; 区域紧致 /非紧

边界条件: 区域边界各点定解条件的个数, 给定条件的方式

按物理意义分类: 初值条件 /边值条件; 内部衔接条件 (如果方程或解有不连续性时,如不同材料的交界面)

常见的三种边值条件: Dirichlet条件, Neumann条件, Robin条件

♣定解问题的适定性: 解的存在性, 唯一性, 稳定性
利用方程的性质或其物理 (几何)背景等, 找到恰当的定解条件, 确定合理的拓扑空间 X, 使得 (1) X上的映射 P(u) = F(x, u,Du, · · · ,Dmu)的像集包含 0点 (存在
性); (2) 核 Ker(P) = {u : P(u) = 0}是单点集, 或 P是单射 (唯一性); (3) P有连续的逆映射 P(X) → X (稳定性).
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定解问题的例: 两端固定的由两种材料拼接构成的弹性杆的纵振动

区域: 0 < x < l, t > 0; 未知函数 u(x, t) =





u1(x, t), 若 0 < x < d, t > 0,

u2(x, t), 若 d < x < l, t > 0.

方程 (a1 ,= a2):






∂2u1
∂t2 = a21

∂2u1
∂x2 , 若 0 < x < d, t > 0,

∂2u2
∂t2 = a22

∂2u2
∂x2 , 若 d < x < l, t > 0.

初值条件: u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 < x < l.

边界条件: u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t > 0.

内部衔接条件:





u1|x=d = u2|x=d, (位移连续),

E1 ∂u1
∂x |x=d = E2 ∂u2

∂x |x=d, (纵向应力连续).
这里 E1,E2 分别是两种材料的杨氏模量. (杨氏模

量 =张应力/张应变, 张应力 =张力/力作用的截面面积; 张应变 =柱体 (杆)在张力下的伸长量/柱体 (杆)的原

长度)
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学习要求 记号和基本概念 例和习题 阅读任务和作业

例 1. Laplace方程的初边值问题: 一个不适定的定解问题 (Hadamard, 1917年), 其中 n = 1, 2, . . .





∆u = 0, 若 0 < x < π, y > 0,

u|x=0 = 0, u|x=π = 0, 若 y > 0,

u|y=0 = 0, uy|y=0 =
1
n sin nx, 若 x ∈ (0, π).

第一步: 验证 un(x, y)
.
= 1

n2 sin(nx) sinh(ny)是上述问题的解, 这里 sinh x .
= ex−e−x

2 是双曲正弦函数.

第二步: 当 n → ∞时, 上述问题的极限问题是






∆u = 0, 若 0 < x < π, y > 0,

u|x=0 = 0, u|x=π = 0, 若 y > 0,

u|y=0 = 0, uy|y=0 = 0, 若 x ∈ (0, π).

证明它只有平凡解

u ≡ 0. (请在后续学习中一直思考如何解决此问题!)

第三步: 说明对所有的 x ∈ (0,π), 对任意固定的 y > 0,{un(x, y)}∞n=1 是无界的. (通过此处体会: 为什么对函数的研究引导出对复杂

点集的研究? 记 〈r〉是实数 r的小数部分,对 x = rπ, r ∈ (0, 1),有 | sin(nx)| = | sin(〈nr〉π)|;当 r是无理数时,根据Weyl等分布定理, 〈nr〉在 (0, 1)中稠密;参见

E.M. Stein, R. Shakarchi: Fourier Analysis, An Introduction, Princeton Lectures in Analysis 1, p.105). 参考: Hadamard, Jacques: Lectures on Cauchy’s problem in linear partial

differential equations. Yale University Press, 1923. [§18, p.33]
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例 2. 求方程 (x− y)uxy − ux + uy = 0的通解.

解: 该方程可以写为 [(x− y)ux]y + uy = 0. 关于 y积分,得到 (x− y)ux + u = f(x),其中 f是一个任意的关于 x的可积

函数. 注意到 (x− y)ux + u = [(x− y)u]x,关于 x积分,得到 (x− y)u(x, y) =
∫
f(x) dx+ G(y). 这里 G是关于 y的一个

函数. 记 F(x) =
∫
f(x) dx,由于 f的任意性, F也是一个任意的 (可微)函数. 由此得到

u(x, y) =
F(x) + G(y)

x− y
.

容易验证,当 F,G ∈ C1 时这就是一个经典解.
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课堂练习题

习题 1. 求解函数 u(ξ, η)使得 uξ = 0.

习题 2. 求解函数 u(ξ, η)使得 uξη = 0.

习题 3. 求解函数 u(x, t)使得





ut = x2, t > 0,−∞ < x < +∞,

u(x, 0) = x2.

习题 4. 验证函数 ln 1√
x2+y2

, ex sin y, x2 − y2 都是二维 Laplace方程∆u(x, y) = 0的解.

习题 5. 设 A是 n阶实对称矩阵, x ∈ Rn 是列向量, 〈·, ·〉代表 Rn 的标准内积. 问: 当 A满足什么条件时

u(x) .
= 1

2 〈Ax, x〉是 Poisson方程∆u = 1的解?
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阅读任务和作业

郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. 前言—第 9页

作业: P.3: (2, 3, 4); P.9: (2)
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

在例子和理论之间没有明确的界限. ⋯⋯一个好的例子是一个美丽的东西,它光芒四射又能说服人,它

给人以洞察和理解,它是信念的基石.

—Michael Atiyah (1929年 4月 22日—2019年 1月 11日)

传记 https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Atiyah/
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

学习要点

熟练掌握特征线的数学概念和几何意义

会用特征线法求解两个自变量一阶拟线性方程初值问题的局部经典解 (难点:
ODE的求解,隐函数定理)

掌握交通流模型的建模方法

准确理解特征线的物理意义,辨别流速和波速的异同
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

一阶拟线性 PDE的研究思路和方法

a(x, y, u)
∂u
∂x

+ b(x, y, u)
∂u
∂y

= c(x, y, u)

体会如下研究 PDE的一般思路: (1) 假设要找的经典解或特殊解存在,利用各种方法 (包括物理直觉或实验结

论)找到解所满足的条件 (简单的问题),阐明复杂与简单如何转化/过渡; (2) 给出适当条件,用数学工具严格证

明对解的上述刻画; (3) 在对特解的性质研究的基础上探讨合理的定解条件的提法及定解问题的适定性,建立

数学理论; (4) 构建高效稳定的数值算法,帮助解决实际应用问题

经典解的局部存在性 (特征线法)
几何角度: 将 u = u(x, y)的函数图像看作曲面⇒特征曲线织成解曲面;

分析角度: 含参变量的一阶非线性 ODE(常微分方程)的解的存在唯一性及对参数的可微性定理 +隐函数定

理 (都是仅在局部有效的工具)
经典解的爆破 (解不再连续–典型例子: 无粘的 Burgers方程 ut + uux = 0;一般散度形方程 ut + f(u)x = g(u))[L.C. Evans《Partial Differential Equations》第三章]
弱解的概念 (需方程有散度形结构),熵条件,非线性特解 (接触间断,激波,疏散波); Riemann问题; Cauchy问题弱解的 Lax-Oleinik公式
多个自变量单个守恒律方程 Cauchy问题弱解的适定性 (Kruzkov定理): 间断追踪法 +算子分裂法,补偿紧性方法,粘性消失方法,有限差分法,非线性半群等 [双
曲守恒律方程的专著]
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

一阶拟线性 PDE的特征线法 (⇒ODE问题)

a(x, y, u)
∂u
∂x

+ b(x, y, u)
∂u
∂y

= c(x, y, u) (♥)

准确理解上述记号;带着问题学习—思考如何将这里的特征线方法推广到一般情形
∑n

i=1 ai(x, u)
∂u
∂xi

= b(x, u), x ∈ Rn

解曲面 Σ = {z = u(x, y)} ⊂ R3,法向量: n(x, y) = (ux(x, y), uy(x, y),−1)

方程的几何意义: 向量 t = (a(x, y, u(x, y)), b(x, y, u(x, y)), c(x, y, u(x, y)))与 n在 R3 中垂直⇒ t是 Σ的切向量

想法: 切向量 拼接−−−−−−−−−−−→
求解单个 ODE的解

曲线 拼接−−−−−−−−−−−→
求含参量 ODE的解

曲面Σ (由简单对象构造复杂对象) 从几何回到分析−−−−−−−−−→
隐函数定理

曲面是函数图像 −→ 函数

定义 (特征线)

设 a, b, c ∈ C1. 常微分方程组
dx
dt

= a(x, y, z),
dy
dt

= b(x, y, z),
dz
dt

= c(x, y, z) (♦) 的解 (积分)曲线称为一阶

PDE(♥)的 (全)特征线 ; ODE(♦)叫作 PDE(♥)的 特征方程组. 注意: 也把全特征线在自变量空间的投影

(x(t), y(t))叫作 特征线 ,其切向 (x′, y′) = (a, b)叫作 特征方向 . (阅读文献时,要注意根据上下文具体判别.)
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

a(x, y, u)
∂u
∂x

+ b(x, y, u)
∂u
∂y

= c(x, y, u) (♥)

dx
dt

= a(x, y, z),
dy
dt

= b(x, y, z),
dz
dt

= c(x, y, z) (♦)

定理
函数 u = u(x, y)是 (♥)的经典解⇔过 C1 曲面 Σ : z = u(x, y)上任意一点的 (全)特征线完全落在曲面 Σ内.

该定理的意义: 建立了分析对象 (函数)与几何对象 (曲线/曲面)间的联系,由此刻画了经典解的结构—由特征线拼接成的 C1 曲面,将构造曲面转化为构造特征线;缺点:
没有明确什么条件下特征线可以拼接成一张 C1 曲面.

证明.充分性⇐: 设Σ : z = u(x, y)是特征线织成的 C1 曲面: 取定Σ上任意一点 P0 = (x0, y0, z0 = u(x0, y0)),考虑过该点的特征线,即 (♦)满足初始条件

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0 的积分曲线 Γ : x = x(t), y = y(t), z = z(t). 由于Σ是特征线织成的,即 Γ ⊂ Σ,则 z(t) = u(x(t), y(t)). 于是

c(x(t), y(t), u(x(t), y(t))
︸ ︷︷ ︸

z(t)

)
(♦)第三式
←−−−−−−=

dz(t)

dt
=

d

dt
u(x(t), y(t))

u∈C1,链式法则−−−−−−−−−→= x′(t)∂xu(x(t), y(t)) + y′(t)uy(x(t), y(t))

=a(x(t), y(t), u(x(t), y(t)))∂xu(x(t), y(t)) + b(x(t), y(t), u(x(t), y(t)))uy(x(t), y(t)).

特别地,取 t = 0,就得到等式 a(x0, y0, u(x0, y0))ux(x0, y0) + b(x0, y0, u(x0, y0))uy(x0, y0) = c(x0, y0, u(x0, y0)),即 u在 (x0, y0)点满足 PDE.于是 u是 (♥)的一
个经典解.

注意: 这一部分用到了积分曲线的存在性. 为了保证 ODE可解,需要 a, b, c是连续函数.
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a(x, y, u)
∂u
∂x
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∂u
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= c(x, y, u) (♥);
dx
dt

= a(x, y, z),
dy
dt

= b(x, y, z),
dz
dt

= c(x, y, z) (♦)

定理
函数 u = u(x, y)是 (♥)的古典解⇔过 C1 曲面 Σ : z = u(x, y)上任意一点的 (全)特征线完全落在曲面 Σ内.

证明.必要性⇒: 设Σ : z = u(x, y)是 PDE经典解确定的 C1 曲面, P0 = (x0, y0, z0) ∈ Σ. 记 Γ : x = x(t), y = y(t), z = z(t)是过 P0 点的特征线,即 ODE(♦)的积

分曲线,要证明 Γ ⊂ Σ,即成立 z(t) ≡ u(x(t), y(t)). [注意下面的证明方法,构造一条在曲面上的曲线,说明它就是这条特征线 Γ! 这里是难点,值得借鉴]

第一步: 由于函数 u ∈ C1 已知, 现在解出曲线 X(t), Y(t)使得 X′(t) = a(X(t), Y(t), u(X(t), Y(t))), Y′(t) = b(X(t), Y(t), u(X(t), Y(t))), X(0) = x0, Y(0) = y0. 再

令 Z(t) .
= u(X(t), Y(t)),那它是已知了的. 用链式法则, dZ(t)

dt = X′(t)ux(X(t), Y(t)) + Y′(t)uy(X(t), Y(t))
u满足(♥)

−−−−−−−−−−−−−−−−−→
在 x = X(t), y = Y(t)点成立

= c(X(t), Y(t), Z(t))⇒

(X(t), Y(t), Z(t))也是特征线.
第二步: 注意 Z(0) = u(x(0), y(0)) = u(x0, y0) = z0 = z(0),从而 (X(t), Y(t), Z(t))也是经过 P0 的特征线,即与特征线 Γ满足相同初值条件
ODE初值问题解的唯一性−−−−−−−−−−−−−−→ x(t) ≡ X(t), y(t) ≡ Y(t), z(t) ≡ Z(t) .

= u(X(t), Y(t)) = u(x(t), y(t)). 证毕!
注意: 需要 a, b, c是 Lipschitz连续的,保证 ODE(♦)初值问题解的唯一性.

定理 (复习 Picard定理: ODE初值问题解的存在唯一性)
对初值问题 y′(x) = f(x, y), y(x0) = y0,设 f在区域 R : |x− x0| ≤ a, |y− y0| ≤ b内连续且关于变量 y满足 Lipschitz条

件,则它在区间 I = [x0 − h, x0 + h]上有且只有一个解,其中 h = max
{
a, b

M

}
,M = maxR |f(x, y)|.
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

一阶拟线性 PDE初值问题的局部经典解
定解问题: 给定平面曲线 C : x = X(s), y = Y(s) (参数 s ∈ I)上函数 u的取值 Z(s),求 u(x, y)使得

(♣)





a(x, y, u) ∂u

∂x + b(x, y, u) ∂u
∂y = c(x, y, u),

u(X(s), Y(s)) = Z(s), s ∈ I.

第一步: 求解特征线族 x = x(t, s), y = y(t, s), z = z(t, s):

含参变量的非线性 ODE初值问题:






dx

dt
= a(x, y, z),

dy

dt
= b(x, y, z),

dz

dt
= c(x, y, z),

x(0, s) = X(s), y(0, s) = Y(s), z(0, s) = Z(s).

第二步: 用反函数定理,由特征线族来编织曲面. 从 x = x(t, s), y = y(t, s)反解出 t = t(x, y), s = s(x, y),得到 u(x, y) .
= z(t(x, y), s(x, y)).

充分条件 (在曲线 C附近,即 t ∼ 0时): Jacobi行列式 J .
=

∣∣∣∣∣

∂x
∂t (0, s)

∂x
∂s (0, s)

∂y
∂t (0, s)

∂y
∂s (0, s)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
a(X(s), Y(s), Z(s)) X′(s)
b(X(s), Y(s), Z(s)) Y′(s)

∣∣∣∣∣ .= 0时可以实现.

注意 说明 u ∈ C1: 根据链式法则,要求 z ∈ C1, t, s ∈ C1 即可. 前者由 ODE初值问题的解对参数的连续可微性定理保证,后者在 J .= 0时由隐函数定理保证.

定理 (存在唯一性)
设 a, b, c ∈ C1 , X, Y, Z ∈ C1(I). (i)当 J .= 0时, (♣)在初值曲线 C的一个邻域内有且只有一个经典解; (ii)当 J = 0时, (♣)可能无解 (例如 u不能表示为函数图像),也
可能有无穷多个解 (例如 C本身是一条特征线时).
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∂y
∂t (0, s)

∂y
∂s (0, s)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
a(X(s), Y(s), Z(s)) X′(s)
b(X(s), Y(s), Z(s)) Y′(s)

∣∣∣∣∣ .= 0时可以实现.

注意 说明 u ∈ C1: 根据链式法则,要求 z ∈ C1, t, s ∈ C1 即可. 前者由 ODE初值问题的解对参数的连续可微性定理保证,后者在 J .= 0时由隐函数定理保证.

定理 (存在唯一性)
设 a, b, c ∈ C1 , X, Y, Z ∈ C1(I). (i)当 J .= 0时, (♣)在初值曲线 C的一个邻域内有且只有一个经典解; (ii)当 J = 0时, (♣)可能无解 (例如 u不能表示为函数图像),也
可能有无穷多个解 (例如 C本身是一条特征线时).
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

复习: 常微分方程

ODE初值问题 (Eλ): dy
dx = f(x, y,λ), y(0) = 0.

解对参数的连续依赖性定理 [稳定性]: 设 f在区域 G : |x| ≤ a, |y| ≤ b, |λ− λ0| ≤ c上连续,且对变

量 y满足 Lipschitz条件: ∃L > 0使得 ∀(x, y1,λ), (x, y2,λ) ∈ G,成立 |f(x, y1,λ)− f(x, y2,λ)| ≤ L|y1 − y2|. 记 M

是 f在 G中的一个上界,令 h .
= min{a, b/M},则初值问题 (Eλ)的解 y = ϕ(x,λ)在区域

D : |x| ≤ h, |λ− λ0| ≤ C上连续.

解对参数的连续可微性定理 [稳定性]: 设 f在区域 G上连续,对 y和 λ有连续的偏导函数,则问题

(Eλ)的解 y = ϕ(x,λ)在 D上是连续可微的.

推论–解关于初值的连续可微性: 设 f(x, y)在区域 R : |x− x0| ≤ a, |y− y0| ≤ b上连续,关于 y有连续的偏导函数

∂f/∂y,则初值问题 dy
dx = f(x, y), y(x0) = η的解 y = ϕ(x, η)在区域 D : |x− x0| ≤ h

2 , |η − y0| ≤ b
2 上连续可微.

特别的,只要 X(s), Y(s), Z(s) ∈ C1(I),由上述推论和复合函数,设 a, b, c ∈ C1,则

含参变量的非线性 ODE初值问题:






dx

dt
= a(x, y, z),

dy

dt
= b(x, y, z),

dz

dt
= c(x, y, z),

x(0, s) = X(s), y(0, s) = Y(s), z(0, s) = Z(s)
的解 x = x(t, s), y = y(t, s), z = z(t, s) ∈ C1.

参考: 丁同仁,李承治: 常微分方程教程,高等教育出版社, 1991. 第五章第 3,4节.
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

复习: 隐函数定理

隐函数定理: 设 f : Rn × Rm → Rm,U× V ⊂ Rn × Rm 是 (x0, y0) ∈ Rn × Rm 的一个邻域. 设 f及 ∂f/∂y在

U× V内连续,而且 f(x0, y0) = 0, det[ ∂f
∂y (x0, y0)] -= 0,则存在 (x0, y0)的一个邻域 U0 × V0 ⊂ U× V以及唯一的

连续函数 ϕ : U0 → V0,满足 ∀x ∈ U0, f(x,ϕ(x)) = 0,ϕ(x0) = y0.进一步,如果 f ∈ Ck(U× V), (k ≥ 1),那么

ϕ ∈ Ck(U0);如果 f在 (x0, y0)的邻域内解析,那么 ϕ也在 x0 的邻域内解析 (可展开为收敛的幂级数).

推论–反函数定理: 设 1 ≤ k ≤ ∞, f : U ⊂ Rn → Rn 在 p ∈ U的一个邻域内是 Ck 的,而且 detDf(p) -= 0,则存在

p的邻域 V(p)和 f(p)的邻域 W(p),使得 f−1 : W(p) → V(p)存在且是 Ck 的.

局部微分同胚,定义微分流形的基础.

参考: Eberhard Zeidler, Nonlinear Functional Analysis and its Applications, I, Fixed-Point Theorems. Springer, 1988. (Theorem 4.B; Corollary 4.23.)

华东师大《数学分析》第四版下册第十八章.
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

交通流实际问题: 考虑一条很长的中间无进口和出口的单行道 (不允许超车),研究其车流通行状况.何时何地何事?

何时何地 —物理空间的坐标系 (自变量): t > 0-时间; x ∈ [0, L]-公路上某点与进口的距离 (公路的长度设为 L)

何事 —相空间 (状态空间,未知量):

交通密度 ρ(x, t) -在 t时刻,公路 x处单位长度路面上车辆数 (例如可定义为该点前后 200米范围内公路上的

车辆数. 具体操作时的要点—宏观小,微观大); (空间变化角度)

交通流量 q(x, t) -在 x处, t时刻单位时间内 (如每 10分钟)通过的车辆数; (时间变化角度)

车流速度 v(x, t) = q(x, t)/ρ(x, t) -刻画车辆行驶快慢 (时空耦合角度)

状态量之间的依赖关系 –物理规律 (车辆数守恒): 对任意区间 (a, b) ⊂ [0, L],在 dt时间内车辆的增加数等于 dt
时间内进入车辆数减去离开车辆数 (考验对微元法和微分概念的准确理解)

d
(∫ b

a
ρ(x, t) dx

)
= (q(a, t)− q(b, t)) dt⇒

d

dt

∫ b

a
ρ(x, t) dx = −

∫ b

a

∂

∂x
q(x, t) dx⇒

∫ b

a
(∂tρ(x, t) + ∂xq(x, t)) dx = 0

由 (a, b)的任意性,假设 ρ, q ∈ C1,得到微分方程 ∂tρ(x, t) + ∂xq(x, t) = 0. (为什么一个在任意区间上积分都是零的连续函数只能是零函数?)

状态量之间的依赖关系 –状态方程: v = v(ρ),且 v′(ρ) ≤ 0⇒交通流方程 ∂tρ+ ∂x(v(ρ)ρ) = 0. 例:

v(ρ) = vmax

(
1− ρ

ρmax

)
(vmax-限速; ρmax-车距限制导致的最大允许交通密度)
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

∂tρ+ ∂x(v(ρ)ρ) = 0.

例: v(ρ) = vmax

(
1− ρ

ρmax

)
(vmax-限速; ρmax-车距限制导致的最大允许交通密度; l–单辆车的平均长度)

无量纲化: x′ = x/l, t′ = t/(l/vmax), ρ′ = ρ
ρmax

, v′ = v
vmax

⇒

∂t′ρ
′ + ∂x′((1− ρ′)ρ′) = 0 ⇒ ρ′t′ + (1− 2ρ′)ρ′x′ = 0

特征线方程: dx′
dt′ = 1− 2ρ′, dρ′

dt′ = 0 (⇒)沿着特征线 x′ = x′(t′), ρ′ 不变.

信息 (车流密度)沿特征线 x′ = x(t′)传播, 注意车辆速度为 v′ = 1− ρ′,特征速度 λ
.
= 1− 2ρ′ < v′,即信息

向车辆后方传播 (重要!! 交通流模型合理性的基本要求,与波动方程或可压缩 Euler方程组不同)初学者特别

注意区分两种不同速度及其意义.

红灯变绿灯后的交通流: Riemann问题及其疏散波解 (为简单起见,这里把 x′ 写作 x, t′ 写作 t, ρ′ 写作 ρ)

*初值: t = 0, x < 0时 ρ = 1; t = 0, x > 0时 ρ = 0. [注意: 建模过程中假设未知函数都很光滑,但实际问题

中是未必的;所以如何从数学角度研究模型的适用范围,即推广解的定义,是重要的课题!]

*证明解为 ρ(x, t) =






1, x < −t,
1
2 (1−

x
t ), −t ≤ x ≤ t,

0, x > t.
习题: 对一般情形,验证是否成立特征速度小于车辆速度? 思考题: 如何从数学角度 (例如用什么函数或指标)刻画 “交通拥堵”?
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信息 (车流密度)沿特征线 x′ = x(t′)传播, 注意车辆速度为 v′ = 1− ρ′,特征速度 λ
.
= 1− 2ρ′ < v′,即信息

向车辆后方传播 (重要!! 交通流模型合理性的基本要求,与波动方程或可压缩 Euler方程组不同)初学者特别

注意区分两种不同速度及其意义.

红灯变绿灯后的交通流: Riemann问题及其疏散波解 (为简单起见,这里把 x′ 写作 x, t′ 写作 t, ρ′ 写作 ρ)

*初值: t = 0, x < 0时 ρ = 1; t = 0, x > 0时 ρ = 0. [注意: 建模过程中假设未知函数都很光滑,但实际问题

中是未必的;所以如何从数学角度研究模型的适用范围,即推广解的定义,是重要的课题!]

*证明解为 ρ(x, t) =






1, x < −t,
1
2 (1−

x
t ), −t ≤ x ≤ t,

0, x > t.
习题: 对一般情形,验证是否成立特征速度小于车辆速度? 思考题: 如何从数学角度 (例如用什么函数或指标)刻画 “交通拥堵”?
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

例 1. 求解 Cauchy问题: uux + uy = 1,在 C : x = s, y = s上 u = 0.

解: 1)记 z(t) = u(x(t), y(t)),求特征线



x′(t) = z, y′(t) = 1, z′(t) = 1,

x(0, s) = s, y(0, s) = s, z(0, s) = 0
⇒ y(t, s) = t+ s, z(t, s) = t, x(t, s) = t2

2 + s.

2)由 x(t, s) = t2
2 + s, y(t, s) = t+ s反解得 t = 1±

√
1+ 2(x− y),从而得到 u(x, y) = 1±

√
1+ 2(x− y).

3)用初始条件 u(s, s) = 0得到所要的解 u(x, y) = 1−
√
1+ 2(x− y). !
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

例 2. 求解 Cauchy问题: uux + uy = 1,使得曲线 C : x = s2/2, y = s, z = s在函数 u确定的图像上.

解: 1). 解得特征线族为

x(t, s) =
(s+ t)2

2
, y(t, s) = t+ s, z(t, s) = t+ s.

2). 由此发现成立如下三个表达式: i) u(x, y) = y, ii) u(x, y) = ±
√
2x. 可验证它们确实是解.

3). 注意 C本身就是特征线. !

思考: 如何构造无限个解? (提示: 过 C上一点尝试作无数条曲线,它们都不是特征线. 以它们为初值曲线求解初值问

题.)
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

例 3. 求解 Cauchy问题: ux + uy = u, C : x = s, y = s, z = 1.

解: 解得特征线族为 x(t, s) = s+ t, y(t, s) = t+ s, z(t, s) = et. 它们织成的曲面为 x = y,不能写作 z = u(x, y)的形式,

从而无 (经典)解. !
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

例 4. 求解初值问题
√
x ∂u
∂x +

√y ∂u
∂y + z ∂u

∂z = 0, u|z=1 = xy.

解: 投影到 (x, y, z)-空间的特征线方程为
dx
√
x
=

dy
√y

=
dz
z
,

解得首次积分
√
x−√y = C1, 2

√y− ln z = C2. 由于上述方程是齐次的, u沿特征线取值不变:

u(x(z), y(z), z) = u(x(1), y(1), 1) = x(1)y(1),

而 z = 1时解得 y(1) = C2
2/4, x(1) = (C1 +

C2
2 )

2,从而

u(x(z), y(z), z) =
C2
2

4
(C1 +

C2

2
)2 =

(
√
y−

ln z
2

)2 (√
x−

ln z
2

)2

,

于是所求解为

u(x, y, z) =
(
√
y−

ln z
2

)2 (√
x−

ln z
2

)2

.

思考— 1)为什么会一般理论,却不会很好地解决具体题目? 因为缺少适用于解具体问题的技巧; 2)琢磨上述例子,学习具体的技巧; 3)用上述方法得到解的表达式后需要
验证它是解.
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

例 5.求解初值问题 xuy − yux = u, u|y=0 = θ(x).

解: 求解特征线方程
dx
−y

=
dy
x

=
dz
z

= dt,

其中 z(t) = u(x(t), y(t)),得到 x2 + y2 = C2
1,从而

x(t) = C1 cos t, y(t) = C1 sin t, z(t) = C2et.

注意到 u(x(0), y(0)) = u(x(0), 0) = θ(x(0)) = θ(C1) = θ(±
√

x2 + y2). 又 u(x(0), 0) = u(x(0), y(0)) = z(0) = C2,于

是 C2 = θ(±
√

x2 + y2),那么 u(x(t), y(t)) = C2et = θ(sign(x(t))
√

x(t)2 + y(t)2)earctan
y(t)
x(t) . 于是所求解为

u(x, y) = θ(sign(x)
√

x2 + y2)earctan
y
x .

这里为保证 t ∈ (−π
2 ,

π
2 ),开平方处当 x > 0时取 C1 > 0, x < 0时取 C1 < 0.

评注: 除了解常微分方程的技巧 (变换,积分因子,分离变量等),一个值得注意的灵活性源于特征线的参数表示,需要选取恰当的参数以简化运算. 思考: 上一例题中为什
么可以取 z为参数,而这一题需要引入额外的参数 t?
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

例 6. 求解初值问题 ut = xux + yuy + u+ xy, u|t=0 = φ(x, y).

解: 在 (t, x, y)-空间投影的特征线方程为
dt
1

= −
dx
x

= −
dy
y
,

解得 x(t) = C1e−t, y(t) = C2e−t. 置 z(t) = u(x(t), y(t), t),那么利用方程, dz(t)
dt = z(t)+ x(t)y(t) = z(t)+C1C2e−2t,从而

e−tz(t) = z(0) + C1C2

∫ t

0
e−3s ds = u(C1,C2, 0)−

1
3
C1C2

(
e−3t − 1

)
,

于是

u(x(t), y(t), t) = z(t) = φ(C1,C2)et −
1
3
C1C2(e−2t − et),

由此可得

u(x, y, t) = φ(xet, yet)et −
1
3
xy(1− e3t).

思考题: 我们已经定义了一个偏微分方程的经典解的概念. 如何定义一个定解问题的经典解?
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

习题 1. 求解初值问题 (其中 a是给定的常数)




ut + aux = 0, t > 0, −∞ < x < +∞,

u|t=0 = φ(x).

习题 2. 考虑区域 {x > 0, t > 0}上的线性输运方程 ut + aux = 0,讨论合适的定解问题的提法并求出它的解. [提示:

需分 a > 0, a = 0, a < 0的情形讨论.]

习题 3. 当 g, f满足什么条件时,可以使 u(x, t) = g(x− tb) +
∫ t
0 f(x+ sb− tb, s) ds是初值问题




ut + b · Du = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = g(x)
的解? 这里 b ∈ Rn 是常向量. 请证明你的结论. [提示: 复习如下重要公式]

定理 (含参变量积分求导公式)
设 f(x, t)和 ∂tf(x, t)是 [A,B]× [c, d]上的连续函数,定义在 [c, d]上的连续可微函数 a(t), b(t)的值域在区间 [A,B]内.

定义含参变量积分 I(t) .
=

∫ b(t)
a(t) f(x, t) dx,则它是 [c, d]上连续可微函数,且

d
dt
I(t) =

∫ b(t)

a(t)

∂f
∂t

(x, t) dx+ f(b(t), t)b′(t)− f(a(t), t)a′(t).
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一阶拟线性 PDE的特征线 交通流 例和习题 阅读和作业

习题 4. 对无粘 Burgers方程 ut +
(

u2
2

)

x
= 0,在 {t = 0}上给定初值条件 u(x, 0) =






1, x < 0,

1− x, 0 ≤ x ≤ 1,

0, x ≥ 1,

证明: (1)当 0 ≤ t ≤ 1时该初值问题的解是 u(x, t) =






1, x < t,
1−x
1−t , t ≤ x ≤ 1,

0, x ≥ 1;
(2)当 t → 1−时 supx∈R |u(x, t)|保持有界,但 limt→1− ux(1, t) = −∞.

习题 5. 求方程 yux − xuy = x2 − y2 的通解 (即包含一个任意函数的解).

习题 6. 求解定解问题






√
xux +

√yuy +
√
zuz = 0, x > 0, y > 0, z > 0,

u|x=1 = y− z.
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阅读任务和作业

必读–郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp.9–14]

选读– Sam Howison: Practical Applied Mathematics: Modeling, Analysis, Approximation. Cambridge University

Press, 2005. (影印版: Sam Howison,实用数学-建模,分析,逼近. 高等教育出版社, 2008年) [第 8章]

作业: p.14: 3 (v)–(ix); 4, 5.
注: 输运方程 fx = fy 对应平移变换 (其通解形如 g(x + y)). 适当推广这里导数的定义,可研究一类 q-级数求和问题,参考 [Aslan, Hatice; Ismail, Mourad E. H.: A
q-translation approach to Liu’s calculus. Ann. Comb. 23 (2019), no. 3-4, 465–488]及其对刘治国教授结合了微分方程、特殊函数和数论的工作的介绍.

最后更新: 2022-9-24
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在讨论数学问题时,我们相信特殊化比一般化起着更为重要的作用. 可能在大多数场合,我们寻找一

个问题的答案而未能成功的原因,是在于这样的事实,即有一些比手头的问题更简单、更容易的问题没有完

全解决或是完全没有解决. 这时,一切都有赖于找出这些比较容易的问题并使用尽可能完善的方法和能够

推广的概念来解决它们. 这种方法是克服数学困难的最重要的杠杆之一,我认为人们是经常使用它的,虽然

也许并不自觉. —David Hilbert (1862年 1月 23日—1943年 2月 14日)

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hilbert/
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学习要点

了解逼近导数的常见的差分格式

了解迎风格式、显式格式、隐式格式的特点及作用

了解偏微分方程数值计算与差分方程、线性代数的联系

理解理论分析 /特解 (精确解)对于设计合理的计算方法的重要性

初步理解数值解法是以对偏微分方程解的概念的不同理解为出发点的
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一阶导数
假设下面出现的函数 f都充分光滑,步长 h > 0是个数.

一阶前差: !+f(x̂)
.
= f(x̂+ h)− f(x̂);

!+f(x̂)
h

= f ′(x̂) + h
2 f

′′(x̂) + o(h) (h → 0+) (一阶精度)

一阶后差: !−f(x̂)
.
= f(x̂)− f(x̂− h);

!−f(x̂)
h

= f ′(x̂)− h
2 f

′′(x̂) + o(h) (h → 0+) (一阶精度)

一阶中心差: !0f(x̂)
.
= f(x̂+ h)− f(x̂− h);

!0f(x̂)
2h

= f ′(x̂) + h2
6 f

′′′(x̂) + o(h2) (h → 0+) (二阶精度)

注意这里体现的”抵消”(cancellation),从而提高精度.
证明工具— Taylor公式: 设 f : Ω → R, x̂ ∈ Ω, ∃R > 0使得 f在 BR (̂x)上有 m阶连续的偏导函数,那么

f(x) =
m∑

k=0

1

k!
Dkf(̂x)(x − x̂)k
︸ ︷︷ ︸

.
=
∑

|α|=k
k!
α!

Dα f(̂x)(x−x̂)α

+Rm(x), ∀x ∈ BR (̂x),

其中余项 Rm(x) =





o(|x − x̂|m), (x → x̂),

1
(m+1)!D

m+1f(̂x + θ(x − x̂))(x − x̂)m+1, ∀x ∈ BR (̂x) (这里 θ ∈ (0, 1)), 要求 f ∈ Cm+1(BR (̂x)).

(只需用一元函数情形结论. 课堂练习.)
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注意这里体现的”抵消”(cancellation),从而提高精度.
证明工具— Taylor公式: 设 f : Ω → R, x̂ ∈ Ω, ∃R > 0使得 f在 BR (̂x)上有 m阶连续的偏导函数,那么

f(x) =
m∑

k=0

1

k!
Dkf(̂x)(x − x̂)k
︸ ︷︷ ︸

.
=
∑

|α|=k
k!
α!

Dα f(̂x)(x−x̂)α

+Rm(x), ∀x ∈ BR (̂x),

其中余项 Rm(x) =





o(|x − x̂|m), (x → x̂),

1
(m+1)!D

m+1f(̂x + θ(x − x̂))(x − x̂)m+1, ∀x ∈ BR (̂x) (这里 θ ∈ (0, 1)), 要求 f ∈ Cm+1(BR (̂x)).

(只需用一元函数情形结论. 课堂练习.)
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二阶导数

假设函数 f充分光滑,步长 h > 0是个数.

二阶前差:
!2

+f(x̂)
h2

= f(̂x+2h)−2f(̂x+h)+f(̂x)
h2 = f ′′(x̂) + O(h) (h → 0+) (一阶精度)

二阶后差:
!2

−f(x̂)
h2

= f(̂x)−2f(̂x−h)+f(̂x−2h)
h2 = f ′′(x̂) + O(h) (h → 0+) (一阶精度)

二阶中心差:
!−!+f(x̂)

h2
= f(̂x+h)−2f(̂x)+f(̂x−h)

h2 = f ′′(x̂) + O(h2) (h → 0+) (二阶精度)

证明: 习题.
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二阶混合偏导数

假设函数 f ∈ C4(R2),步长 h1, h2 > 0互相控制: ∃c > 0使得 ch1 ≤ h2 ≤ 1
c h1. 记 |h| =

√
h21 + h22.

定义 (偏)差分算子: !1,+f(x, y) = f(x+ h1, y)− f(x, y); !1,−f(x, y) = f(x, y)− f(x− h1, y);

!2,+f(x, y) = f(x, y+ h2)− f(x, y); !2,−f(x, y) = f(x, y)− f(x, y− h2); !1,0f(x, y) = f(x+ h1, y)− f(x− h1, y);

!2,0f(x, y) = f(x, y+ h2)− f(x, y− h2)

混合二阶前差:
!1,+!2,+f(x̂, ŷ)

h1h2
= fxy(x̂, ŷ) + O(|h|) (|h| → 0+) (一阶精度)

混合二阶后差:
!1,−!2,−f(x̂, ŷ)

h1h2
= fxy(x̂, ŷ) + O(|h|) (|h| → 0+) (一阶精度)

混合二阶中心差:
!1,0!2,0f(x̂, ŷ)

4h1h2
= fxy(x̂, ŷ) + O(|h|2) (|h| → 0+) (二阶精度)

证明: 习题.
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例: 一阶常系数线性方程组的 Lax-Wendroff格式

目标方程: qt + Aqx + Bqy = 0,其中 q(x, y, t) ∈ Rn, A,B是 n× n实矩阵.

qt = −(A∂x + B∂y)q ⇒ qtt = (A∂x + B∂y)2q = A2qxx + (AB+ BA)qxy + B2qyy.

离散化: 设 xi = i%x, yj = j%y, tn = n%t,其中 i, j ∈ Z, n ∈ N;%x,%y,%t分别
是空间和时间步长.

关于变量 t作 Taylor展开:

q(xi, yj, tn+1) = q(xi, yj, tn) +%t · qt(xi, yj, tn) +
(%t)2

2
qtt(xi, yj, tn)

= q−%t · (Aqx + Bqy) +
(%t)2

2
(
A2qxx + (AB+ BA)qxy + B2qyy

)
.
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置 Qn
ij
.
= q(xi, yj, tn),用中心差商代替上述展开式中的各项偏导数,得到如下

Lax-Wendroff格式:

Qn+1
ij = Qn

ij −
%t
2%x

A(Qn
i+1,j − Qn

i−1,j)−
%t
2%y

B(Qn
i,j+1 − Qn

i,j−1)

+
(%t)2

2(%x)2
A2(Qn

i+1,j − 2Qn
ij + Qn

i−1,j
)
+

(%t)2

2(%y)2
B2(Qn

i,j+1 − 2Qn
ij + Qn

i,j−1
)

+
(%t)2

8%x%y
(AB+ BA)

[(
Qn
i+1,j+1 − 2Qn

i−1,j+1
)
−
(
Qn
i+1,j−1 − 2Qn

i−1,j+1
)]
.

九点格式

有限体积格式 (守恒格式): 此时 Qn
ij =

1
|Cij|
∫
Cij
q(x, y, tn) dxdy,其中

Cij
.
= [xi − !x

2 , xi + !x
2 ]× [yj − !y

2 , yj + !y
2 ].
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典型问题: 一个输运—扩散方程的初边值问题

定解问题 (其中 a, b是已知常数, b > 0,包含输运和扩散两种基本效应):






ut + aux − buxx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0, (方程及区域)

u(x, 0) = x, x ∈ (0, 1), (初值条件)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 1, t > 0. (边值条件)第一步: 构建离散化问题 (⇒差分方程)

区域离散化

取定空间步长 h = !x和时间步长 τ = !t,得到格点 (xk, tl) (0 ≤ k ≤ N, l ≥ 0). 这里 Nh = 1.
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一阶线性常系数输运方程的初值问题及其离散化
PDE问题: ut + aux = 0, u(x, 0) = f(x); x ∈ R, t > 0. 假设常数 a > 0. 精确解: u(x, t) = f(x − at) (速度为 a的右行波)

离散问题: τ–时间步长, h–空间步长. 置 λ
.
= τ/h . 对时间导数,采用一阶前差.

方案 1: 对空间导数,采用一阶前差:
u(x,t+τ)−u(x,t)

τ
+ a u(x+h,t)−u(x,t)

h = 0 ⇒ u(x, t+ τ) = (1+ λa)u(x, t)− λau(x+ h, t).

稳定性分析: 记平移算子 E: (Ef)(x) .
= f(x + h), I :恒等映射. 则 u(x, t + τ) = ((1 + λa)I − λaE)u(x, t) ⇒ u(x, nτ) = ((1 + λa)I − λaE)nu(x, 0) =

∑n
m=0 C

m
n (1 + λa)m(−λaE)n−mf(x) =

∑n
m=0 C

m
n (1 + λa)m(−λa)n−mf(x + (n − m)h).对固定的 x, t, h,设 t = nτ , ∀ε > 0,可构造 f使得

f(x + (n − m)h) = (−1)n−mε,从而 u(x, t) = ε
∑n

m=0 C
m
n (1 + λa)m(λa)n−m = (1 + 2λa)nε → +∞(τ → 0) ⇒计算不稳定性 (即使初值很小,但
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h = 0 ⇒ u(x, t+ τ) = (1− λa)u(x, t) + λau(x− h, t).
稳定性分析 (CFL条件): u(x, t) = u(x, nτ) = ((1 − λa)I + λaE−1)nf(x) =

∑n
m=0 C

m
n (1 − λa)m(λa)n−mf(x − (n − m)h). λa < 1 ⇔ τa < h

(Courant-Friedrichs-Lewy条件) ⇒ i)若 |f| ≤ ε,则 |u(x, t)| ≤ ε (有计算稳定性); ii)所依赖初值区间 [x− nh, x]在 x点上游 (左侧),且包含过 (x, t)点特征
线 X = a(T − t) + x (这里 T是自变量, X是因变量)的初值 x − at (注意 nh = t/λ,所以 at < nh); iii)收敛性: 差分格式的解收敛到精确解 (见下页证明).
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CFL条件 |a|%t < %x ⇒迎风差分格式的收敛性
设 f ∈ C2 且一阶和两阶导数有界,固定λ = τ/h. 记 u(x, t) = f(x− at)是精确解, v(x, t)是迎风差分格式得到的近似解,

由迭代关系 v(x, t+ τ) = (1− λa)v(x, t) + λav(x− h, t)确定. 置 w = u− v,那么

|w(x, t+ τ)− [(1− λa)w(x, t) + λaw(x− h, t)]| = |u(x, t+ τ)− [(1− λa)u(x, t) + λau(x− h, t)]|

=|f(x− at− aτ)− [(1− λa)f(x− at) + λaf(x− h− at)]| (Taylor展开)

=|f(x− at)− f′(x− at)aτ + O(τ 2)− (1− λa)f(x− at)− λa[f(x− at)− f′(x− at)h+ O(h2)]| = O(τ 2 + h2) = O(h2),

从而 supx |w(x, t+ τ)| ≤ (1− λa) supx |w(x, t)|+ λa supx |w(x− h, t)|+O(h2) =−−−−−−−−−−→
CFL条件: 0<λa<1

supx |w(x, t)|+O(h2).

对固定的 t > 0,设 t = nτ ,则

n → ∞ ⇔ τ → 0 ⇔ h → 0 ⇒ supx∈R |w(x, 0)| = supn∈Z maxx∈[nh,(n+1)h] |f(x)− f(nh)| = O(h) (Lagrange中值定理),

于是 supx |w(x, t)| ≤ supx |w(x, 0)|+ nO(h2) = O(h) + t
τ
hO(h) = (1+ t

λ
)O(h)= O(h) → 0 (h → 0). 收敛性得证!

CFL条件的物理意义: 不同网格内的波之间没有相互作用 (双曲型方程的本质性质—扰动 (波)具有有限传播速度,因

果律)

参考—孔德兴,偏微分方程,高等教育出版社, 2010. (第二章第一节)
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热传导方程初边值问题的显式差分格式
典型问题 (b > 0): ut = buxx, x ∈ (0, 1), t > 0; u(x, 0) = f(x), x ∈ (0, 1); u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t > 0.

离散化: h = 1/M—空间步长, τ = T/N—时间步长; wj
i
.
= u(ih, jτ), i = 0, 1, . . . ,M, j = 0, . . . ,N;齐次边界条件

⇒ wj
0 = 0 = wj

M;时间导数用一阶前差,空间导数用二阶中心差⇒ 显式格式:

u(x, t+ τ)− u(x, t)
τ

=
b
h2
(
u(x+ h, t)− 2u(x, t) + u(x− h, t)

)
σ =

bτ
h2

−−−−−−−→
x=ih,t=jτ

wj+1
i = wj

i + σ(wj
i+1 − 2wj

i + wj
i−1),

从而对 i = 1, . . . ,m .
= M− 1; j = 1, . . .,有 wj+1

i = σwj
i+1 + (1− 2σ)wj

i + σwj
i−1. (!)

稳定性分析: 置 Wj .
= (wj

1, · · · ,w
j
m)+,则 (!)可写为 Wj+1 = AWj ⇒ Wj = AjW0 , W0 由初值条件唯一确定.

A .
= (1 − σ)Im − σT =





1 − 2σ σ 0 · · · 0
σ 1 − 2σ σ · · · 0
0 σ 1 − 2σ · · · 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 0 · · · 1 − 2σ





m×m

, T .
=





1 −1 0 · · · 0
−1 1 −1 · · · 0
0 −1 1 · · · 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 0 · · · 1





m×m

.
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T =





1 −1 0 · · · 0

−1 1 −1 · · · 0

0 −1 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1





m×m

, Wj = AjW0, A = (1− σ)Im − σT, σ = bτ
h2 , Im : m阶单位阵

定理
矩阵 T的特征值为 λj = 1 − 2 cos jπ

m+1 , (j = 1, . . . , m),对应的右特征向量是 rj = (sin jπ
m+1 , sin

2jπ
m+1 , · · · , sin mjπ

m+1 )
# .

证明.由和差化积公式 sin(i − 1)x + sin(i + 1)x = 2 sin ix cos x得到− sin(i − 1)x + sin ix − sin(i + 1)x = (1 − 2 cos x) sin ix,写作矩阵形式,就是

T(sin x, sin 2x, · · · , sinmx)# = (1 − 2 cos x)(sin x, sin 2x, · · · , sinmx)#.

取 x = jπ
m+1 , j = 1, · · · ,m,就得到互不相同的 λj 及其对应的右特征向量 rj . !
A的特征值: 1 − σ − σ(1 − 2 cos jπ

m+1 ) = 1 − 2σ(1 − cos jπ
m+1 ) ∈ (1 − 4σ, 1).

Wj = AjW0 有界⇐矩阵 A的特征值在复平面单位圆内⇐ 1 − 4σ > −1 ⇐ 0 < σ < 1/2 (⇒保证了 ("): wj+1
i = σwji+1 + (1 − 2σ)wji + σwji−1 的

右端是凸组合)

结论–显式格式稳定的条件: 对步长要求 2bτ < h2 (与双曲型方程的 CFL条件对应! 但对时间步长要求更小,所以

算到指定时间需要更多迭代.)
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热传导方程初边值问题的隐式差分格式
典型问题 (b > 0): ut = buxx, x ∈ (0, 1), t > 0; u(x, 0) = f(x), x ∈ (0, 1); u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t > 0.

离散化: h = 1/M—空间步长, τ = T/N—时间步长; wj
i
.
= u(ih, jτ), i = 0, 1, . . . ,M, j = 0, . . . ,N;齐次边界条件

⇒ wj
0 = 0 = wj

M;时间导数用一阶后差,空间导数用二阶中心差⇒ 隐式格式: (σ .
= bτ

h2 )

1
τ
(wj

i − wj−1
i ) =

b
h2
(
wj
i−1 − 2wj

i + wj
i+1
)
⇒ wj

i = wj−1
i + σ

(
wj
i−1 − 2wj

i + wj
i+1
)

⇒ −σwj
i+1 + (1+ 2σ)wj

i − σwj
i−1 = wj−1

i (需解出左边的未知量)

稳定性分析: 矩阵形式 BWj = Wj−1 ⇒ Wj = (B−1)jW0 , B = (1+ σ)Im + σT.

B的特征值是 1+ σ + σ(1− 2 cos jπ
m+1 ) = 1+ 2σ(1− cos jπ

m+1 ) ∈ (1, 1+ 4σ). 于是 B−1 的特征值位于区间

( 1
1+4σ , 1)内. 从而迭代 Wj = (B−1)jW0 总是稳定的.

结论—隐式格式对计算步长无限制,但迭代时需要反解一个代数方程组.
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稳态方程: 扩散和输运效应的竞争
典型问题: a, b ∈ R, b > 0, aux − buxx = 0, ∀x ∈ (0, 1); u(0) = 0, u(1) = 1.精确解: u(x) =

1− eαx

1− eα
, x ∈ [0, 1],

其中 α
.
= a/b 体现输运项与扩散项的相对强度.

离散化方案 (一): 对一阶导数和二阶导数都用中心差分格式, uk = u(kh), h = 1/N, k = 0, . . . ,N; β
.
= αh/2. 则

a
uk+1 − uk−1

2h
− b

uk+1 − 2uk + uk−1

h2
= 0 ⇒差分方程 (1− β)uk+1 − 2uk + (1+ β)uk−1 = 0, 1 ≤ k ≤ N− 1.

差分方程的求解 (类比常系数 ODE):设 uk = λk ⇒特征方程 (1− β)λ2 − 2λ+ (1+ β) = 0 ⇒ λ1 = 1,λ2 =

1+β
1−β

⇔ uk = C1 + C2

(
1+β
1−β

)k 边界条件−−−−−−→
u0=0,uN=1

uk = U(N)(k) .
=

1− rk

1− rN
, r =

1+ β

1− β
, β

.
= αh/2

稳定性分析: r < 0 ⇔ 1− β2 < 0 ⇔ |β| > 1 ⇔ h > 2/|α| 时出现 rk 正负交错,从而 U(N)(k)振荡⇒计算不
稳定性

h > 2/|α| ⇔ |a|h > 2b:

在 h大小的尺度上输运效应强于扩散效应 (需要考虑关于输运方程的迎风差分格式,上游确定下游).
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典型问题: a, b ∈ R, b > 0, aux − buxx = 0, ∀x ∈ (0, 1); u(0) = 0, u(1) = 1.精确解: u(x) =
1− eαx

1− eα
, x ∈ [0, 1] ,

其中 α
.
= a/b 体现输运项与扩散项的相对强度

离散化方案 (二): 对一阶导数采用迎风格式 (a > 0时用后差, a < 0时用前差), 二阶导数用中心差分格式,
uk = u(kh), h = 1/N, k = 0, . . . ,N;

a
uRk − uLk

h
− b

uk+1 − 2uk + uk−1

h2
= 0, 1 ≤ k ≤ N − 1; u0 = 0, uN = 1; uRk =





uk, 若a > 0,

uk+1, 若a < 0;
uLk =





uk−1, 若a > 0,

uk, 若a < 0.

a > 0情形: 差分方程 a uk−uk−1
h − b uk+1−2uk+uk−1

h2 = 0解得 uk = U(N)(k) .
= 1−rk

1−rN .

i) r .
= 1+ αh = 1+ a

b h > 0,所以 U(N)(k)关于 k递增,计算稳定;

ii)收敛性: 取定 x ∈ (0, 1),设 k
N ≤ x < k+1

N , (注意 k与 N有关),或 Nx− 1 < k ≤ Nx. 那么用夹挤收敛定理,

eαx = limN→∞
(
1+ α

N

)Nx
= limN→∞

(
1+ α

N

)Nx−1 ≤ lim infN→∞ rk ≤ lim supN→∞ rk ≤
limN→∞

[(
1+ α

N

)N]x
= eαx⇒ Û(N)(x) → u(x),其中 Û(N)(x)是分段折线函数,在区间 [ kN ,

k+1
N ]上其表达式为

U(N)(k) + (x− k
N ) · N · (U(N)(k+ 1)− U(N)(k)). 注意 Û(N)(x)是关于 x单调递增的连续函数.

a < 0情形: 类似讨论.

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 15日 16 / 25



. .. .. .. .. .. .
差分格式

. .. .
输运方程

. .. .. .
热传导方程

. .. .
稳态扩散-输运方程

. .. .
扩散-输运方程

. .. .. .
波动方程

. .. .
Laplace方程

. .
例和习题

. .
阅读和作业

输运-扩散方程初边值问题的显式差分格式
定解问题 (其中 a, b是正的常数):

ut + aux − buxx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0; u(x, 0) = x, x ∈ (0, 1); u(0, t) = 0, u(1, t) = 1, t > 0 (♣)
离散化 (显式格式): 时间导数用一阶前差;输运项 (空间变量一阶导数)用迎风格式 (a > 0对应一阶后差);扩散
项 (空间变量二阶导数)用中心差分格式, (!t = τ —时间步长,!x = h—空间步长)⇒

ul+1
k − ulk

τ
+ a

ulk − ulk−1

h
− b

ulk+1 − 2ulk + ulk−1

h2
= 0 ⇒ ul+1

k =
bτ

h2︸︷︷︸
>0

ulk+1 +

[
1 −

(ah + 2b)τ

h2

]

︸ ︷︷ ︸
>0(稳定性条件)

ulk +
(ah + b)τ

h2︸ ︷︷ ︸
>0

ulk−1 (♠)

稳定性 (离散后的极值原理): 若 a > 0, b > 0,!t ≤ (/x)2

a/x+2b ,且初边值条件一致有界 (∃M > 0使得

|u0k |+ |ul0|+ |ulN| ≤ M, ∀0 ≤ k ≤ N, l ≥ 0),则 |ulk| ≤ M, ∀0 ≤ k ≤ N, l ≥ 0.
证明.数学归纳法. l = 0时用已知条件. 设结论对 l成立. 由于 (♠)右端是个凸组合,可知对 k = 1, . . . , N − 1,

−M ≤ min
j=k−1,k,k+1

ulj ≤ ul+1
k ≤ max

j=k−1,k,k+1
ulj ≤ M,

故 |ul+1
k | ≤ M. (对 k = 0和 N情形用边界条件.) !

极值原理: 设 u ∈ C2([0, 1]× [0,+∞))是 (♣)的经典解,则 0 ≤ u(x, t) ≤ 1, ∀x ∈ [0, 1], t ≥ 0. (证明思路: 置

v = u − εt,证明 v的极值点只能落在初值和边值边界. 为此用反证法,考虑内点是极值点时其各阶导数的符号性质.)
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输运-扩散方程初边值问题的隐式格式
定解问题 (其中 a, b是正的常数):

ut + aux − buxx = 0, x ∈ (0, 1), t > 0; u(x, 0) = x, x ∈ (0, 1); u(0, t) = 0, u(1, t) = 1, t > 0 (♣)
离散化 (隐式格式) —时间导数用一阶后差;输运项 (空间变量一阶导数)用迎风格式 (a > 0对应一阶后差);扩
散项 (空间变量二阶导数)用中心差分格式, (τ —时间步长, h—空间步长)⇒

ul+1
k − ulk

τ
+ a

ul+1
k − ul+1

k−1

h
− b

ul+1
k+1 − 2ul+1

k + ul+1
k−1

h2
= 0 ⇒ ul+1

k = ulk −
τ

h2

[
(ah + 2b)ul+1

k − bul+1
k+1 − (ah + b)ul+1

k−1
︸ ︷︷ ︸

.
=♥l+1

k

]
(†)

稳定性 (离散化极值原理) —条件: a > 0, b > 0,且 ∃M > 0使得 |u0k |+ |ul0|+ |ulN| ≤ M, ∀0 ≤ k ≤ N, l ≥ 0. 结

论: |ulk| ≤ M, ∀0 ≤ k ≤ N, l ≥ 0.

证明.数学归纳法. l = 0时的结论由条件保证. 设结论对任意 l ≥ 0成立,由 (†)反解出 ul+1
k , k = 1, . . . , N − 1. 设 |ul+1

j | = max0≤k≤N |ul+1
k |. i)若 j = 0

或 N,由条件可知对 l + 1结论仍成立. ii)设 0 < j < N,若 ul+1
j ≥ 0,则♥l+1

j ≥ 0 (注意其中 ah + 2b = b + (ah + b)),从而 (0 ≤)ul+1
j ≤ ulj ≤ M,即

max0≤k≤N |ul+1
k | ≤ M,结论对 l + 1成立. iii)若 ul+1

j < 0,则♥l+1
j < 0 (注意系数均非负),从而 (0 >)ul+1

j > ulj ≥ −M,依旧有

|ul+1
j | = max0≤k≤N |ul+1

k | ≤ M. !

结论—隐式格式对步长无限制,但每次迭代都需要解线性代数方程组.
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波动方程初边值问题的有限差分格式

问题: utt = a2uxx, 0 ≤ x ≤ l, T ≥ t ≥ 0; u(0, t) = 0, u(l, t) = 0; u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x)

方程离散化—二阶中心差分格式: 空间步长 h > 0,时间步长 τ > 0, h = l/N, τ = T/M, xi = ih, tj = jτ ,近似解

wj
i = u(xi, tj) (0 ≤ i ≤ N, 0 ≤ j ≤ M)

wj+1
i − 2wj

i + wj−1
i

τ 2
− a2

wj
i−1 − 2wj

i + wj
i+1

h2
= 0

σ
.
= aτ

h−−−→ wj+1
i = σ2wj

i−1 + 2(1− σ2)wj
i + σ2wj

i+1 − wj−1
i (♣)

边界条件离散化: wj
0 = 0,wj

N = 0, j = 0, 1, . . .

初始条件离散化: w0
i = f(xi) ;下面确定 w1

i :

一阶中心差分格式 ut(xi, tj) ∼ wj+1
i −wj−1

i
2τ (误差为 O(τ 2),与方程离散化的误差 O(h2 + τ 2)相

配)⇒ g(ih) = ut(ih, 0) ∼ w1
i −w−1

i
2τ ,由此定义 w−1

i
.
= w1

i − 2τg(xi),代入 (♣)(其中取 j = 0并移项

⇒ w1
i = (1− σ2)w0

i + τg(xi) +
σ2

2
(w0

i−1 + w0
i+1)
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迭代关系式





wj+1
i = σ2wj

i−1 + 2(1− σ2)wj
i + σ2wj

i+1 − wj−1
i ,

w0
i = f(xi), w1

i = (1− σ2)w0
i + τg(xi) + σ2

2 (w0
i−1 + w0

i+1).

矩阵形式: 记 A =





2− 2σ2 σ2 0 · · · 0
σ2 2− 2σ2 σ2 · · · 0

0 σ2 2− 2σ2 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 2− 2σ2





(N−1)×(N−1)

, σ = aτ
h = a/t

/x ,

W j = (wj
1, · · · ,w

j
N−1)

+, f 0 = (f(x1), · · · , f(xN−1))
+, g0 = (g(x1), · · · , g(xN−1))

+

W 1 =
1
2
Af 0 + τg0, W j+1 = AW j −W j−1

分块矩阵写法:

(
W j+1

W j

)
=

(
A −I

I 0

)(
W j

W j−1

)

Courant-Friedrichs-Lewy条件: 上述格式稳定⇔ σ ≤ 1
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定理

当 σ = a/t
/x ≤ 1时差分格式

(
W j+1

W j

)
=

(
A −I

I 0

)(
W j

W j−1

)
稳定.

证明. 1. 由 Laplace展开定理, B =

(
A −I
I 0

)
的行列式的绝对值为 1,若它有位于复平面单位圆内的特征值,就必然有在单位圆外的特征值. 设 λ是它的非零特征

值,对应右特征向量为

(
Y
Z

)
,即

(
A −I
I 0

)(
Y
Z

)
= λ

(
Y
Z

)
⇒ λY = AY − Z,λZ = Y ⇒ AY = (λ + 1

λ )Y ⇒ λ + 1
λ 是 A的特征值.

2. 考虑 Joukowsky变换 w = z + 1
z ,由于 w = eiθ + e−iθ = 2 cos θ,它将 |z| = 1映为区间 [−2, 2]. 反之,由一元二次方程求根公式, [−2, 2]的原像是单位圆周.

3. 注意到 A = (2 − σ2)I − σ2T,其中 T =





1 −1 0 · · · 0
−1 1 −1 · · · 0
0 −1 1 · · · 0
.
.
.

.

.

.
.
.
.

. . .
.
.
.

0 0 0 · · · 1





m×m

(m = N − 1),回忆下述定理,可知 A的特征值为

λ + 1
λ = 2 − σ2 − σ2(1 − 2 cos jπ

m+1 ) ∈ (2 − 4σ2, 2) ⊂ (−2, 2)(如果 σ ≤ 1)⇒ |λ| = 1 ⇒计算稳定.

定理 (复习)
矩阵 T的特征值为 λj = 1 − 2 cos jπ

m+1 , (j = 1, . . . , m),对应的右特征向量是 rj = (sin jπ
m+1 , sin

2jπ
m+1 , · · · , sin mjπ

m+1 )
# .
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Laplace方程

典型问题: 平面矩形区域 Ω = [0, a]× [0, b]上 Laplace方程 Dirichlet问题:∆u = 0, u|∂Ω = g(x, y)

离散化: 步长!x,!y,记 uj,k = u(j!x, k!y),用二阶中心差分格式

⇒ uj+1,k−2uj,k+uj−1,k
(/x)2 +

uj,k+1−2uj,k+uj,k−1
(/y)2 = 0 −−−−−−−−→

r=(/y//x)2
uj,k = 1

2(1+r) [uj,k+1 + uj,k−1 + r(uj+1,k + uj−1,k)]

取 r = 1 ⇒五点格式 uj,k = 1
4 [uj,k+1 + uj,k−1 + uj+1,k + uj−1,k] ⇒平均值公式.

解法一: 直接求解线性代数方程组 uj,k+1 + uj,k−1 + uj+1,k + uj−1,k − 4uj,k = 0 (大规模对角占优阵求逆,较为

困难)

解法二: 热流方法 (Jacobi迭代)–任取初始值 u(1)j,k 后迭代计算 u(n+1)
j,k = 1

4 [u
(n)
j,k+1 + u(n)j,k−1 + u(n)j+1,k + u(n)j−1,k] (缺

点: 收敛慢;本质: 对热方程 vt = vxx + vyy的时间导数用一阶前差,空间导数用二阶中心差离散化,其中取步长

!x = !y,!t = (!x)2/4,其稳态解就是 Laplace方程的解.)

解法三: 松弛迭代法– u(n+1)
j,k = u(n)j,k + ω

[
u(n)j,k+1 + u(n+1)

j,k−1 + u(n)j+1,k + u(n+1)
j−1,k − 4u(n)j,k

]
(ω ∈ (0, 1

2 )-松弛变量;求

解时按照行从下到上,每行从左向右的顺序对格点计算,从而式子右端的 u(n+1)
j,k−1 , u

(n+1)
j−1,k 两项由于位于要计算

格点的左侧和下方,根据边界条件或前面的计算结果,是已知的)(优点: 收敛快,极限满足五点格式)
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数值解法与解的概念的关系

以 Laplace方程 Dirichlet问题为例: 在 Ω内∆u = 0,在 ∂Ω上 u = f.

对应不同的解的概念,对其出现的偏导数离散化或将解用某些待定简单函数近似,转化为线性代数问题求解.

定义 1 —经典解: (有限差分法,计算函数在格点的值)

定义 2 —强解: 设 u ∈ C1(Ω̄), u|∂Ω = f,且对 Ω内任意光滑闭曲面 S,都有
∫
S

∂u
∂n dσ = 0,则称它是一个强解. (有

限体积法,计算函数在一个区间的积分平均值)

定义 3 —变分解: Dirichlet泛函 J[u] =
∫
Ω |Du(x)|2 dx在容许类A = {u ∈ C(Ω̄) : u|∂Ω = f}上的极小元. (有限

元素法—Ritz法,区域三角剖分,线性函数插值,转化为多元函数极值问题)

定义 4 —弱解: 设 u ∈ A,且对任意 v ∈ C1
c(Ω),成立

∫
Ω Du(x) · Dv(x) dx = 0. (有限元素法—Galerkine法)

Feynman-Kac公式: u(x) = Eω[f(X(τx(ω),ω))] (Brown运动和Wiener测度、停时;随机微分方程). (Monte-Carlo

方法,随机模拟)

参考: 谷超豪、李大潜、陈恕行、沈玮熙、秦铁虎、是嘉鸿: 数学物理方程. 上海科学技术出版社, 1987年. [第七章]
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习题 1. 证明: 设 f ∈ C3,则 f ′(x) = 1
2h

(
− 3f(x) + 4f(x+ h)− f(x+ 2h)

)
+ O(h2). (此结论用来离散化 Neumann边值

条件和 Robin边值条件.)
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阅读任务和作业

必读–郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp.38–50]

参考– Strauss, Walter A. Partial differential equations. An introduction. John Wiley & Sons, Inc., New York, 1992.

(Second edition, 2008.) [第八章]

参考– Sauer, Timothy. Numerical Analysis. Second edition. Pearson Education Asia Ltd., 2012. [第八章]

参考–LeVeque, Randall J. Finite volume methods for hyperbolic problems. Cambridge Texts in Applied Mathematics.

Cambridge University Press, Cambridge, 2002.

作业: P.41: 1, 2, 3; P.47: 1, 2.

最后更新: 2022-10-13
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偏微分方程
第四讲 二阶线性偏微分方程的分类和特征面
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我们去看很多人写以前人的事，写了很多很漂亮的介绍和批评。可是你自己没有经历过这一条路的

话，你事实上很难了解困难在什么地方，为什么人家会这样子想。要得到这个经验，不单要做习题，还要做

比较困难的习题。做困难的习题有什么好处呢？困难的习题往往是几个比较基本的问题的组合。我自己看

书的时候，常常会一本书一下子就看完了，觉得很高兴，因为看完了；可是重新再看，反而什么都不懂。我想

大家都有这个经验，主要的原因是什么呢？我们没有学好这学科，做比较困难的题目的时候，你就会发觉会

遇到困难。尤其是我们做一些题目的时候，往往就觉得似是而非，在脑子里面想，以为已经懂了、可以解决

了、就一厢情愿的很快的解决它，很快的看完那一本书，事实上这是欺骗自己，也不是训练基本功夫的方法。

一个好的题目，你应当坐下来用笔写下来一步一步地想，结果你会发现很多基本的步骤你根本没有弄清楚。

当你弄清楚的时候，你去看你以前需要的定理在哪里、怎么证的、我想你会慢慢了解整个学问的精义在哪

里。所以说，动笔去做题目是很重要的，我们做大学生的时候还愿意做这个事，往往做研究生的时候，就以

为了不起，毕业以后更不用讲，不会动手去写。一个题目在那里，我们很了不起地以为自己懂了，有些是很

明显，但有些是似是而非，好像差不多了，事实上不是，有很多巧妙在里面。我们一定要动手去做，当你在一

门课里面，基本功夫搞得很清楚以后，你就发现书里面很多是错的。在发现书本里的错误时，你的基本功夫

也不错了。

—丘成桐
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学习要点

掌握自变量非线性变换下二阶线性 PDE的变化规律

熟练掌握二阶线性 PDE的分类及标准形

会计算两个自变量二阶方程的特征线,并利用特征坐标求解方程

理解弱间断面和特征面的概念及其意义

了解一阶方程组的分类
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二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 4 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

二阶线性 PDE的分类
二阶线性 PDE:

∑n
i,j=1 aij(x)∂iju+

∑n
j=1 bj(x)∂ju+ c(x)u = f(x). 置矩阵 A(x) = (aij(x))n×n, 行向量值函数

b(x) = (b1(x), · · · , bn(x)) ⇒ 矩阵形式 Tr(A D2u) + 〈b,Du〉+ cu = f . (x ∈ Ω ⊂ Rn)

由于 D2u是实对称阵,利用矩阵迹的性质 Tr(AB) = Tr(BA), Tr(A!) = Tr(A),通过将 A换作 (A + A!)/2,可设上述A是实对称阵.

复习 (高等代数): n元实二次型 〈Aξ, ξ〉(或实对称阵 A)总可以化为标准形 (对角元为 0, 1,−1的对角阵). 不变量:

秩和符号差(或正、负惯性指数)

[证明: 第一步: 存在正交阵 O (Rn 基底的旋转和反射)使得 OAO! 是对角阵 (对角元是 A的特征值),归纳法, Gram-Schmidt正交化;第二步: 基向量的伸缩变换]

二阶线性 PDE的分类 ( 对每个点 x而言 —混合型方程: 在给定区域至少有两点其类型不同的方程)

i) 椭圆型: A(x)秩为 n且符号差是 n或 −n (即所有特征值非零且同号) [重点, Laplace方程]

ii) 双曲型: A(x)秩为 n且符号差是 n− 2或 2− n (即所有特征值非零且只有一个与其它的异号) [重点,波动方程]

iii) 超双曲型: A(x)秩为 n且符号差的绝对值小于 n− 2 (只有自变量个数 n ≥ 4时才可能)

iv) 抛物型: A(x)秩为 n− 1,符号差是 n− 1或 1− n,且 b(x)不与 kerA(x)正交 (即 A(x)只有一个零特征值且所有非零特征

值同号, PDE中关于 n个自变量的偏导数要真正出现) [重点,热传导方程]
v) 广义抛物型: A(x)秩 ≤ n− 1且不满足抛物型条件 iv)的其它二阶 PDE
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非线性变换下的二阶线性 PDE
定理 (C2微分同胚下 PDE类型不变)
在 C2 微分同胚 y = T(x)下, PDE Tr[A(x)D2u(x)] + 〈b(x),Du(x)〉+ c(x)u(x) = f(x) 变为

Tr[Ā(y)D2
yv(y)] + 〈b̄(y),Dyv(y)〉+ c(T−1(y))v(y) = f(T−1(y)),

其中 v(y) = u(T−1(y)),而 Ā(y) = DT(x)A(x)DT(x)$|x=T−1(y), b̄(y) = [b(x)DT(x)$ + Tr[A(x)D2T(x)]]|x=T−1(y),这里

Tr[A(x)D2T(x)] = (Tr[A(x)D2T1(x)], · · · , Tr[A(x)D2Tn(x)]).

该定理的意义: 方程类型与坐标无关,确实是客观属性,分类合理.
证明.记 y = T(x) = (T1(x), · · · , Tn(x)). 由于 u(x) = v(T(x)) = v(y),根据链式法则,

Du(x) = Dyv(y)DT(x) Du = ( ∂u∂x1
, · · · , ∂u∂xn

), Dyv = ( ∂v∂y1
, · · · , ∂v∂yn

);

D2u(x) = DT(x)!D2y v(y)DT(x) +
∑n

k=1
∂v(y)
∂yk

D2Tk(x); (按分量计算时注意 ∂jTi 中 i是行标, j是列标,所以为了凑成矩阵乘法,前一个 DT需要转置!)

⇒ Tr[A(x)D2u(x)] = Tr[A(x)DT(x)!D2y v(y)DT(x)] +
n∑

k=1

∂v(y)

∂yk
Tr[A(x)D2Tk(x)]

Tr(AB)=Tr(BA)
−−−−−−−−−→

第一项用

= Tr[DT(x)A(x)DT(x)!D2y v(y)] + 〈Tr[A(x)D2T(x)],Dyv〉.(⇒ 定理结论成立.)
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Tr[Ā(y)D2
yv(y)] + 〈b̄(y),Dyv(y)〉+ c(T−1(y))v(y) = f(T−1(y)),
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双曲型,椭圆型和超双曲型情形:
∑n

i=1 εi
∂2w
∂y2i

(y) + c̄w = f̄(y),其中 εi = 1或 −1,而 c̄是常数;

抛物型情形:
∑n−1

i=1
∂2w
∂y2i

(y)− ∂w
∂yn

(y) = f̄(y);

广义抛物型:
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∂2w
∂y2i
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∑m

i=1 εi
∂2w
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(y) + ∂w
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(y) = f̄(y),其中 εi = 1或 −1, m < n− 1.

证明关键: 主部 (二阶导数项)对角化后,方程形式变为
∑n

i=1 εi
∂2v
∂y2i

(y) + 〈b̄,Dyv〉+ c̄v = f̄(y).

i) 做变换 v(y) = eλ·yw(y)可以消去对应的输运项 (只要 εi = ±1): Dv(y) = w(y)eλ·yλ+ eλ·yDw(y),

D2v(y) = w(y)eλ·yλ$λ+ eλ·y[λ$Dw(y) + Dw(y)$λ] + eλ·yD2w(y). (注意,这里的 λ是行向量.)

ii) 对于 εk = 0的变量 yk,可通过对 yk 变量的伸缩变换和反射,使得对应输运项系数为 −1.
iii)由于输运项,例如 ∂v/∂yn 的存在,而没有 ∂2v/∂y2n 项,源项仍可通过变换 v(y) = eλnynw(y)消去.
iv)对于广义抛物型,首先化到
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或 −1. 如果 m < n− 1时 b̄k 不全为零,可把 (0, · · · , 0, b̄m+1, · · · , b̄n)作为新的 yn 方向,再消去零阶项. 要点: 这里要结合因
变量的变换 (状态空间中的变换). 证明中出现的变换有时会用到,需要留意.
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两个自变量二阶线性 PDE的标准形与特征线
只依赖于两个自变量 (x, y)的二阶线性 (C1 变系数)PDE

a11(x, y)uxx(x, y) + 2a12(x, y)uxy(x, y) + a22(x, y)uyy(x, y) + b1(x, y)∂xu(x, y) + b2(x, y)∂yu(x, y) + c(x, y)u(x, y) = f(x, y)

局部地,可通过自变量的非线性变换 ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y),化为如下标准形式

双曲型 (a11a22 − a212 < 0): 2uξη +低阶项 = ĝ(ξ, η)或 uξξ − uηη +低阶项 = ĝ(ξ, η)

椭圆型 (a11a22 − a212 > 0): uξξ + uηη +低阶项 = ĝ(ξ, η)
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ā11 ā12
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ā12 ā22

)
= ∂(ϕ,ψ)

∂(x,y)

(
a11 a12
a12 a22

)
∂(ϕ,ψ)
∂(x,y)

!
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局部地,可通过自变量的非线性变换 ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y),化为如下标准形式

双曲型 (a11a22 − a212 < 0): 2uξη +低阶项 = ĝ(ξ, η)或 uξξ − uηη +低阶项 = ĝ(ξ, η)

椭圆型 (a11a22 − a212 > 0): uξξ + uηη +低阶项 = ĝ(ξ, η)

抛物型 (a11a22 − a212 = 0在一个开集上成立时): uηη +低阶项 = ĝ(ξ, η)

证明概要:变换后主部系数矩阵 Ā = (DT) A (DT)! ,即

(
ā11 ā12
ā12 ā22

)
= ∂(ϕ,ψ)

∂(x,y)

(
a11 a12
a12 a22

)
∂(ϕ,ψ)
∂(x,y)

!
. 要确定函数 ϕ,ψ使得 ā11 = 0, ā22 = 0, 即求

解一阶完全非线性 PDE (♠) a11
(
∂z

∂x

)2
+ 2a12

∂z

∂x

∂z

∂y
+ a22

(
∂z

∂y

)2
= 0 .重要技巧 (利用微分化为 ODE):设解为 z = z(x, y),在等值线 z(x, y) = C上

zxdx + zydy = 0 ⇒非线性 ODE —特征方程 a11(x, y)dy
2 − 2a12(x, y)dxdy + a22(x, y)dx

2 = 0 : i)双曲型方程—有两个独立的实解 ϕ,ψ,得证 (思考: 这里 “独立”

是什么意思?); ii)抛物型方程—只有一个实解 ϕ,任取 ψ使得 T, T−1 ∈ C2 即可; iii)椭圆型—ODE通解形如 ϕ(x, y) + iψ(x, y) = C,取实函数 ϕ,ψ为新坐标即可.

定义: 方程 (♠)的解的等值线,或者特征方程的解确定的曲线,叫作上述 PDE的特征线. 例: 波动方程 utt − a2uxx = 0的特征线是 x ± at = C; 热方程

ut − a2uxx = 0的特征线是 t = C; Laplace方程 uxx + uyy = 0没有实特征线.
注意: 上述标准形是在一个开集内都成立的. 如果仅要求 ā12 = 0,未必能保证 uξξ, uηη 的系数是开集上的常数函数. 从证明看出,需要主项系数 aij ∈ C1.
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椭圆型 (a11a22 − a212 > 0): uξξ + uηη +低阶项 = ĝ(ξ, η)
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解一阶完全非线性 PDE (♠) a11
(
∂z

∂x

)2
+ 2a12

∂z

∂x

∂z

∂y
+ a22

(
∂z

∂y

)2
= 0 .重要技巧 (利用微分化为 ODE):设解为 z = z(x, y),在等值线 z(x, y) = C上

zxdx + zydy = 0 ⇒非线性 ODE —特征方程 a11(x, y)dy
2 − 2a12(x, y)dxdy + a22(x, y)dx

2 = 0 : i)双曲型方程—有两个独立的实解 ϕ,ψ,得证 (思考: 这里 “独立”

是什么意思?); ii)抛物型方程—只有一个实解 ϕ,任取 ψ使得 T, T−1 ∈ C2 即可; iii)椭圆型—ODE通解形如 ϕ(x, y) + iψ(x, y) = C,取实函数 ϕ,ψ为新坐标即可.

定义: 方程 (♠)的解的等值线,或者特征方程的解确定的曲线,叫作上述 PDE的特征线. 例: 波动方程 utt − a2uxx = 0的特征线是 x ± at = C; 热方程

ut − a2uxx = 0的特征线是 t = C; Laplace方程 uxx + uyy = 0没有实特征线.
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二阶线性 PDE的弱间断解及其弱间断面
定义 (弱间断解)
对区域 Ω ⊂ Rn 上的二阶线性 PDE Tr[A D2u] + 〈b,Du〉+ cu = f(x) ,设函数 u ∈ C1(Ω)且存在 n− 1维正则曲面

S ⊂ Ω,使得 u ∈ C2(Ω \ S), u在 Ω \ S上的各点满足上述 PDE,且 S上的点都是 u的二阶偏导函数的跳跃间断点 (即 S

两侧 u的二阶偏导函数的单侧极限存在但不相等),则称 u是上述 PDE的一个 弱间断解 ,而 S是这个解的一

个 弱间断面 .

例: u(x, t) =





[(x− at)2 − 1]2, |x− at| ≤ 1,

0, |x− at| > 1
是波动方程 utt − a2uxx = 0的一个弱间断解,其弱间断面是

{(x, t) : |x− at| = 1}. 弱间断面的物理意义: 信号 (扰动)传播的波前/波后

设弱间断面由方程 ϕ(x) = 0确定 (x = (x1, · · · , xn) ∈ Ω),如何计算它? 关键: 问题的等价提法 –找函数 ϕ,使得

在曲面 {ϕ = 0}上给定了 u及其一阶偏导数的值,无法利用 PDE唯一地确定 u的所有二阶偏导数. 解决的关键:

转换思考角度— 给定曲面,找 PDE要满足的条件!
袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 8 / 19
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n个自变变量的二阶 (线性)PDE的特征方程和弱间断面
问题: Tr[AD2u] + 〈b,Du〉+ cu = f(x) ,给定处处存在法向的 C2 曲面 S以及 u|S,Du|S, PDE满足何种条件时无法唯一
确定 D2u|S? 思考: 为什么要求 S是 C2 的? C1(连续可微)是否可以?

简单情形 设 S : {xn = 0},给定 u(x1, · · · , xn−1, 0), ∂xk u(x1, · · · , xn−1, 0) (k = 1, · · · , n),则所有二阶导数
∂2u
∂xi∂xj

(x1, · · · , xn−1, 0), ∂2u
∂xn∂xj

(x1, · · · , xn−1, 0) (i, j = 1, · · · , n− 1)都可用偏导数的定义唯一确定. 要通过 PDE

确定所有二阶偏导数, PDE要满足条件 Ann|S (= 0 ⇒{xn = 0}是弱间断面,则 Ann|S = 0.

一般情形 设 S : {ϕ(x) = 0},法向为 n = Dϕ,故已知 |Dϕ| (= 0. 取 x0 = (x01, · · · , x0n) ∈ S,不妨设

∂xnϕ(x0) (= 0,作变换 ξj = xj − x0j , (j = 1, · · · , n− 1), ξn = ϕ(x1, · · · , xn),该变换 Jacobi行列式为 ∂xnϕ(x0),所以

是局部 C2 同胚. 变换后 PDE主部系数为 Ākl(ξ) =
∑n

i,j=1 Aij(x) ∂ξk∂xi
∂ξl
∂xj

,曲面 S方程变为 ξn = 0. 由简单情形结

论,对弱间断面,需要 Ānn(ξ)|ξn=0 = 0 ⇒弱间断面满足一阶完全非线性 PDE
n∑

i,j=1

Aij(x)
∂ϕ

∂xi
∂ϕ

∂xj
= 0. (‡)

结论: 弱间断面 =特征曲面 (注意: 特征曲面定义为上述 PDE (‡)的解 z = ϕ(x)确定的等值面 {x ∈ Rn : ϕ(x) = C},是两个自变量情形的自然

推广)
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n个自变变量的二阶 (线性)PDE的特征方程和弱间断面
问题: Tr[AD2u] + 〈b,Du〉+ cu = f(x) ,给定处处存在法向的 C2 曲面 S以及 u|S,Du|S, PDE满足何种条件时无法唯一
确定 D2u|S? 思考: 为什么要求 S是 C2 的? C1(连续可微)是否可以?

简单情形 设 S : {xn = 0},给定 u(x1, · · · , xn−1, 0), ∂xk u(x1, · · · , xn−1, 0) (k = 1, · · · , n),则所有二阶导数
∂2u
∂xi∂xj

(x1, · · · , xn−1, 0), ∂2u
∂xn∂xj

(x1, · · · , xn−1, 0) (i, j = 1, · · · , n− 1)都可用偏导数的定义唯一确定. 要通过 PDE
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∂xnϕ(x0) (= 0,作变换 ξj = xj − x0j , (j = 1, · · · , n− 1), ξn = ϕ(x1, · · · , xn),该变换 Jacobi行列式为 ∂xnϕ(x0),所以

是局部 C2 同胚. 变换后 PDE主部系数为 Ākl(ξ) =
∑n

i,j=1 Aij(x) ∂ξk∂xi
∂ξl
∂xj

,曲面 S方程变为 ξn = 0. 由简单情形结

论,对弱间断面,需要 Ānn(ξ)|ξn=0 = 0 ⇒弱间断面满足一阶完全非线性 PDE
n∑

i,j=1

Aij(x)
∂ϕ

∂xi
∂ϕ

∂xj
= 0. (‡)

结论: 弱间断面 =特征曲面 (注意: 特征曲面定义为上述 PDE (‡)的解 z = ϕ(x)确定的等值面 {x ∈ Rn : ϕ(x) = C},是两个自变量情形的自然

推广)

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 22日 9 / 19



YU
AN

....
二阶线性 PDE的分类

. .. .
标准形

. .. .. .. .. .
弱间断面

. .
一阶方程组分类

. .. .. .. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

n个自变变量的二阶 (线性)PDE的特征方程和弱间断面
问题: Tr[AD2u] + 〈b,Du〉+ cu = f(x) ,给定处处存在法向的 C2 曲面 S以及 u|S,Du|S, PDE满足何种条件时无法唯一
确定 D2u|S? 思考: 为什么要求 S是 C2 的? C1(连续可微)是否可以?

简单情形 设 S : {xn = 0},给定 u(x1, · · · , xn−1, 0), ∂xk u(x1, · · · , xn−1, 0) (k = 1, · · · , n),则所有二阶导数
∂2u
∂xi∂xj

(x1, · · · , xn−1, 0), ∂2u
∂xn∂xj

(x1, · · · , xn−1, 0) (i, j = 1, · · · , n− 1)都可用偏导数的定义唯一确定. 要通过 PDE

确定所有二阶偏导数, PDE要满足条件 Ann|S (= 0 ⇒{xn = 0}是弱间断面,则 Ann|S = 0.

一般情形 设 S : {ϕ(x) = 0},法向为 n = Dϕ,故已知 |Dϕ| (= 0. 取 x0 = (x01, · · · , x0n) ∈ S,不妨设

∂xnϕ(x0) (= 0,作变换 ξj = xj − x0j , (j = 1, · · · , n− 1), ξn = ϕ(x1, · · · , xn),该变换 Jacobi行列式为 ∂xnϕ(x0),所以

是局部 C2 同胚. 变换后 PDE主部系数为 Ākl(ξ) =
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波动方程的特征锥
问题: 求解 PDE Tr[A D2u] + 〈b,Du〉+ cu = f(x)的特征方程

∑n
i,j=1 Aij(x) ∂ϕ∂xi

∂ϕ
∂xj

= 0,以确定弱间断面 {ϕ(x) = 0}.

第一步: 代数层次求解 (二次型的零化子空间): 求特征面的法向—行向量 α使得 〈αA,α〉 = 0 第二步: 分析层次求解 (Frobenius定理)–找曲面使得其法向为 α

Laplace方程: 无实特征面⇒无弱间断解⇒(解具有很高正则性)

(三维)热方程 ut − a2∆u = 0: 特征方向 α = (α0,α1,α2,α3),规范化⇒ |α| = 1,特征方程

⇒ α2
1 + α2

2 + α2
3 = 0 ⇒ α = (1, 0, 0, 0) ⇒ φ(x, t) = t − C (C是一个常数) ⇒特征面是 {t = C} (⇒解关于空间变量仍有高正则性)

(二维)波动方程 utt − a2∆u = 0: 特征方向 α = (α0,α1,α2),规范化⇒ |α| = 1,特征方程

⇒ α2
0 = a2(α2

1 + α2
2) ⇒特征方向为 α(θ) = ( a√

1+a2 ,
cos θ√
1+a2 ,

sin θ√
1+a2 ) (θ是参数),过点 (x0, y0, t0),以 α(θ)为法向

的平面族 a(t− t0) + (cos θ)(x− x0) + (sin θ)(y− y0) = 0 (♣) 满足特征方程⇒它的包络也满足特征方
程. (微分几何)包络的计算方法: (♣)关于参数 θ求导⇒ (− sin θ)(x− x0) + (cos θ)(y− y0) = 0,联立 (♣)消去
θ得到包络的曲面方程: (x− x0)2 + (y− y0)2 = a2(t− t0)2 (二维波动方程的特征锥面) (⇒双曲型方程解的正则
性差,尤其是在特征面附近)
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类比 ODE:每点给定切向量确定曲线;推广到高维: 每点给定切平面,确定超曲面;每点给定一个线性子空间,确

定一个子流形⇒ Frobenius定理
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余阳政,冯承天: 物理学中的几何方法. 高等教育出版社, 1998. (第 19章)
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两个自变量一阶线性常系数 PDE组的分类

ut + Aux + Bu = F(x, t) (这里 A,B是 n× n矩阵, u(x, t),F(x, t)是 n-维列向量值函数)

双曲型: A可以在实数域 R对角化 (在 B ≡ 0,F ≡ 0时存在形如 ei(x−λi t)ri (i = 1, · · · , n)的 n个平面波解. λi: A

的特征值; ri:对应于 λi 的特征向量).

严格双曲型 (所有实特征值互不相同).

例: 一维非线性弹性振动方程组 ρt − qx = 0, qt − σ(ρ)x = 0 (σ′(ρ) > 0);

例: 一维等熵气体动力学方程组 ρt + (ρu)x = 0, (ρu)t + (ρu2 + p(ρ))x = 0 (p′(ρ) > 0⇒在 ρ = ρ0, u = 0处

线性化⇒扰动量满足 ρt + ρ0ux = 0, ut + p′(ρ0)
ρ0

ρx = 0 ⇒ ρtt − p′(ρ0)ρxx = 0 ⇒
√
p′(ρ0) =音速.

椭圆型: A可以在复数域 C对角化,且所有特征值都是 (成对的共轭)虚数.
例: Cauchy-Riemann方程组 (复变函数): ux = vy, uy = −vx (w(x, y) = u(x, y) + iv(x, y)连续可微 +CR方程

⇒ w(z) = w(x, y)是全纯函数, z = x+ iy).

双曲–椭圆复合型: A可以在复数域 C对角化,且既有实特征值,也有虚特征值 (⇒成对出现,所以 n ≥ 3).
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例: 一维非线性弹性振动方程组 ρt − qx = 0, qt − σ(ρ)x = 0 (σ′(ρ) > 0);

例: 一维等熵气体动力学方程组 ρt + (ρu)x = 0, (ρu)t + (ρu2 + p(ρ))x = 0 (p′(ρ) > 0⇒在 ρ = ρ0, u = 0处

线性化⇒扰动量满足 ρt + ρ0ux = 0, ut + p′(ρ0)
ρ0

ρx = 0 ⇒ ρtt − p′(ρ0)ρxx = 0 ⇒
√
p′(ρ0) =音速.

椭圆型: A可以在复数域 C对角化,且所有特征值都是 (成对的共轭)虚数.
例: Cauchy-Riemann方程组 (复变函数): ux = vy, uy = −vx (w(x, y) = u(x, y) + iv(x, y)连续可微 +CR方程

⇒ w(z) = w(x, y)是全纯函数, z = x+ iy).

双曲–椭圆复合型: A可以在复数域 C对角化,且既有实特征值,也有虚特征值 (⇒成对出现,所以 n ≥ 3).
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例 1. 判断 PDE
∑n

i,j=1(δij − xixj)∂iju+ 2
∑n

i=1 xi∂iu+ cu = f的类型.

解. 1)置 x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn,则 A = (δij − xixj)1≤i,j≤n = In − B,其中 B = x$x. 显然 A已经是实对称阵了.

2)为求 A的特征值,先计算 B的特征值. 作正交阵 P使得 xP = (|x|, 0, · · · , 0),则 P$BP = diag{|x|2, 0, · · · , 0} ⇒ B

的特征值为 |x|2, 0, · · · , 0 ⇒ A的特征值为 1− |x|2, 1, · · · , 1.
3)故当 |x| < 1时该 PDE是椭圆型的, |x| > 1时是双曲型的, |x| = 1时是抛物型的.

总的来说,在 Rn 上这是一个混合型方程.
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例 2. 求方程 x2uxx − 2xyuxy + y2uyy + xux + yuy = 0的通解.

解. 1)判断类型: det

(
x2 −xy

−xy y2

)
= 0,故此方程在 xOy-平面的四个象限是抛物型的,在坐标轴上各点都是广义抛

物型的 (在原点处不是二阶方程).

2)特征方程: x2dy2 + 2xydxdy+ y2dx2 = 0.求解⇒ (xdy+ ydx)2 = 0 ⇒ d(xy) = 0 ⇒ xy = C.

3)坐标变换: 置 ξ = xy, η = y,直接链式法则计算,方程变为 ηuηη + uη = 0 (注意记号不严格之处!). 令

v = uη ⇒ (ηv)η = 0 ⇒ ηv = φ(ξ) ⇒ v = φ(ξ)/η ⇒ u = φ(ξ) ln |η|+ ψ(ξ) ⇒通解 u(x, y) = φ(xy) ln |y|+ ψ(xy),

φ,ψ ∈ C2, y (= 0.

思考: 为什么上面通解中会出现 y (= 0的限制? 这与 η的选法有什么联系?
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例 3. 将 Tricomi方程 yuxx + uyy = 0化为标准形.

解. 1)特征方程是 ydx2 + dy2 = 0. 故 y > 0时方程是椭圆型, y < 0时是双曲型, y = 0时是广义抛物型.

2) y < 0时特征方程⇒ (dx−
√
−ydy)(dx+

√
−ydy) = 0 ⇒特征线 x± 2

3 (−y)
3
2 = C. 作变换

ξ = x− 2
3 (−y)

3
2 , η = x+ 2

3 (−y)
3
2 ,计算得到标准形是 uξη + 1

6(ξ−η) (uη − uξ) = 0. (称为 Euler-Poisson方程.) 作自变

量的正交变换
(
α β

)
= 1√

2

(
1 1

−1 1

)(
ξ η

)
,又可化为 uαα − uββ − 1

3β uβ = 0.

3) y > 0时特征方程⇒ (dx− i√ydy)(dx+ i√ydy) = 0 ⇒复特征线 x± i 23 y
3
2 = C. 作变换 ξ = x, η = 2

3 y
3
2 ,计算得到

标准形是 uξξ + uηη + 1
3η uη = 0.

杨光俊: 欧拉–泊松–达布方程. 云南教育出版社, 1989.
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例 4. 求定解问题

uxx + 2(cos x)uxy − (sin x)2uyy − (sin x)uy = 0,

u|y=sin x = φ(x), uy|y=sin x = ψ(x).

解. 1)判断类型: det

(
1 cos x

cos x − sin2 x

)
= −1 < 0,故此方程是双曲型的.

2)特征方程是 dy2 − 2 cos xdxdy− sin2 xdx2 = 0 ⇒ dy
dx = cos x± 1 ⇒特征线为 y− sin x± x = C.

3)以特征线为坐标曲线: ξ = sin x+ x− y, η = sin x− x− y,直接计算得到标准形 4uξη = 0 ⇒ u(ξ, η) = f(ξ) + g(η).

4)曲线 y = sin x ⇔ η = −ξ ⇒初值条件变为 η = −ξ上 f(ξ) + g(−ξ) = φ(x) = φ(ξ) (♦)(注意 x = (ξ − η)/2);而

uy = −uξ − uη = ψ( ξ−η2 ) = ψ(ξ) −−−−−−−−−−−→
u(ξ,η)=f(ξ)+g(η)

f′(ξ) + g′(−ξ) = −ψ(ξ),对 (♦)求导得到

f′(ξ)− g′(−ξ) = φ′(ξ),联立解得 f′(ξ) = 1
2 [φ

′(ξ)− ψ(ξ)], g′(ξ) = − 1
2 [ψ(−ξ) + φ′(−ξ)] ⇒ f(ξ) =

1
2φ(ξ)−

1
2

∫ ξ
0 ψ(s) ds+ C1, g(ξ) = − 1

2

∫ 0
−ξ ψ(s) ds+

1
2φ(−ξ) + C2, (f(ξ) + g(−ξ) = φ(ξ) ⇒ C1 + C2 = 0). 于是

u(ξ, η) = 1
2 [φ(ξ) + φ(−η)] + 1

2

∫−η
ξ ψ(s) ds.

5)回到 (x, y)-坐标,得到解 u(x, y) = 1
2 [φ(sin x+ x− y) + φ(x+ y− sin x)] + 1

2

∫ x+y−sin x
x+sin x−y ψ(s) ds. !
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习题 1. 设 α ∈ R,判定方程 uxx − 2αuxy − 3α2uyy − uy + αux = f(x, y)的类型.

[答案: α = 0时抛物型; α (= 0时双曲型.]

习题 2. (本题中使用 Einstein求和约定: 重复的上下指标从 1到 m求和.) 给定 m维微分流形 M上的度量 g = (gij),

记 |g| = det(g), (gij) = (g−1)ij. 对光滑函数 u : M → R,定义梯度算子∇u = gij∂iu∂j,对光滑向量场 X = Xj∂j,定义其

散度∇ · X = 1√
|g|
∂i(
√

|g|Xi). 定义 Laplace-Beltrami算子∆u = ∇ · (∇u) = 1√
|g|
∂i(
√

|g|gij∂ju).
(1)若 g是黎曼度量 (处处正定的对称实矩阵),证明上述∆是椭圆型偏微分算子;

(2)若 g是Miknowskii度量 (处处是秩为 m,符号差是 m− 2的对称实矩阵),证明上述∆是双曲型偏微分算子.

习题 3. 试定义一阶线性方程的弱间断解及其弱间断面的概念,并给出其弱间断面的刻画.

补充: 方程式 ax2 + bx+ c = 0的求根公式 x = 2c
−b∓

√
b2−4ac ,它对 a = 0的情形也有效. 特别的, a = 0时,如果 b > 0,

取 −号; b < 0时取 +号,所得解是奇异摄动问题的真正的解.
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阅读任务和作业

必读—郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp. 58–70]

作业: P. 62: 1(i); P. 66: 1, 2; P. 71: 1(i, iii, v); 2, 3.

最后更新：2022-10-12
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偏微分方程
第五讲 连续介质与波动方程

袁海荣 (华东师范大学数学科学学院)

2022年 9月 26日
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在数学的所有学科中,微分方程理论是最重要的. 物理学的所有分支提出问题,它们可以被归结为微分
方程的积分. 更一般地,所有依赖于时间的自然现象都由微分方程理论所给出.

—1842年 12月 17日—1899年 2月 18日

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lie/
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学习要点

了解波动方程的物理背景 (弹性力学、电动力学、流体力学)

了解建立 PDE模型的基本思路

体会数学如何用函数、向量、矩阵等概念以及微分、积分等运算,刻画物理对象
及物理规律

复习、熟练掌握多元微积分的概念、公式、计算

理解弦振动方程和三类边界条件的物理意义,熟练掌握常见定解问题的写法

理解能量积分和齐次化原理的物理依据,初步掌握这两种方法
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弦振动方程的推导 (一): 微元法
实际问题: 研究弦的横振动 (乐器: 提琴、吉他、二胡等弦乐⇒声乐理论)

对物理对象及描述它的数学量的假设 (合理性依赖数学理论是否逻辑自洽、所得结论与实践是否相符来判定)

(i) 弦—柔软的均匀的细线
细线: 弦的截面直径与其长度相比很小,可以看成数学上的线;
柔软: 弦不抵抗使其弯曲的形变,但伸长时产生抵抗伸长的张力 T. 弦上某点的张力沿着在该点弦的切向拉伸位于另一侧的弦;
均匀: 弦的截面形状不随其长度位置而改变,线密度 ρ(x, t) (单位长度弦的质量)和绷紧后的张力 T(x, t)处处是常数.

ii) 横振动—平衡位置附近的微小的横向运动
平衡位置: 把弦绷紧,将其静止时的位置看作区间 [0, l];此时弦上各点的张力大小记为 T0,质量线密度为常数 ρ0;
横振动: 取定欧氏平面 {(x, y)},平衡时位于 x点的弦上的质点只沿垂直于 x-轴的方向在 xy-平面内往复运动. 记 t时刻它的位移为 u(x, t),即在 t时刻,平

衡时位于 x的质点的坐标是 (x, u(x, t)). 函数 y = u(x, t)是描述弦运动状态的关键量. 弦运动的速度—ut(x, t),以下均假设 u ∈ C2;

平衡位置附近的微小的横向运动: 指弦的绝对位移 |u(x, t)|(和自己的平衡位置比)和相对位移 |ux(x, t)|(和相邻质点比)都是小量.

外力 (比如重力) – f(x, t): x处质量微元 ρ(x, t) dx受到的与 x-轴垂直的外力为 ρ(x, t)f(x, t) dx (注意: f(x, t)带

有加速度的量纲,此外假设与 x-轴平行方向无外力)

端点条件 : 假设弦的两端点固定 (Dirichlet条件) — u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, ∀t ≥ 0.

物理定律 (物理量之间的关系): 质量守恒 +牛顿第二定律 +力的独立作用原理 (线性叠加原理)
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物理定律 (物理量之间的关系):

i) 质量守恒 (弦的任意微元的质量在运动过程中不改变)

ii) 牛顿第二定律 (F = m dv
dt 导数—微观形式)或冲量定律 (力 ×力作用的时间 =力产生的冲量,质点的动

量 =速度 ×质量;冲量 =系统动量的改变量,积分—宏观形式
∫
Fdt =

∫
d(mv))

iii) 力的独立作用原理 (力合成的平行四边形法则—线性空间)

微元及其受力分析: 取 [a, b] ⊂ [0, l],考虑平衡时位于 [a, b]区间的这段弦的运动. 受力: 两端点的张力和与

x-轴垂直方向的外力. 沿平行于 x-轴的方向无运动,故 x-轴方向所受合力为零;与 x-轴垂直方向 (即 y-方向)受

力导致弦的横向运动,有加速度

运动中弦的张力和线密度的变化: t时刻弦由函数 y = u(x, t)的图像给出⇒[a, b]段长度变为
∫ b
a

√
1+ ux(x, t)2 dx. 用等价无穷小√

1 + x − 1 ∼ 1
2 x (x → 0)可知

∫ b
a
√
1 + ux(x, t)2 dx − (b − a) = O(u2x). 在忽略两阶小量 u2x 意义下弦的长度

没有改变,从而可认为弦的张力大小在运动中没有改变.

由质量守恒,
∫ b
a ρ(x, t)

√
1+ ux(x, t)2 dx = ρ0(b− a). 由 a, b的任意性 +积分中值定理 +被积函数连续性假设

⇒ ρ0 = ρ(x, t)
√
1+ ux(x, t)2 . 用等价无穷小√

1 + x − 1 ∼ 1
2 x (x → 0)可知 ρ0 = ρ(x, t)

√
1 + ux(x, t)2 ∼ ρ(x, t)(1 + 1

2 u
2
x) ∼ ρ(x, t)

(即忽略两阶小量 u2x 意义下弦的线密度没有改变). 目的: 解释了在模掉二阶及以上小量后的等价类意义下,前述关于弦的假设的逻辑自洽性.

关键: 类比微分的概念,抓主要矛盾—弦振动的主导量是一阶小量 (如 u及其导数)
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x-方向受力 (请画图): 设张力的强度值是 T(x, t),方向沿曲线 y = u(x, t)的切向指向 (a, b)段弦外侧. 设 α(x, t)为

y = u(x, t)的切向与 x-轴正向的夹角,则 tanα(x, t) = ux(x, t),而张力的 x-方向分量为

T(x, t) cosα(x, t) = T(x,t)√
1+ux(x,t)2

. x-方向受力为零⇒ T(a,t)√
1+ux(a,t)2

= T(b,t)√
1+ux(b,t)2

.
= T̃(t) (♦) 再利用等价无穷小

(1 + x)α − 1 ∼ αx (x → 0),忽略二阶小量 u2x ,得到 T(a, t) = T(b, t),也印证了可近似认为弦即使在振动过程中,其张力大小也是常数 (但可能与时间有关)+

弦长和平衡时基本未变⇒仍可近似认为 T̃(t) ≡ T0

y-方向受力: 张力的 y-方向分量和为 T(b, t) sinα(b, t)− T(a, t) sinα(a, t) (减号与区间 (a, b)定向有关, a是左侧,张力拉伸弦段

(a, b),故也指向左侧,取负号;注意 sinα(x, t) = ux√
1+u2x

);外力为
∫ b
a f(x, t)ρ(x, t)

√
1+ ux(x, t)2 dx =

∫ b
a f(x, t)ρ0 dx,故弦段 (a, b)

所受合力为为 T(b, t) ux(b,t)√
1+ux(b,t)2

− T(a, t) ux(a,t)√
1+ux(a,t)2

+
∫ b
a f(x, t)ρ0 dx −−→

(♦)
T̃(t)(ux(b, t)− ux(a, t)) +

∫ b
a f(x, t)ρ0 dx

τ 时刻弦段 (a, b)的动量:
∫ b
a ρ(x, τ)ut(x, τ)

√
1+ ux(x, τ)2 dx =

∫ b
a ρ0ut(x, τ) dx

冲量定律:
∫ b

a
ρ0ut(x, t) dx−

∫ b

a
ρ0ut(x, s) dx =

∫ t

s

{
T̃(τ)(ux(b, τ)− ux(a, τ)) +

∫ b

a
f(x, τ)ρ0 dx

}
dτ

−−−−−−−−→
微积分基本定理

∫ b
a

∫ t
s ρ0utt(x, τ) dτdx =

∫ t
s

∫ b
a [T̃(τ)uxx(x, τ) + f(x, τ)ρ0] dxdτ

被积函数连续−−−−−−−→
累次积分换序

∫ t
s

∫ b
a [−ρ0utt(x, τ) + T̃(τ)uxx(x, τ) + f(x, τ)ρ0] dxdτ = 0 0≤s<t,0≤a<b≤l任意性−−−−−−−−−−−−−→

积分中值定理
utt(x, t) = T̃(t)

ρ0
uxx(x, t) + f(x, t) ⇒

弦振动方程: utt = a2uxx + f(x, t), a2 .
= T0/ρ0
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能量积分将 PDE乘以解或其导数的函数,写为散度形式,找到一些正定量满足的 ODE,运用泛函分析理论

典型定解问题—两端固定弦的振动:

x ∈ [0, l], t ≥ 0; utt = a2uxx + f(x, t); u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

功 =力 ·位移;功率 =力 ·速度 (向量内积)

弦振动过程中外力 f(x, t)在时刻 t对位于 x处单位质量弦的功率

= f(x, t)ut(x, t) = ututt − a2utuxx = 1
2 (u

2
t )t − a2[(utux)x − 1

2 (u
2
x)t] =

1
2 [u

2
t + a2u2x ]t − (a2utux)x ⇒ f ≡ 0时成立(局

部)能量守恒定律 (熵 -熵流对方程) [
1
2
u2t +

a2

2
u2x ]t − (a2utux)x = 0

弦振动过程中外力 f(x, t)在时刻 t对整个弦所作的功率

=
∫ l
0 f(x, t)ρ0ut(x, t) dx =

∫ l
0 [

ρ0
2 (u

2
t + a2u2x)t − ρ0a2(utux)x] dx

微积分基本公式−−−−−−−−−→
含参变量积分求导

=

d
dt

∫ l
0

ρ0
2 (u

2
t + a2u2x) dx− ρ0a2utux|x=l

x=0
机械能 =动能 +势能:E(t) .=

∫ l
0(

ρ0
2 u2t +

T0
2 u2x) dx−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

边界条件⇒ut|x=0,l≡0
E′(t) =

∫ l
0 f(x, t)ρ0ut(x, t) dx

经典解的唯一性: 利用叠加原理, f ≡ 0,φ ≡ 0,ψ ≡ 0 ⇒ E′(t) ≡ 0,E(0) = 0 ⇒ (u =常数)+边界条件⇒ u ≡ 0

(注意: 只需 Du(·, t), ut(·, t) ∈ L2((0, l))即有意义,可引入 Sobolev空间 H1
0([0, l])和弱解概念)
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齐次化原理将非齐次线性发展型方程初 (边)值问题转化为无限个齐次方程的初 (边)值问题

待解问题 (I) —两端固定弦的受迫振动:

x ∈ [0, l], t ≥ 0; utt = a2uxx + f(x, t); u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0

假设已解决的问题 (II) —两端固定弦的自由振动:

x ∈ [0, l], t ≥ 0; utt = a2uxx; u(0, t) = u(l, t) = 0, u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

如何将 (I)转化为 (II)而予以解决? 将物理过程分解为两步:

第一步: 在 τ ≥ 0时刻, dτ 时间段内,外力 f(x, τ)作用于弦,使得弦具有速度 f(x, τ)dτ

第二步: 对固定的 t > 0,设 τ < t时,弦在上述 τ 时刻的速度 f(x, τ)dτ 按弦的自由振动机制,导致在 t时刻弦的位移的改变,该改变量记为

,u(x, t; τ) = w(x, t; τ) dτ ,其中 w(x, t; τ)是如下问题的解 (t ≥ τ ,而 τ 被看作参数):

(II)型问题: x ∈ [0, l], t ≥ τ ; wtt(x, t; τ) = a2wxx(x, t; τ); w(0, t; τ) = w(l, t; τ) = 0, w(x, τ ; τ) = 0, wt(x, τ ; τ) = f(x, τ). (注意成

立 x ∈ [0, l], t ≥ τ ; (,u)tt(x, t; τ) = a2(,u)xx(x, t; τ); ,u(0, t; τ) = ,u(l, t; τ) = 0,,u(x, τ ; τ) = 0, (,u)t(x, τ ; τ) = f(x, τ) dτ. )

假设上述过程产生的效应可以直接累加 (独立作用原理,或线性叠加原理) (I)的解为 u(x, t) =
∫ t
0 ,u(x, t; τ) =

∫ t
0 w(x, t; τ) dτ

数学验证: u(x, t) =
∫ t

0
w(x, t; τ) dτ 是 (I)的解 (用含参变量积分的求导公式) [体会物理与数学的关系!]
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边界条件
Dirichlet条件—给定 u|∂Ω: 弦的端点被固定 (例如 u(0, t) = 0)或按已知约束运动 u(l, t) = r(t)

Neumann条件—给定 ∂u
∂ν

|∂Ω (ν 为 ∂Ω外单位法向): 例如,弦的右端点在 y-方向受到外力 g(t)而沿 y-方向自由

滑动 (注意弦的端点作为一个点没有质量,从而在 y-方向力要平衡)

⇒ g(t) = T(l, t) sinα(l, t) = T(l, t) ux(l,t)√
1+ux(l,t)2

= T̃(t)ux(l, t) ⇒ ux(l, t) = g(t)/T0 (♣)

Robin条件—给定 ( ∂u
∂ν

+ σu)|∂Ω: 例如,弦的右端点在 y-方向受到的外力 g(t)来自于满足 Hook定律的弹簧:

g(t) = −σ(u− u0)
代入−−→
(♣)

ux(l, t) + σ
T0
u = σ

T0
u0 (σ > 0, u0 是弹簧的平衡位置)

ux + σut = r(t): 例如 (♣)中外力 g(t)是与速度成正比,方向相反的摩擦力: g(t) = −kut,就得到 ux + k
T0
ut = 0

一般情形: ux + σut + hu = r(t)

内部衔接条件: 不同材质的弦在一点 x = a ∈ (0, l)拼接— u(a−, t) = u(a+, t) (位移相同); ux(a−, t) = ux(a+, t)

(形变相同) (注意: 与纵振动不同,这里在连接点没有切向内应力,要保证 a点两侧张力在同一条线上才能平衡)

初始条件: u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (初始位移和速度都必须给定,两个初始条件)

Cauchy问题: 区域为 −∞ < x < +∞, t > 0,只有初始条件

初边值问题: 既有初始条件,也有边界条件
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弦振动方程的推导 (二): 离散化⇒连续化 (ODE⇒PDE)
假设在平衡位置弦长为 L,位于区间 [0, L],线密度为常值 ρ0,张力大小为常值 T0. 将弦均分为 N段,每段长

h .
= L/N. 记 xn

.
= nh, yn(t)

.
= u(xn, t), n = 0, 1, . . . ,N. 假设 yn(t), (yn+1(t)− yn(t))/h都是小量

设每段弦的质量 ρ0h集中在一个位于 xn 的质点上,该质点在 xy-平面内垂直于 x轴作往复运动 yn(t) ⇒加速度为
y′′n (t). 质点 xn 与相邻的质点通过无质量的弹簧连接,从而有相互作用力: 沿 y方向,右侧质点 xn+1 给 xn 的力为
T0
h (yn+1(t)− yn(t));左侧质点 xn−1 给 xn 的力为 T0

h (yn−1(t)− yn(t)). 所以质点 xn 受到的合力为两者之和:
T0
h

(
yn+1(t) + yn−1(t)− 2yn(t)

)

由 Newton第二定律, ρ0hy′′n (t) =
T0
h

(
yn+1(t) + yn−1(t)− 2yn(t)

)
⇒ y′′n (t) =

T0
ρ0

(
yn+1(t) + yn−1(t)− 2yn(t)

h2

)

ODE的 Cauchy问题: N ∈ N, y0(t) ≡ 0, yN(t) ≡ 0, yn(0) = an, y′n(0) = bn, n = 1, . . . ,N− 1. (空间二阶导数中

心差分后的半离散化问题)

h → 0,置 a .
=

√
T0/ρ0,设函数 u(x, t) ∈ C2,得到 u满足波动方程 utt = a2uxx

思考题: 严格证明 ODE初值问题解的存在性,并证明 N → ∞ (即 h → 0)时所得解 {yNn } (可采用分段折线连接
得到连续函数作为 PDE近似解)确实收敛到波动方程初边值问题的解? 参考文献 Denis Nikitin, Carlos Canudas-de-Wit and Paolo

Frasca: A Continuation Method for Large-Scale Modeling and Control: from ODEs to PDE, a Round Trip. arXiv:2101.10060v1, 25 Jan 2021
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膜振动方程 (二维波动方程)的推导

基本假设: 均匀柔软薄膜的微小横振动 [推导 PDE,与边界条件无关]
膜—曲面; 平衡位置 — Ω ⊂ R2(带直角坐标 (x, y)); 均匀 —质量面密度 (单位面积膜具
有的质量)是常数 ρ0; 横振动 —平衡时位于 (x, y)的膜上的质点在 t时刻位于 R3中坐标
是 (x, y, z = u(x, y, t))的点 (即膜在 t时刻的曲面由函数 z = u(x, y, t)的图像确定).
ρ(x, y, t) — t时刻曲面在 (x, y, u(x, y, t))点的质量 (面)密度函数
微小—假设 u ∈ C2(Ω× R+),且 |u|, |ut|, |Du| = |(ux, uy)| % 1
柔软—膜对弯曲变形不产生抵抗力,但对伸长 (使面积增大)有抵抗力 (张力)
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张力的刻画 (难点,配图说明)
张力的方向 : 在 t时刻,对膜上任一 C1曲线 S : x = x(s), y = y(s), z = u(x(s), y(s), t)
(s ∈ [0, s0]是弧长参数),在曲线 S上对应水平坐标为 (x, y)的点,设该曲线的单位切向是
t(x, y, t) (它也是曲面的一个切向量),曲面的单位法向为 n(x, y, t),则 R3中向量外积
t(x, y, t)× n(x, y, t)是曲面的另一个切向量 (也是曲线 S在曲面上的法向). 张力的方向沿此
切向,拉伸位于曲线 S另一侧的膜曲面
张力的大小—张力 (线)密度函数 T(x, y, t) (类比压强的概念): 曲线 S位于 t× n一侧的膜
对另一侧膜的拉伸力 (张力)是
∫ s0
0 T(x(s), y(s), t)t(x(s), y(s), t)× n(x(s), y(s), t) ds =

∫
S Tt× n ds (第一型曲线积分)

假设平衡时薄膜张力密度函数是常数 T0;运动之后其张力密度函数仍用 T0近似
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微元法: 任取 Σ ⊂ Ω, ∂Σ = {x = x(s), y = y(s) : s ∈ [0, s0]} ∈ C1. 记 Σt = {(x, y, u(x, y, t)) : (x, y) ∈ Σ},则
∂Σt = {(x(s), y(s), u(x(s), y(s), t)) : s ∈ [0, s0]}. Σt 上指向 ez 方向的单位法向 n = (−ux,−uy, 1)/

√
1+ |Du|2

物理定律: i) 质量守恒 (复习曲面 Σt 的面积元 dσ =
√
1+ |Du|2 dxdy)⇒ ρ0 =

√
1+ |Du|2ρ(x, y, t) ii) Newton

第二定律 (冲量定律)

设单位质量的膜仅受到沿 z方向的外力 f(x, y, t) — 通过 Σt 受到的 z-方向外力为 (第一型曲面积分)
∫
Σt

f(x, y, t)ρ(x, y, t) dσ =
∫
Σ ρ0f(x, y, t) dxdy来定义

时间段 [c, d]内 z-方向外力产生的冲量:
∫ d
c

∫
Σ ρ0f(x, y, t) dxdy dt

时间段 [c, d]内膜的 z-方向动量的改变量: (动量定义,质量守恒,微积分基本定理,积分换序)
∫
Σt

ut(x, y, d)ρ(x, y, d) dσ −
∫
Σt

ut(x, y, c)ρ(x, y, c) dσ =
∫
Σ(ut(x, y, d)− ut(x, y, c))ρ0 dxdy

=
∫
Σ

∫ d
c utt(x, y, t)ρ0 dtdxdy =

∫ d
c

∫
Σ utt(x, y, t)ρ0 dxdydt Stokes公式

∫∫

S
(∇ × F) · n dσ =

∮

∂S
F · ds

Σt 外侧的膜对它的沿 z-方向的张力
∫
∂Σt

Tt× n · ez ds. 注: 要求 t (即 ∂Σt 的定向)与 n满足右手法则. 只考虑 z-方向受力及运动.

∫

∂Σt

Tt× n · ez ds
向量运算公式−−−−−−−−−−→

(a×b)·c=a·(b×c)
=

∫

∂Σt

T(n× ez) · t ds
第一型曲线积分,Stokes公式−−−−−−−−−−−−−−→∫

∂Ω ω=
∫
Ω dω

=

∫

Σt

curl(Tn× ez) · n dσ

Stokes公式 (1854年): 设 S是可定向 (双侧)C1 曲面,边界 ∂S逐段 C1, P,Q,R是 S ∪ ∂S上 C1 向量场,
则∮

∂S P dx + Q dy + R dz =
∫∫

S(Ry − Qz) dydz + (Pz − Rx) dzdx + (Qx − Py) dxdy,又 ndσ = (dydz, dzdx, dxdy)(在坐标平面的投影面积元)
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Σt 外侧的膜对它的沿 z-方向的张力:
∫
∂Σt

Tt× n · ez ds =
∫
Σt
curl(Tn× ez) · n dσ

n × ez = 1√
1+|Du|2

∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
−ux −uy 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣
=

(−uy,ux,0)√
1+|Du|2

, curl(Tn × ez) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ex ey ez
∂x ∂y ∂z

−Tuy√
1+|Du|2

Tux√
1+|Du|2

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

=

(−∂z(
Tux√

1 + |Du|2
),−∂z(

Tuy√
1 + |Du|2

)

︸ ︷︷ ︸
=0,因为这里的函数均不依赖于变量 z

, ∂x(
Tux√

1+|Du|2
) + ∂y(

Tuy√
1+|Du|2

))

curl(Tn × ez) · n dσ = (0, 0, ∂x(
Tux√

1+|Du|2
) + ∂y(

Tuy√
1+|Du|2

)) · (−ux,−uy, 1)(dxdy) = [∂x(
Tux√

1+|Du|2
) + ∂y(

Tuy√
1+|Du|2

)] dxdy

时间段 [c, d]内 Σt 外侧的膜对它的沿 z-方向的张力产生的冲量:
∫ d
c

∫
∂Σt

Tt× n · ez ds dt =
∫ d
c

∫
Σ

[
∂x(

Tux√
1+|Du|2

) + ∂y(
Tuy√

1+|Du|2
)

]
dxdy dt

冲量定律⇒
∫ d
c

∫
Σ utt(x, y, t)ρ0 dxdydt =

∫ d
c

∫
Σ

[
∂x(

Tux√
1+|Du|2

) + ∂y(
Tuy√

1+|Du|2
)

]
dxdy dt+

∫ d
c

∫
Σ ρ0f(x, y, t) dxdy dt

积分中值定理−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
c,d,Σ 的任意性 +被积函数连续的假设

ρ0utt =
[
∂x(

Tux√
1+|Du|2

) + ∂y(
Tuy√

1+|Du|2
)

]
+ ρ0f(x, y, t)

a2 .= T0
ρ0−−−−−−−−−−−−−→

T√
1+|Du|2

−T0是二阶小量

二维波动方程 utt = a2(uxx + uyy) + f(x, y, t)

边界条件: 类似弦振动情形讨论
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. .
例和习题

. .
阅读和作业

双曲平均曲率方程 =非线性膜的自由振动

回顾对膜振动方程的推导,其中得到 ρ0utt =
[
∂x(

Tux√
1+|Du|2

) + ∂y(
Tuy√

1+|Du|2
)

]
:

定理 (R3 中曲面的微分几何): 函数 z = f(x, y)图像的平均曲率是 H(f) = 1
2 div

(
Df√

1+|Df|2

)
,高斯曲率是

K(f) = det(D2f)
(1+|Df|2)2 .

参考 (n维情形): David Gilbarg, Neil S. Trudinger: Elliptic Partial Differential Equations of Second Order. Springer, 2001. (pp. 356-357)中译本: 二阶椭圆型偏微分方

程,第二版修订版,高等教育出版社, 2016. (334-335页)

蓝色方程中取 T = T0 ⇒膜自由振动方程 utt = 2a2H(u) (双曲平均曲率方程),其中 a2 = T0
ρ0

: u = u(x, y, t)满足

二阶拟线性双曲型方程

1
a2

utt = ∂x



 ux√
1+ u2x + u2y



+ ∂y



 uy√
1+ u2x + u2y
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膜振动

. .. .. .
弹性体振动

. .. .
Maxwell方程组

. .. .
Euler方程组

. .
例和习题

. .
阅读和作业

弹性介质中的振动方程 (三维波动方程)
假设: 均匀、各向同性的线性弹性体作微小振动 (关键概念: 应变、应力、本构关系)

位移梯度张量 Du: 设平衡时弹性体位于 Ω ⊂ R3(参考构形). 在外力作用下,原本处于 x = (x1, x2, x3)的质点

运动到 x+ u(x, t)点. 假设 u(x, t) ∈ C2 且 |u|, |ut|, |Du| / 1. 由 Taylor展开,质点 x和 x+ h的相对位移为

x+ h+ u(x+ h, t)− (x+ u(x, t)) = h+ Du(x, t)h+ O(|h|2),主部为 h+ Du(x, t)h = F(x, t)h
定理 (矩阵的极分解)
设方阵 F非奇异,则存在正交阵 O以及对称正定阵 U和 V使得 F = OU = VO.

证明: 注意 FF" 是正定的实对称阵,将之用正交阵 R合同对角化,设 FF" = RΛ2R" , (Λ是对角阵,)则 (F−1RΛ)(ΛR"(F−1)") = I (单位

阵)⇒ Q .
= F−1RΛ是正交阵⇒ F = RΛQ" ⇒ F = (RQ")

︸ ︷︷ ︸
正交

(QΛQ")
︸ ︷︷ ︸
对称正定

,以及 F = (RΛR")(RQ").

右 Cauchy-Green应变张量 C: 对 F = I+ Du, C .
= F0F = U0(O0OU) = U2 = I+ Du+ Du0 + (Du)0Du. U

是弹性体相对参考构形的真正的形变 (拉伸或压缩). (正交阵代表的是弹性体局部的旋转,不是形变)

幂级数展开⇒ U = (I + Du + Du" + (Du)"Du)
1
2 = 1 + 1

2 (Du(x, t) + Du(x, t)") + O(|Du|2),忽略高阶项,定义

Cauchy应变张量 E(x, t) .
=

1
2
(Du(x, t) + Du(x, t)0)
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. .. .
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. .
例和习题

. .
阅读和作业

应力 τ(ν)(x, t): 在 t时刻,作用在位于 x处的一个单位法向为 ν 的面积微元 dS上的弹性力为 τ(ν)(x, t)dS (这是

一个向量,未必与 ν 平行!)

Cauchy应力定理: 存在 3阶实对称矩阵 σ(x, t)(应力张量)使得 τ(ν)(x, t) = σ(x, t)ν (此处 ν 是列向量).

σ的三列分别代表沿 x1, x2, x3 三个基底方向的应力, Cauchy应力定理的本质是力的独立作用原理及合成

线性弹性体的本构关系 (广义 Hooke定律): σ(x, t) = 2µE(x, t) + λ(divu)I3 (λ, µ— Lamé常数 (bulk viscosity;

shear viscosity), I3 —三阶单位阵)

弹性体的质量密度: 假设是常数 ρ0;单位质量弹性体所受外力: f(x, t) (列向量)

微元法: 考虑以 x和 x+0x为对顶点的长方体. 注意0x = (0x1,0x2,0x3)

牛顿第二定律 (注意 u和 f都是列向量值函数):

t时刻微元的质量 ×加速度 =ρ00x10x20x3 × utt(x, t) =t时刻微元受到的应力 +外力 ρ00x10x20x3f(x, t)
作用在 x1 方向两个侧面的应力之和 =右侧表面受到的力 +左侧表面受到的力

=




σ11(x + ,x1e1) σ12 σ13
σ21(x + ,x1e1) σ22 σ23
σ31(x + ,x1e1) σ32 σ33








,x2,x3

0
0



 +




σ11(x) σ12 σ13
σ21(x) σ22 σ23
σ31(x) σ32 σ33








−,x2,x3

0
0



 =




∂1σ11(x)
∂1σ21(x)
∂1σ31(x)



,x1,x2,x3

类似可得作用在 x2 方向两个侧面的应力之和




∂2σ12(x)
∂2σ22(x)
∂2σ32(x)



,x1,x2,x3;在 x3 方向两个侧面的应力之和




∂3σ13(x)
∂3σ23(x)
∂3σ33(x)



,x1,x2,x3
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. .. .
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. .
例和习题

. .
阅读和作业

t时刻微元受到的所有应力之和为





∂1σ11(x) + ∂2σ12(x) + ∂3σ13(x)

∂1σ21(x) + ∂2σ22(x) + ∂3σ23(x)
∂1σ31(x) + ∂2σ32(x) + ∂3σ33(x)



0x10x20x3
.
= divσ0x10x20x3 (散度

算子是作用于行向量的)

ρ00x10x20x3 × utt(x, t) =t时刻微元受到的应力 +ρ00x10x20x3 f(x, t) ⇒ ρ0utt(x, t) = divσ(x, t) + ρ0f(x, t)

线性弹性体的本构关系 (广义 Hooke定律)+Cauchy应变张量 E(x, t) .
=

1
2
(Du(x, t) + Du(x, t)0) ⇒

σ(x, t) = 2µE(x, t) + λ(divu)I3 ⇒ σ(x, t) = µ(Du+ (Du)0) + λ(divu)I3 分量运算 (Einstein求和约定):

divσ = ei∂jσij = µei∂j(∂iuj +∂jui)+λei∂j(divu)δij = µei∂i(∂juj)+µei∆ui +λei∂i(divu) = (µ+λ)ei∂i(divu)+µei∆ui = (µ+λ)D(divu)+µ∆u

弹性介质中的振动方程: (向量运算公式 curl curlu = grad divu−∆u )

ρ0utt(x, t) = (µ+ λ)D(divu) + µ∆u+ ρ0f(x, t) ⇔ ρ0utt(x, t) = (µ+ λ)curl curlu+ (λ+ 2µ)∆u+ ρ0f(x, t)

等体积波 (divu = 0): utt(x, t) = a2∆u+ f(x, t) a2 .
= µ/ρ0

无旋波 (curlu = 0): utt(x, t) = b2∆u+ f(x, t) b2 .
= (λ+ 2µ)/ρ0

u的每个分量都满足三维波动方程. 注意弹性体中存在两种不同波速的波 (应用: 地震波溯源和探矿)

袁海荣 偏微分方程 2022年 9月 26日 18 / 24



. .. .. .. .. .. .. .
弦振动

. .. .. .. .. .
膜振动

. .. .. .
弹性体振动

. .. .
Maxwell方程组

. .. .
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. .
例和习题

. .
阅读和作业

电动力学—Maxwell方程组
描述电磁现象的基本物理量

物理量: ρ—电荷密度 (单位体积包含的电荷量); j—电流密度 (方向为电荷流动的方向,大小为单位时间通

过垂直于电流方向的单位面积的电荷量); E—电场强度 (静止的单位正点电荷受到的力); B—磁感应强度

(大小是单位电流元受到的最大力,方向是电流元受力为零时的方向或其反向)

物理常量: µ0 —真空的磁导率; ε0 —真空的介电常数

电磁场与电荷的作用— Lorentz力 (1895年): F = ρ · (E+ v× B) (v为带电荷 ρ的质点的运动速度)

向量函数运算公式: div curl ≡ 0; curl(curlE) = grad(divE)−∆E

Maxwell方程组 (1865年) (推广: 介质中考虑到磁化和极化的Maxwell方程组 +Ohm定律)

Coulomb定律 (1785年)⇒ Gauss定理 (1839年): divE = ρ
ε0

磁场的 Gauss定律 (无磁单极子): divB = 0

Faraday电磁感应定律 (1831年): curlE = − ∂B
∂t

Amperé定律 (1825年)+Maxwell位移电流假设: curlB = µ0(j+ ε0
∂E
∂t )

上述第 1、4方程蕴含电荷守恒定律: ∂tρ+ divj = 0.
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Maxwell方程组

divE =
ρ

ε0
, divB = 0,

curlE = −
∂B
∂t

, curlB = µ0

(
j+ ε0

∂E
∂t

)
.

电场服从波动方程 (c .
= 1√

ε0µ0
):

1
c2
∂2E
∂t2

−∆E = −
(
1
ε0
gradρ+ µ0

∂j
∂t

)

磁场服从波动方程:
1
c2
∂2B
∂t2

−∆B = µ0curlj

c的值与真空中光速相同⇒光是一种电磁波;电磁场以波的形式运动并传播能量

波动方程在自变量的 Lorentz变换下不变⇒相对论⇒广义相对论的 Einstein方程⇒引力波
电动力学方面的推荐参考书: 陈秉乾,舒幼生,胡望雨: 电磁学专题研究. 高等教育出版社, 2001年. (侧重物理和

历史)

李大潜，秦铁虎: 物理学与偏微分方程 (上册). 高等教育出版社, 1997年. [第一章] (侧重偏微分方程理论方面的

推导和数学结构的介绍)
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气体动力学—可压缩 Euler方程组
物理量: ρ—密度; e—内能; T—温度; v—流速; p—压强; f—单位质量气
体所受外力. 自变量: t > 0, x ∈ R3

非等熵可压缩 Euler方程组 (状态方程: p = p(ρ, e),记号: 在直角坐标系中,若
v是列向量,则 v⊗ v = vv2)




ρt + div(ρv) = 0 (质量守恒)

(ρv)t + div(ρv⊗ v) + grad p = ρf (动量守恒)

(ρ(e+ 1
2 |v|

2))t + div((ρe+ 1
2ρ|v|

2 + p)v) = ρf · v (能量守恒)

理想气体: p = RρT, R > 0 —常数;多方气体: e = cνT, cν —定容比热;对理想
多方气体, e = p

(γ−1)ρ , γ > 1 —常数 (对空气, γ ≈ 1.4)
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等熵可压缩 Euler方程组 (状态方程: p = p(ρ),记 c =
√
p′(ρ)—声速)




ρt + div(ρv) = 0 (质量守恒)

(ρv)t + div(ρv⊗ v) + grad p = ρf (动量守恒)

浅水波方程: 等熵可压缩 Euler方程组 +(p = aρ2) (此时 x ∈ R2, ρ—水深;
v—水平方向水的流速)

习题: 设 f ≡ 0, v和 ρ̂
.
= ρ− ρ0及其一阶和二阶偏导数都是小量,其中 ρ0 > 0

是常数. 将第一个方程对 t求导,第二个方程求散度,略去高阶项⇒声学方
程 ρ̂tt − c20∆ρ̂ = 0 c0 =

√
p′(ρ0)—声速

注: 设 σ是矩阵,则 divσ是指对 σ的行向量取散度后得到的列向量.
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. .
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. .
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习题 1. 对空间周期区域上的不可压缩 Euler方程组

vt + v ·∇v+∇p = 0, ∇ · v = 0

的经典解,证明如下能量守恒式: d
dt

∫ 1
2 |v(x, t)|

2 dx = 0.

注—设 v = (v1, v2, v3),则上述不可压 Euler方程组的分量形式是

vit +
3∑

k=1

vk∂kvi + ∂ip = 0, i = 1, 2, 3;
3∑

k=1

∂kvk = 0.

周期区域: 三维平坦环面 T3 = R3/Z3 (从拓扑角度讲,是将 R3 中单位立方体 [0, 1]3 的相对的面按同向粘合 (作等价

类)得到的商空间),或者理解为未知函数 p(x1, x2, x3, t), v(x1, x2, x3, t)关于自变量 x1, x2, x3 都是周期为 1的函数,而上

述积分区域是 [0, 1]3.

(Onsager猜想: 不可压 Euler方程组的属于 CtC0,αx 的弱解保持能量守恒方程⇔ (α > 1/3). Isett, Philip: A proof of Onsager’s conjecture. Ann. of Math. (2) 188 (2018),

no. 3, 871–963.)
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阅读任务和作业

必读—郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp.112–120]

作业: 无.

参考文献 (选读)

李大潜,秦铁虎: 物理学与偏微分方程 (上册). 高等教育出版社, 1997. [第一章 (电动力学),第二章 (流体力学),

第五章 (弹性力学)]

谷超豪,李大潜,沈玮熙: 应用偏微分方程. 高等教育出版社, 2014. [第二章,弹性力学中的波]

最后更新: 2022-10-9
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

偏微分方程
第六讲 热传导、扩散与热方程

袁海荣 (华东师范大学数学科学学院)
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

⋯⋯我们不禁要问: 随着数学知识的不断扩展,单个的研究者想要了解这些知识的所有部门,岂不是

变得不可能了吗? 为了回答这个问题,我想指出,数学中每一步真正的进展都与更有力的工具和更简单的

方法的发现密切联系着,这些工具和方法同时会有助于理解已有的理论,并把陈旧的、复杂的东西抛到一边.

数学科学发展的这种特点是根深蒂固的. 因此,对于个别的数学工作者来说,只要掌握了这些有力的工具和

简单的方法,他就有可能在数学的各个分支中比其他学科更容易地找到前进的道路.

—— David Hilbert (1862年 1月 23日— 1943年 2月 14日)

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hilbert/
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

学习要点

了解热方程的应用背景,掌握热传导方程的宏观推导,三类边界条件的写法及
物理意义

理解极值原理与能量积分方法的背景、思想,初步掌握其具体做法

熟练掌握多元微积分的概念、公式和计算

体会物理与数学在研究自然现象上观点的异同;为什么物理上显然的结论在
数学上还需要给出严格的证明?

体会数学的有效性: 很多不同背景的问题具有相同的数学形式,可以利用从
某一背景得到的启发来研究另一背景的问题 (例: L1和 L2中积分估计的来源、
速度的极值原理)
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

热方程的推导: 宏观角度

问题: 确定 R3中物体 (视为区域 Ω)内各点 x在时刻 t的温度 u(x, t)
基本物理量
温度 u(x, t) ≥ 0: 热力学温标,单位: K (开尔文). 水的三相点 (即固、液、汽三相平衡共存的
状态)的温度约定为 0.0076 ℃,热力学温标是将水三相点的温度定义为 273.16K后所得到
的温度. 温度刻画理想气体分子热运动的平均动能 (分子平均动能为 3

2ku, k是 Boltzmann常
数). [温度的定义: 热力学第零定律]
热量 Q: 从高温物体传递给低温物体的能量 (热量是一个过程量,能量是一个状态量)

质量密度 ρ(x): 微元 dx内所含物质的质量为 ρ(x) dx (质量本质是一种测度)

热量与温度的关系—比热 c(x) > 0: 单位质量的物质升高单位温度所需的热量

热源 F(x, t) —单位质量的物质在单位时间内产生的热量
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

物理定律
热量传递的三种形式:
对流 (advection,输运),传导 (conduction,扩散),辐射 (radiation,电磁波)

Fourier热传导定律: 在时间微元 dt内,沿由法向 n所给出的定向,通过面积微元 dσ的热
量 dQ的绝对值与沿该曲面单位法向 n的温度的方向导数 ∂u/∂n = Du · n成正比,符号与
∂u/∂n相反:

dQ = k(x)(−Du) · n(x) dσdt

这里 k(x) > 0 — x点物质的热传导系数 (实验确定);负号—热量从高温一侧传向低温一
侧,流动方向是 −Du (热力学第二定律)
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

热力学第一定律 (能量守恒定律)
物体内任意部分升温所需的热量 =外部流入的热量 +内部热源产生的热量
任取 G ⊂ Ω,设 ∂G是 C1曲面. 在 [t1, t2]时间段,
温度升高所需热量 =

∫
G[u(x, t2)− u(x, t1)]c(x)ρ(x) dx =

∫ t2
t1

∫
G ut(x, t)c(x)ρ(x) dx dt

[t1, t2]时间段内从 G的外部经边界 ∂G流入的热量 (取 n = −ν 是指向 G内的单位法向,则
−∂u/∂n = Du · (−n) = Du · ν = ∂u/∂ν)

=
∫ t2
t1

∫
∂G k(x) ∂u∂ν (x, t) dσdt

ν是 ∂G的外单位法向−−−−−−−−−−−−→
散度定理

=
∫ t2
t1

∫
G div(k(x)Du(x, t)) dxdt

散度定理:
∫
Ω divV(x) dx =

∫
∂Ω V(x) · ν(x) dσ(x), ν(x)为 x ∈ ∂Ω处的外单位法向; dσ为曲面

∂Ω的面积元 (Hausdorff测度); V(x) ∈ C1(Ω,Rn)

G内产生的热量 =
∫ t2
t1

∫
G F(x, t)ρ(x) dxdt
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

热方程 (注意 ∆u = divDu)
∫ t2
t1

∫
G ut(x, t)c(x)ρ(x) dx dt =

∫ t2
t1

∫
G div(k(x)Du(x, t)) dxdt+

∫ t2
t1

∫
G F(x, t)ρ(x) dxdt

设被积函数连续,即u∈C2,1
x,t ,k∈C1

−−−−−−−−−−−−−−−−−→
t1,t2,G的任意性

ut(x, t)c(x)ρ(x) =

div(k(x)Du(x, t)) + F(x, t)ρ(x)
a2 .= k

cρ , f(x,t)=F(x,t)/c(x)
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
设 ρ(x) = ρ, c(x) = c, k(x) = k都是正的常数 (均匀介质)

热方程 ut = a2∆u+ f(x, t)
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

边界条件

Dirichlet条件 u(x, t) = b(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0: 物体边界处温度 b(x, t)已知

Neumann条件 ∂u
∂ν = q(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, ν : x点的 ∂Ω的外单位法向: 物体

边界处单位面积单位时间流出的热量 dQ已知
(用 Fourier热传导定律, dQ = −k(x) ∂u∂νdσdt = −k(x)q(x, t)dσdt)
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

Robin条件 ∂u
∂ν + σu = r(x, t), x ∈ ∂Ω, t ≥ 0, ν : x点的 ∂Ω的外单位法向: 物体

表面与另外一种介质接触,而这种介质的温度已知
Newton热交换定律: 在单位时间通过单位面积从物体表面传递到介质中的热量与两者的
温度差成正比: dQ = k1(u− u1)dσdt,这里 k1 > 0是热交换系数, u是物体表面的温度, u1是
与物面接触的介质的温度

能量守恒: −k ∂u
∂ν dσdt = k1(u− u1)dσdt ⇒

∂u
∂ν

+
k1
k
u =

k1
k
u1 (注意当 ν 是外法向时,

σ
.
= k1/k ≥ 0)
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

将上述三类边界条件与弦振动方程的三类边界条件作对比: 数学形式完全一
样,物理背景完全不同

初值条件: u(x, 0) = φ(x) (初始时刻物体内部的温度已知. 注意只需要一个初
值条件)

初边值问题

Cauchy问题
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

扩散: 宏观角度
问题: 溶质在溶液中的扩散、半导体掺杂等
基本物理量
摩尔浓度 u(x, t) ≥ 0: 单位体积溶液中所含溶质的摩尔数
源项 F(x, t): 单位时间单位体积内生成溶质的摩尔数

物理定律
溶质摩尔数守恒定律
Fick扩散定律: du = −k(x, t) ∂u∂ndSdt (单位时间内沿着单位法向 n通过单位面积曲面的溶
质摩尔数与摩尔浓度沿方向 n的方向导数成正比,符号相反)
k(x, t) > 0: 扩散系数.

扩散方程: ut − div (k(x, t)Du) = F(x, t). (推导: 完全类似热传导方程)

三类边界条件: 类似.
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

扩散: 介观角度

微粒的一维扩散问题 — 试管: x ∈ R,时间 t ≥ 0.将大量微粉 (化学分子)放
入试管中,用函数 u(x, t)代表在时刻 t,在 x点处微粒的线密度 (浓度),即
在 t时刻,位于 x点处长为 dx的微元内的微粒数量 (或质量)是 u(x, t) dx. 设初
始时刻微粒分布是 u(x, 0) = φ(x),求 u(x, t).

概率描述: 在试管中释放一个粒子,将 u(x, t)视作概率密度函数 (要求
∫
R u(x, t) dx = 1),

∫ b
a u(x, t) dx表示这个微粒出现在区间 [a, b]内的概率.
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

关键概念—概率转移函数: 经过时间 τ ,上述 t时刻位于 x点处微元 dx内的
微粒 u(x, t) dx中有一部分跑到了包含 z点,长为 dz的微元内. 我们将这个比例
记为 f(z, τ | x) dz (注意这个比例还和 dz成正比,所以可以这样写),表示在微
元 dz内,来自微元 dx 的微粒数量是 (u(x, t) dx)f(z, τ | x)dz.函数 f(z, τ | x)称
作概率转移函数 . 这是刻画依赖于时间的随机现象 (随机过程)的非常重要的
概念.
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

基本假设 —空间均匀性和各向同性 (与具体地点和方向无关): f(z, τ | x)只
依赖于 y = z− x和 τ (每个微元中的微粒扩散到别的微元的比例,只和距离远
近及所花的时间有关,而与其所在的具体的空间位置和运动方向无关)
此时概率转移函数写作 f(y, τ)

假设:
∫

R
f(y, τ) dy = 1,

∫

R
yf(y, τ) dy = 0,

∫

R
y2f(y, τ) dy = dτ (d > 0是常数)
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

概率转移函数: f(y, τ),假设其满足∫

R
f(y, τ) dy = 1,

∫

R
yf(y, τ) dy = 0,

∫

R
y2f(y, τ) dy = dτ ( d > 0是常数)

微粒数守恒 (概率的规范条件): u(x, t)dxf(y, τ)dy代表 t 时刻 x点所在微元 dx内的微粒用
了 τ 时间跑到 x+ y处长为 dy的微元内的数量. 关于 dy积分表示把散落在各个微元 dy的
微粒加起来,它应当等于原来的微粒数
量 u(x, t)dx:

∫
R(u(x, t)dxf(y, τ))dy = u(x, t)dx ⇒

∫
R f(y, τ) dy = 1.

注意到按照定义,概率转移函数是非负的,所以可以把 f(y, t)看成是一个依赖于时间 t的概
率密度函数.
概率转移函数对应的期望为零,代表着扩散与方向无关.
扩散的方差与所用时间成正比,源于对 Brown运动等物理现象观测所得的结果.
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

u满足的 PDE的推导: 在 t+ τ 时刻,位于 x处的微元 dx内的微粒都是从 t时
刻位于其它处的微元 dy扩散来的,即关于 dy积分,应当有

u(x, t+ τ) dx =
∫

R
u(y, t) dy f(x− y, τ) dx.

约掉 dx,形式上作 Taylor展开 (注意区分微分算符 d和参数 d):

u(x, t+ τ) =

∫ +∞

−∞
u(y, t)f(x− y, τ) dy =

∫ +∞

−∞
u(x− z, t)f(z, τ) dz

=

∫ +∞

−∞
(u(x, t)− ux(x, t)z+

1
2
uxx(x, t)z2 + · · · )f(z, τ) dz

= u(x, t) +
1
2
uxx(x, t)dτ + · · · ⇒ u(x, t+ τ)− u(x, t)

τ
=

1
2
duxx(x, t) + · · ·

忽略其它项−−−−−−→
τ→0+

扩散方程 ut =
1
2
duxx .
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

基本解: 设一个微粒最初放在原点: u(x, 0) = δ0 (在原点的 Dirac测度),扩散方

程的测度初值问题





ut = 1

2duxx, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = δ0
的解是 u(x, t) =

1√
2πdt

e−
x2
2dt ,

即微粒在细管中的线密度就是正态分布 N(0, dt).
此结论以后证明. N(0, dt)代表期望为零,方差是 dt的正态分布 [概率论]
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

流体力学方程组—Navier-Stokes方程组

物理量: v—速度; p—压强; f—外力; µ > 0 —粘性系数

齐次不可压 Navier-Stokes方程组 (密度 ρ ≡ 1)
vt + v ·∇v+∇p− µ∆v = f, ∇ · v = 0

世纪难题: 三维情形的湍流 (非线性输运、压力、粘性三者的竞争和作用) (平
面情形已解决)
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

简化模型:
i) 忽略输运项— Stokes方程组: vt +∇p− µ∆v = f, ∇ · v = 0 ;
ii) 稳态 Stokes方程组 ∇p− µ∆v = f, ∇ · v = 0
iii) 忽略粘性—不可压 Euler方程: vt + v ·∇v+∇p = f, ∇ · v = 0
iv) 忽略压力—Burgers方程: vt + v ·∇v− µ∆v = f
v) 忽略压力和粘性—无粘 Burgers方程 (激波): vt + v ·∇v = f
vi)忽略输运和压力—热方程: vt − µ∆v = f
vii)忽略输运和、压力和扩散—Newton第二定律: vt = f
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

能量积分

目标问题 (两端绝热的无内部热源的杆的温度分布):
0 < x < L, t ≥ 0; ut = uxx; ux(0, t) = ux(L, t) = 0; u(x, 0) = φ(x),假设经典解
u ∈ C2,1存在 (C2,1表示关于 x二阶连续可导,关于 t连续可导的函数集合)

能量 (或概率)守恒 (考虑非负解 u(x, t) ≥ 0): E1(t) =
∫ L

0
u(x, t) dx .

基本问题: 扩散方程是否可以保证如果初始条件非负,解就是非负的? (否则该方程在物理上不合理)⇒极值原

理方法
dE1(t)
dt =

∫ L
0 ut(x, t) dx =

∫ L
0 uxx(x, t) dx = ux(L, t)− ux(0, t) = 0 ⇒ E1(t) ≡ E1(0)
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

动能 (能量积分): E2(t) =
∫ L

0
|u(x, t)|2 dx (源于 N-S方程组, u-速度,动能

=1
2
∫
ρ|u(x, t)|2 dx,其中 ρ ≡ 1)

dE2(t)
dt =

∫ L
0 2uut(x, t) dx =

∫ L
0 2uuxx(x, t) dx = 2uux|L0 − 2

∫ L
0 u2x dx = −2

∫ L
0 u2x dx ≤

0 ⇒ E2(t) ≤ E2(0) ⇒解的唯一性和 L2中关于初值的稳定性
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

推广: 对 PDE,乘上解或解的导数的适当组合,化为散度形式 (即熵-熵流对方
程),在适当 (时空)区域积分,得到一些正定项被边界条件和初始条件控制的
不等式: i)由这些正定项作为范数,通过光滑函数在该范数下的完备化,构造
函数空间 (如 Sobolev空间); ii)这些能量不等式作为解的估计,直接得到在该
空间解的唯一性和稳定性结论; iii)利用函数空间的紧性或弱紧性,通过近似
解满足的一致的能量不等式构造精确解 (紧性方法)⇒抛物型方程在 Sobolev
空间中的适定性理论
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极值原理

目标问题 (两端绝热的无内部热源的杆的温度分布):
0 < x < L, 0 ≤ t ≤ T; ut = uxx; ux(0, t) = ux(L, t) = 0; u(x, 0) = φ(x)

由能量或概率守恒提出的问题: 初始条件非负,是否保证解非负? [物理上显
然,但该模型是否准确描述物理?故这只是一个猜想,需要对该模型做出数学
的证明]

结论: 设 φ(x) ≥ 0,则 u(x, t) ≥ 0.
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

结论: 设 φ(x) ≥ 0,则 u(x, t) ≥ 0. [证明细节以后学习. 以下是证明思路]

第一步: 方程的极值原理 (解的最大值和最小值都只在抛物边界
{x = 0, t ≥ 0} ∪ {x = L, t ≥ 0} ∪ {x ∈ [0, L], t = 0}取到). 利用线性,只需证明
最大值的情形
i) 先松弛,利用最大值点处函数导数的符号特性,说明偏微分不等式
ut − uxx < 0的经典解的最大值不在区域内部及上边界取到;
ii) 对 u− εt用 i)的结论,然后令 ε → 0+. (最小值情形: 若 ut − uxx > 0,则
u的最小值点必在抛物边界;若 ut − uxx ≥ 0,考虑辅助函数 u+ εt.)

第二步: 对 Dirichlet边值条件情形可直接用上述极值原理解决.
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第三步: 对齐次 Robin条件,若正的最大值在边界点取到,与边界条件矛盾,得
到结论.

第四步: 对齐次 Neumann条件,引入待定函数 w(x),使得 v(x) .
= w(x)u(x)满足

Robin条件,用第三步的结论 (但方程中会有输运项和源项
ut = a2uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u,输运项 bux对极值原理无影响,源项 cu用含时
间的未知函数替换 v = eλtu取适当大的 λ控制,使得源项系数符号是好的).

结论: 和能量方法类似,看似显然的物理结论的严格数学证明需要相当难度的
数学工具和技巧 (含参变量积分求导,散度定理 (微积分基本定理),不等式放
缩,用导数刻画极值点,对问题的适当松弛等) ⇒ 二阶抛物型方程在 Höler空
间中的适定性理论
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

欧式期权定价的 Black-Scholes方程

欧式看跌 (涨)期权: 设某证券的价格是 S(t),其中 t代表时间. 该证券的欧式
看跌 (涨)期权是指: 在约定的到期日 T,以约定的执行价格 K,出售(购买)一
份该证券的权利;该权利只有在到期日才能实施,且可以放弃;在到期日之前
的时刻 t,该期权可以以价格 V(t)出售, V(t)称为权利金,也就是期权的价格.

对冲和定价函数: 期权的价格 V(t)的不确定性应当和证券 S(t)的不确定性具
有相同来源,是个依赖于 S(t)的函数,否则就不能通过对它们作投资组合后把
风险消掉. 为此,可以假设存在一个确定的二元函数 u(s, t),称为定价函数 ,使
得 V(t) = u(S(t), t). 所以定价问题本质上是求解定价函数 u.
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

基本假设
无套利;无手续费等额外费用. 设无风险利率为 r (复利)
套利: 指在无风险,无资金投入的情况下获得收益.
证券价格服从随机微分方程 dS(t) = µS(t)dt+ σS(t)dW(t). (W(t)–Brown运动; µ-漂移系数;
σ-风险波动率)
(♠)关键点: 随机微分的 Itô链式法则: 对 u(S(t), t)关于 S, t作 Taylor展开到二阶
⇒ du(S(t), t) = ut dt+ us dS+ 1

2utt (dt)
2 + ust dtdS+ 1

2uss (dS)
2,代

入 dS(t) = µS(t) dt+ σS(t) dW,略去 (dt) 3
2 及更高阶的项 (利用 Itô随机积分的 (形式上的)看

法: 记 dW(t) = W(t+ dt)−W(t),由于E[dW(t)2] = dt,形式上认为 dW(t) ∼
√
dt)⇒

dV(t) = (ut +
1
2
ussσ2S(t)2) dt+ us dS(t) = (ut + µS(t)us +

1
2
ussσ2S(t)2) dt+ σS(t)us dW(t).
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

无风险投资组合: 同时持有期权和证券,即作投资组合 Π(t) = V(t)− δ(t)S(t),
(δ(t): 证券的份额,待定,可正可负,通过持有或借入 (融券)实现). 目的: 选取
适当的 δ(t),使得在 (t, t+ dt)时段内,不改变份额 δ(t),而 Π(t)是无风险的,即
在时刻 t+ dt,投资组合的回报应当和存款利息一样:
Π(t+ dt)− Π(t) = rΠ(t)dt,从而 (注意 δ(t)没有改变,毋需对其微
分)⇒ (♦) dV(t)− δ(t)dS(t) = dΠ(t) = Π(t+ dt)− Π(t) = rΠ(t)dt =
r (V(t)− δ(t)S(t)) dt.
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

将上页 Itô链式法则 dV(t) = (ut + µS(t)us + 1
2ussσ

2S(t)2) dt+ σS(t)us dW(t)和
证券价格 dS(t) = µS(t)dt+ σS(t)dW(t)代入
(♦) dV(t)− δ(t)dS(t) = r (V(t)− δ(t)S(t)) dt 函数 u的自变量为s=S(t),t=t−−−−−−−−−−−−−−−→

注意V(t)=u(S(t),t)
在点

(S(t), t),
(

∂u
∂t +

1
2σ

2S(t)2 ∂2u
∂s2 + µS(t)

∂u
∂s

− δ(t)µS(t)
︸ ︷︷ ︸

=0(因为δ(t)=∂u/∂s)

)
dt+

(
σS(t)

∂u
∂s

− δ(t)σS(t)
)

︸ ︷︷ ︸
无风险⇒此项=0⇒δ(t)=∂u/∂s

dWt = r(u− δ(t)S(t))dt

⇒ Black-Scholes方程
∂u
∂t

+
1
2
σ2s2

∂2u
∂s2

+ rs
∂u
∂s

− ru = 0. (σ, r–常数) [类型:

二阶变系数线性倒向退化抛物型方程]
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热传导 扩散 Navier-Stokes方程组 能量积分和极值原理 Black-Scholes方程 阅读和作业

区域和边界条件 (以看跌期权为例): Ω = {(s, t) : s ≥ 0, 0 ≤ t ≤ T} (T—约定的期

权的执行时间. 假设证券价格非负,故 s ≥ 0)

左边界 {s = 0}上: 证券价格是零⇒看跌期权持有人执行权利,以价格 K卖出证券. 为了避
免套利, 他买看跌期权的价格也应当是 K. 所以 u(0, t) = K.
上边界 {s ≥ 0, t = T}: 当证券价格 s > K时,看跌期权没人会执行,即它没有用处⇒价格
是 0. 当证券价格 s ≤ K时,为了避免套利,期权价格应当是差价 K− s. (因为这时投资人有
两种途径套现. 一是直接出售证券得到 s元;另一种是先购买看跌期权,花费 V元,再
以 K元出售他持有的证券资产,此时他净得 K− V元. 两种途径可同时实现,所以必须要成
立 V = K− s才能避免套利. 所以此边界条件是 u(s, T) = max{K− s, 0}.
该倒向初边值问题可通过自变量和未知函数的变量替换,转化为热传导方程的 Cauchy问
题,从而给出解的公式—Black-Scholes期权定价公式.
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阅读任务和作业

必读–郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp.164–166]

作业: 无.

最后更新: 2022-10-11
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

在解决一个数学问题时,如果我们没有获得成功,原因常常在于我们没有认识到更一般的观点,即眼

下要解决的问题不过是一连串有关问题中的一个环节. 采取这样的观点之后,不仅我们所研究的问题会容

易得到解决,同时还会获得一种能应用于有关问题的普遍方法. ⋯⋯这种寻求一般方法的途径肯定是最行

得通也是最可靠的,因为手中没有明确的问题而去寻求一般方法的人,他的工作多半是徒劳无益的.

—David Hilbert (1862年 1月 23日—1943年 2月 14日)

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hilbert/
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

学习要点

了解二阶椭圆型方程和典型定解条件的来源和背景 (几何变分问题、周期解、
稳态解、分离变量解、位势论等)

了解椭圆型方程极值原理和能量积分方法的背景

类比函数的极值问题,理解变分方法的意义，熟练掌握泛函 Euler-Lagrange方
程的推导

理解弱解的意义，初步了解弱解的应用 (有限元法)

初步理解函数空间和泛函分析对于求解 PDE的意义
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

变分问题与解方程

泛函:

J : C1(Ω̄) → R; J(w) .
=

∫

Ω
F(x,w(x),Dw(x)) dx,

其中 Ω ⊂ Rn是边界光滑的有界区域, F ∈ C1(Ω× R× Rn)是已知函数.

变分问题: 求泛函 J在容许集 A上的极小 (大)值点

argminw∈AJ(w) 或 argmaxw∈AJ(w).
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

一阶变分 (Gâteaux导数,非线性泛函分析) J ′(u) : V → R —固定 u ∈ A,对任
意 v ∈ V,使得 u+ tv ∈ A,其中 t ∈ R, |t| % 1, (这样的集合 V称作测试函数集),
定义 (若极限存在)

J ′(u)v .
= lim

t→0

J(u+ tv)− J(u)
t

=
d
dt
J(u+ tv)

∣∣∣∣
t=0

.

利用变分刻画极值点: 设 u∗是极值点,则 J ′(u∗)v = 0, ∀v ∈ V ,即变分
J ′(u∗) = 0.

注意: 一阶变分 J ′(u)是个测试函数空间 V到实数集 R的映射. 要表示一个映
射,往往要写出它对给定的自变量所取的值,即 J ′(u)v. 对 PDE而言,变分方程
J ′(u)v = 0是对应弱解的写法;而 J ′(u) = 0是对应经典解的写法.
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

类比: 紧集上连续函数必取到最大值和最小值; Fermat引理 (极值点若是内点,
且可导,则导数必然是零);一阶变分对应梯度向量 (是 Rn上线性泛函);复习可
微、可导的概念

关键点: 泛函极值点⇔变分方程的解: 可利用拓扑性质说明极值可以取到 (极
值点存在),从而说明非线性 PDE的 (某种意义下的)解存在!

优化和最优控制问题本质上都是变分问题

许多几何和物理问题都具有变分结构
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变分原理

Hamilton原理: 对于任何力学系统,给定初始时刻 t = t0的初始状态和终结时
刻 t = t1的终结状态之后,其真实的运动区别于其它可能的运动之处在于,真
实的运动使得泛函 J =

∫ t1
t0 L dt, (L = T− U)的一阶变分 J ′为零. 这里 T,U分

别表示该力学系统在 t时刻的总动能和总势能, L = T− U叫作该系统的
Lagrange函数.

最小势能原理: 对于任何静止的平衡稳定的力学系统,其真实状态区别于其它
容许状态之处在于,真实状态使得该系统势能的一阶变分为零.
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Riemann映射定理、变分法直接方法

定理 (Riemann映射定理)
复平面的单连通的非空真子集 U共形等价于其 (开)单位圆 B1(0): 对 z0 ∈ U,存在
唯一的双全纯映射 f : U → B1(0)使得 f(z0) = 0, f ′(z0) > 0.

类比数学分析 “有界闭区间上连续函数必取到最大值和最小值”的证明.

1) 利用对数函数和分式线性变换的复合,直接构造 U到单位圆的包含原点的一
个开集 Ω的双全纯变换;问题简化为 U = Ω的情形.

2) 变分问题— 容许集: A =
{
f : Ω → B1(0) |全纯的单射,且 f(0) = 0

}
;泛

函: L[f] .
= |f ′(0)|; 变分问题: maxf∈A L[f];
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3) 变分法直接方法—最大值点的存在性
近似解存在性—由Cauchy导数公式,当 f ∈ A时 f ′(0)一致有界,从而由确界原理,上确界
s = supf∈A L[f]有限,存在极大序列 {fn} ⊂ A使得 |f ′n(0)| → s (n → ∞).
紧性— Montel定理: Ω上一致有界的全纯函数列必有子列在 Ω的任意紧子集上一致收敛
(内闭一致收敛); 完备性—Morera定理: 设全纯函数列 fn在 Ω的任意紧子集上都一致收敛
到 f,则 f在 Ω上全纯; Hurwitz定理: 设 Ω ⊂ C是连通开集, fn是 Ω上的单的全纯映射,内闭
一致收敛到 f,则 f或者是单射,或者是常数函数. (用以保证极大化序列的极限仍是单射.)

4) 证明变分问题的解 f是所求的 Riemann双全纯映射
开映射定理: 设 f是区域 Ω上的非常数值的全纯函数,则 f是开映射 (把开集映为开集). 结
合隐函数定理,只需证明 f是满射;
反证法. 用到 Schwarz引理: 设 f : B1(0) → B1(0)是全纯映射,且 f(0) = 0. 则
i) ∀z ∈ B1(0), |f(z)| ≤ |z|; ii)若对某个 z0 += 0成立 |f(z0)| = |z0|,则 f是个旋转;
iii) |f ′(0)| ≤ 1,且若等号成立, f必然是个旋转.

参考: Stein, Elias M.; Shakarchi, Rami. Complex analysis. Princeton Lectures in Analysis, 2. Princeton University Press, Princeton, NJ, 2003. (Chapter 8)
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变分方程 (Euler-Lagrange方程及其弱解形式)

复习 (重要! 散度定理: 1831年, Ostrogradsky)
散度定理:

∫
Ω divV(x) dx =

∫
∂Ω V(x) · ν(x) dσ(x), ν(x)为 x ∈ ∂Ω处的外单位法向; dσ为曲面

∂Ω的面积元 (Hausdorff测度); V(x) ∈ C1(Ω̄,Rn).

设 G ∈ C1(Ω),则 div(GV) = G divV+ DG · V ⇒分部积分公式
∫
Ω V(x) · DG(x) dx =

∫
∂ΩG(x)V(x) · ν(x) dσ(x)−

∫
ΩG(x)divV(x) dx.

泛函: J(w) .
=
∫
Ω F(x,w(x),Dw(x)) dx,其中 F : (x, z, p) → R, F ∈ C1已给定.
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计算一阶变分: 设 u, v ∈ C1(Ω̄),则 (含参变量积分求导)

J′(u)v =
d
dt

∫

Ω
F(x, u(x) + tv(x),Du(x) + tDv(x)) dx

∣∣∣∣
t=0

=

∫

Ω

[
Fz(x, u(x),Du(x))v(x) +

〈
Fp(x, u(x),Du(x)),Dv(x)

〉]
dx

设F,u∈C2

−−−−−−−−−−→
第二项用分部积分

=

∫

Ω

[
Fz(x, u(x),Du(x))− divFp(x, u(x),Du(x))

]
v(x) dx

+

∫

∂Ω
v(x)Fp(x, u(x),Du(x)) · ν(x) dσ(x) (♦)
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拟线性方程的 Dirichlet问题: A = {w ∈ C2(Ω̄) : w(x) = ϕ(x), ∀x ∈ ∂Ω} ⇒
V = {v ∈ C2(Ω̄) : v(x) = 0, ∀x ∈ ∂Ω} ⇒(边界项为零)

弱解:
∫

Ω

[
Fz(x, u(x),Du(x))v(x) + 〈FP(X, u(x),Du(x)),Dv(x)〉

]
dx = 0, ∀v ∈ V.

经典解: Fz(x, u(x),Du(x))− divFp(x, u(x),Du(x)) = 0 in Ω, u = ϕ(x) on ∂Ω.

(♦)中去积分号 (整体到局部)的关键点: 利用 v的任意性,设 f ∈ C(Ω̄),
∫
Ω fv dx = 0, ∀v ∈ V ⇒ f ≡ 0. (难点—构造恰当的 v,由简到繁. (i) Ω = R时,
对 x ∈ (−1, 1)定义 ṽ(x) = (1− x2)3;对 |x| ≥ 1,定义 ṽ ≡ 0,则 ṽ ∈ C2(R). (ii)
一般情形: 设在 BR(x̂) ⊂ Ω上 f > ε > 0,取 v(x) = ṽ( |x−x̂|

R ).)
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一般情形: 设在 BR(x̂) ⊂ Ω上 f > ε > 0,取 v(x) = ṽ( |x−x̂|
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拟线性方程的 Neumann问题: A = {w ∈ C2(Ω̄)},测试函数空间仍然是 A.

弱解:
∫

Ω

[
Fz(x, u(x),Du(x))v(x) + 〈FP(X, u(x),Du(x)),Dv(x)〉

]
dx = 0, ∀v ∈ A (注意与

Dirichlet问题的区别: 测试函数 v范围不同).

经典解:
Fz(x, u(x),Du(x))− divFp(x, u(x),Du(x)) = 0 in Ω, 〈Fp(x, u(x),Du(x)), ν(x)〉 = 0 on ∂Ω

去积分号: 先取 v ∈ V ⊂ A,再取 v ∈ A.
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凸泛函的变分问题与散度形拟线性椭圆型方程

泛函: J(w) .
=
∫
Ω F(x,w(x),Dw(x)) dx;

E-L方程: Fz(x, u(x),Du(x))− divFp(x, u(x),Du(x)) = 0. 链式法则⇒

divFp(x, u(x),Du(x)) =
n∑

i=1

∂

∂xi

[
∂F
∂pi

(x, u(x),Du(x))
]

=
n∑

i=1

(
∂2F
∂xi∂pi

(x, u(x),Du(x)) +
∂2F
∂z∂pi

(x, u(x),Du(x))
∂u
∂xi

(x)
)

+
n∑

i,j=1

∂2F
∂pi∂pj

(x, u(x),Du(x))
∂2u
∂xi∂xj

(x).
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结论— F : (x, z, p) → R关于变量 p凸, F ∈ C2 ⇒实对称阵(
∂2F
∂pi∂pj (x, u(x),Du(x))

)

n×n
正定⇒EL方程是椭圆型的.

例和习题
Poisson方程 (练习): F(x, z, p) = 1

2 |p|
2 − zf(x) ⇒ (EL): −∆u(x) = f(x).

极小曲面方程 (练习): 函数 z = w(x) (x ∈ Ω)的图像作为 Rn+1中的曲面,其面积是

J(w) =
∫
Ω

√
1+ |Dw(x)|2 dx ⇒(EL):

n∑

i=1

Di

(
Diu√

1+ |Du|2

)
= 0.

欧氏空间到球面的调和映照 (harmonic map) — Dirichlet泛函的推广: E(u) .
=
∫
Ω |Du|2 dx,容

许集 A = {u ∈ W1,2(Ω;Rm) : |u| = 1 in Ω, u = g on ∂Ω} ⇒
(EL方程)-(二阶椭圆组): ∆u+ |Du|2u = 0 (带约束的极值问题,要用 Lagrange乘子法).
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

梯度流与隐式 Euler格式

梯度流系统: dX(t)
dt = −E′(X(t)) (这里 E′(X)是泛函 E在 X处的变分—Gâteaux导数),例:

热方程 ρt = ∆ρ,梯度流结构对应泛函: E(ρ) =
∫
ρ ln ρ (Boltzmann H-函数,负熵);或 E(ρ) =

∫
|Dρ|2 dx

线性 Fokker-Planck方程 ρt = ∆ρ+∇ · (ρ∇V),梯度流结构对应泛函: E(ρ) =
∫
ρ ln ρ+

∫
ρV

多孔介质 (porous medium)方程 ρt = ∆ρm,梯度流结构对应泛函: E(ρ) = 1
m−1

∫
ρm

McKean-Vlasov方程 ρt = ∇ · (ρ∇(ρ ∗W)),梯度流结构对应泛函: E(ρ) = 1
2

∫
ρ(x)ρ(y)W(x− y) dxdy

时间半离散隐式 Euler格式: 对任意固定的 τ > 0,求解 Xn+1
τ 使得

Xn+1
τ − Xn

τ

τ
= −E′(Xn+1

τ )

利用变分问题minX

[
E(X) + |Xn

τ−X|2

2τ

]
求出 Xn+1

τ

构造近似解: Xτ (t) = Xn
τ ,若 t ∈ [nτ, (n+ 1)τ). 在适当函数 (测度)空间中证明 τk → 0+时近似解序列 {Xτk}

有极限
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

常用函数空间

连续可微函数空间 Ck(Ω) (椭圆型、抛物型方程,极值原理), Lipschitz空间 Ck,1(Ω) (ODE)

Hölder空间 Ck,α(Ω)(0 < α < 1) (椭圆型、抛物型方程, Schauder理论)

Lp(Ω) (1 ≤ p ≤ ∞) (L2(Ω)是 Hilbert空间)

Sobolev空间 Wk,p(Ω),Wk,p
0 (Ω) k = 1, 2, . . . , p ∈ [1,∞],其中 Hk(Ω) = Wk,2(Ω)和 Wk,p

0 (Ω)是 Hilbert空间;负指

数 Sobolev空间 H−1(Ω) = H1
0(Ω)∗ 及其推广 W−k,p′(Ω) = Wk,p

0 (Ω) ( 1
p′ +

1
p = 1)

时空-Sobolev空间 Lp([0, T];Wk,p(Ω)),Cj([0, T];Wk,p(Ω)),W1,q([0, T];Wk,p(Ω))等

Besov空间和 Triebel空间 (用 Fourier变换和空间插值定义)

有界变差函数空间 (双曲守恒律方程、激波)

测度空间 (带Wasserstein度量的概率测度空间等)

关注的性质: 完备性;紧性和 (弱)紧性 (自反性)[致密性定理;Ascoli-Arzela引理; Montel定理; Harnack定理;

Rellich紧嵌入定理等];光滑函数的稠密性;延拓和限制 (迹定理);嵌入定理 (各类空间之间的关系);坐标变换下

的不变性等 (定义流形上函数空间及纤维丛)
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

时间周期解与稳态解,分离变量法⇒椭圆型方程

周期解: Schrödinger方程 (1926年) i! ∂
∂t
ψ(x, t) =

[
− !2
2m

∆+ V(x)
]
ψ(x, t)

ψ : R3 × R → C — 波函数 (概率密度函数:
∫
R3 |ψ(x, t)|2 dx = 1)

在 U ⊂ R3中发现电子的概率:
∫
U |ψ(x, t)|2 dx; 电子的平均 (期望)位置

x̄ =
∫
R3 x|ψ(x, t)|2 dx

V(x) = − e2
|x| : 位于原点的氢原子核的势阱 (Columb定律: F = −Ce2 x

|x|3 , −∇V(x) = F.)

记 r = |x|,作尺度变换 (重新选取量纲)使得 e = m = ! = 1 ⇒ iψt = − 1
2∆ψ − 1

rψ

分离变量:

ψ(x, t) = T(t)v(x) ⇒ 2iT
′

T =
−∆v− 2

r v
v (= λ) ⇒





T(t) = e− i

2λt (⇒ λ ∈ R时有时间周期解,)

−∆v− 2
r v = λv.
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

温度的稳态分布: ut −∆u = f(x) ⇒−∆u = f(x);与时间无关的外力作用下膜的
平衡位置: utt −∆u = f(x) ⇒−∆u = f(x)

(气体动力学)定常亚音等熵无旋流:
(
1− γ−1

2 |Du|2
)
∆u− DiuDjuDiju = 0

(γ > 1,当 |Du| < [2/(γ + 1)]1/2时是椭圆型的;
[2/(γ + 1)]1/2 < |Du| < [2/(γ − 1)]1/2时是双曲型的, (Du代表流速,

ρ
.
=
(
1− γ−1

2 |Du|2
)1/(γ−1)

代表气流密度)

分离变量法: utt − a2∆u = 0, u(x, t) = v(x)T(t) ⇒T′′ + a2k2T = 0,∆v+ k2v = 0
(Helmholtz方程)
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

Newton万有引力定律⇒椭圆型方程;能量泛函

引力位势—Newton万有引力定律 (1687年)
质点情形: 在原点的质量为 M的质点产生的引力场强度是 (设万有引力常数为 G)
F(x) = −G M

|x|3 x (向量场). 引入位势函数 V(x) = −GM
|x| (标量场. Lagrange, 1777年),则

−DV(x) = F(x).
连续分布情形 (叠加原理): 设物体占据 Ω ⊂ R3,其质量分布 (密度函数)为 ρ(x),则 Ω产生
的引力势为 V(x) = −G

∫
Ω

ρ(y) dy
|x−y| (Newton位势)

*(练习)计算: 当 x +∈ Ω时,有 ∆V(x) = 0. [1789年, Laplace提出 Laplace方程; 1813年,
Poisson提出 Poisson方程,将不规则物体的万有引力的计算化为标准的 PDE问题]
*若 ρ ∈ Cα(Ω) (0 < α < 1),则 ∀x ∈ Ω,∆V(x) = −4πGρ(x) (奇异积分算子理论)
数学难点: Dirac测度 (广义函数的概念和理论, L. Schwartz, 1945年)
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

势能泛函 (PDE能量积分方法,重要) : 质量为 ρ(x) dx的物体在位势为 V(x)的
引力场中具有的势能为 ρ(x) dxV(x) −−−−−−−−−−→

∆V(x)=−4πGρ(x)
⇒系统总势能为

∫
R3 ρ(x)V(x) dx = − 1

4πG
∫
R3 V(x)∆V(x) dx 分部积分公式−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

假设 limx→∞ V(x) = 0, |Du|有限
=

1
4πG
∫
R3 |DV(x)|2 dx (Dirichlet泛函)
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

静电场 Gauss定律⇒椭圆型方程

Coulomb定律 (1785年): 位于原点的静止点电荷 q(可正可负)对位于 x点的静
止点电荷 q′(可正可负)的电场力 F = k qq′

|x|3 x; q产生的电场强度:
E = F/q′ = k q

|x|3 x; (k =
1

4πε0 )叠加原理 (力合成的平行四边形法则,力的独立作
用原理—物理实验结论)⇒电荷密度 (单位体积的电荷数)为 ρ(x)的物体 Ω

产生的电场 E(y) = 1
4πε0

∫
Ω

(y−x)ρ(x)
|y−x|3 dx (ε0 —真空的介电常数)

袁海荣 偏微分方程 2022年 10月 11日 22 / 30



泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

静电场电位势—Gauss定律 (1839年): 设带电体 Ω ⊂ R3分布有电荷密度为
ρ(x)的电荷, Ω产生的电场强度为 E(x),则由上述 Coulomb定律 (对点电荷情
形用散度定理验证,再用叠加原理)⇒ Gauss定律:
∫∫

∂Ω E · ν dσ = 1
ε0

∫
Ω ρ dx

Ω任意性−−−−−→
散度定理

divE(x) =

1
ε0
ρ(x) ∆

.
=divD−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

设电场无旋,区域 Ω单连通,于是∃u使得E=−Du
−∆u = 1

ε0
ρ
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

电场能 (完全类比引力势能):
∫
Ω |Du(x)|2 dx (⇒ Sobolev空间中边值问题解的

唯一性和稳定性; Ω上电场 E的能量定义为
∫
Ω |E(x)|2 dx )

边界条件: i) Dirichlet (u|∂Ω = 0) —给定电压 (如接地); ii) Neumann
(∂u/∂ν|∂Ω = 0) —绝缘 (电场线无法穿过); iii) Robin
(∂u/∂ν + hu|∂Ω = 0) —不同导电介质界面

内区域/外区域 (一般来说,无穷远处需要某种有界或极限存在条件)

极值原理: 不是常数的调和函数的最大值和最小值只能在区域边界取到 (热方
程极值原理的特殊情形)⇒Hölder空间中经典解的唯一性和稳定性
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

变分法及弱解的应用: 有限元法
典型问题: 在 Ω ⊂ R2中 −∆u = f,在 ∂Ω上 u = 0.

弱解形式:
∫

Ω
Du · Dv dx =

∫

Ω
fv dx, ∀v ∈ C1

c(Ω) (v: 测试函数;

C1
c(Ω): supp u = {x ∈ Ω : u(x) += 0} ⊂ Ω是紧集且 u ∈ C1(Ω). 这里 V表示集
合 V ⊂ R2的闭包.)
区域的三角剖分: 将 Ω用 ΩN近似,其中 ΩN是有限个不重叠的三角形组成的
多边形区域,其内顶点记为 V1, · · · ,VN (注意三角形个数多于 N)
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构建测试函数 v1(x), · · · , vN(x): (i) vk在内顶点 Vk取值为 1,在与 Vk相邻的顶
点 (即与 Vk通过一条三角形的边相连的顶点,未必是内顶点)处取值为零;
ii) 在每个以 Vk为顶点的三角形内, vk(x) = ax1 + bx2 + c,由要求 i)确定系数
a, b, c (对不同三角形,系数 a, b, c不同); iii)再将 vk零延拓到全空间.
*几何: vk(x)的图像是以 (Vk, 1)为顶点 (高为 1),以 Vk相邻的那些三角形为底
的多面体. vk由区域的三角剖分唯一确定.
* (注意 vk|∂ΩN = 0. 但 vk /∈ C1,所以要说明 vk可以作为测试函数,需要推广函
数空间到 Sobolev空间 H1

0(Ω),保证弱解形式有效,为此需要 C1
c(Ω)在 H1

0(Ω)

中稠密)

解的近似表示: uN(x)
.
= u1v1(x) + · · ·+ uNvN(x) (分片线性函数,其中常数

u1, · · · , uN待定)
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泛函和变分问题 梯度流 周期解、稳态解和变量分离解 位势论 有限元法 例和习题 阅读和作业

目标问题:
∫
ΩDu · Dv dx =

∫
Ω fv dx (♣), ∀测试函数 v ∈ H1

0(Ω)

近似解: uN(x)
.
= u1v1(x) + · · ·+ uNvN(x),其中 vk ∈ H1

0(Ω). 注意: 在内顶点 Vk

处, uN(Vk) = uk.

将 (♣)中 u换作 uN, v依次取为 vj (j = 1, 2, . . . ,N) ⇒
N∑

i=1

ui
∫

ΩN

Dvi · Dvj dx
︸ ︷︷ ︸

.
=mij

=

∫

ΩN

fvj dx
︸ ︷︷ ︸

.
=fj

−−−−−−−−−→
线性代数方程组

N∑

i=1

mijui = fj, j = 1, · · · ,N

(mij)—大型稀疏矩阵: 当 Vi,Vj不相邻 (没有边相连)时, mij = 0
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有限元法的推广
矩形剖分;用高阶多项式生成测试函数

发展型方程: i) 时间半离散化—结合前向或后向 Euler格式,将发展方程化为稳态方程问
题; ii) 空间半离散化—用弱解形式,但系数 uk依赖于 t,化为 ODE组 (Galerkin方法)

例: ut = uxx + f(x, t), t > 0, 0 < x < l; u(x, 0) = φ(x); u(0, t) = u(l, t) = 0弱解形式
d
dt
∫ l
0 uv dx = −

∫ l
0 uxvx dx+

∫ l
0 f(x, t)v(x) dx, ∀v ∈ H1

0([0, l]);

设 u(x, t) =
∑N

k=1Uk(t)vk(x) ⇒
N∑

i=1

(∫ l

0
vivj dx

)
dUi

dt
= −

N∑

i=1

(∫ l

0
v′i(x)v′j(x) dx

)
Ui(t) +

∫ l

0
f(x, t)vj(x) dx, j = 1, . . . ,N
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习题 1. 设区域 Ω上带齐次 Dirichlet边界条件的 Poisson方程 −∆u = f有一个解 u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄),证明: 它是泛
函 J(w) =

∫
Ω(

1
2 |Dw|

2 − fw) dx在容许集 {w ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄) : w|∂Ω = 0}上的唯一的极小值点.

习题 2. 给定 T > 0和具紧支集的函数 φ,ψ : Rn → R,置
A = {u ∈ C2

c(Rn × [0, T]) : u(x, 0) = φ(x), u(x, T) = ψ(x)},以及 L(u)(t) =
∫
Rn

(
1
2 |ut(x, t)|

2 − 1
2 |Du(x, t)|

2
)
dx. 证明:

A上的泛函 S[u] =
∫ T
0 L(u)(t) dt的 Euler-Lagrange方程是波动方程 utt −∆u = 0.
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

很多中国的小孩看不到数学最精华的地方,认为只要将题目做对、将
考试考好,就很高兴. 但数学的真谛不是做题、特别不是做别人出的题,而
是要自己发掘好的研究方向、好的问题,走出一条自己的路.

——丘成桐

袁海荣 偏微分方程 2022年 10月 18日 2 / 33



Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

学习要点

熟练掌握散度定理、Green公式和 “挖洞”技巧

熟练掌握 Laplace算子的基本解 (具体表达式,验证)

理解第二 Green公式体现的对偶思想

了解验证 Newton位势是 Poisson方程特解的分析技巧

初步了解广义函数及其意义
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

散度定理和 Green公式
散度定理 (1831年, Ostrogradsky)

散度定理:
∫

Ω
divV(x) dx =

∫

∂Ω
V(x) · n(x) dσ(x) , n(x)为 x ∈ ∂Ω处的外单位法向; dσ为

曲面 ∂Ω的面积元 (Hausdorff测度);向量场 V(x) ∈ C1(Ω,Rn) ∩ C(Ω̄,Rn). 设函数
g ∈ C1(Ω) ∩ C(Ω̄),则 div(gV) = g divV+ Dg · V ⇒

分部积分公式:
∫

Ω
V(x) · Dg(x) dx =

∫

∂Ω
g(x)V(x) · n(x) dσ(x)−

∫

Ω
g(x)divV(x) dx

[意义: 对不连续函数、测度等定义弱导数的理论基础]

第一 Green公式 (1828年):∫

Ω
u(x)∆v(x) dx =

∫

∂Ω
u(y)

∂v
∂n

(y) dσ(y)−
∫

Ω
Du(x) · Dv(x) dx

(对 V = Dv, g = u用分部积分公式;∆v = divDv.) 意义: 定义边值问题的弱解,用 Hilbert空间的 Riesz表示定

理求出 Sobolev空间 H1 中的弱解 (变分方法)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

第二 Green公式:
∫

Ω
u(x)∆v(x) dx−

∫

Ω
v(x)∆u(x) dx =

∫

∂Ω
u(y)

∂v
∂n

(y) dσ(y)−
∫

∂Ω
v(y)

∂u
∂n

(y) dσ(y)

(第一 Green公式中交换 u, v;原式与所得式相减.)

第二 Green公式的意义—适当边界条件下 ∆是 Hilbert空间 (如 H1
0(Ω)或

H1(Ω))上的自伴算子 (⇒泛函分析中自伴紧算子的谱理论— (应用于其逆算
子 ∆−1)) 设 u, v都是下列问题的解



∆u = f in Ω,

u|∂Ω = 0,





∆u = f in Ω,
∂u
∂n

∣∣
∂Ω

= 0,





∆u = f in Ω,
∂u
∂n + σu

∣∣
∂Ω

= 0
⇒

∫
Ω u(x)∆v(x) dx =

∫
Ω v(x)∆u(x) dx ⇒ 〈∆u, v〉 = 〈u,∆v〉 (类比实对称阵)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

Laplace算子的基本解

n维 Laplace算子的基本解:

Φ(x) = φ(|x|) .
=






1
2π ln

1
|x| , n = 2,

1
(n−2)ωn

1
|x|n−2 , n ≥ 3,

ωn
.
= “Rn中单位球的表面积”

重要事实 — 构造特解 (特别是有解析表达式的特解)对于 PDE求解非常重要 i) 利用
特解就可以刻画一些重要物理现象; ii) 检验理论与物理实验结果是否相符; iii) 检验数值
算法合理性和有效性; iv) 利用足够多的特解作有限或无限组合 (取极限)得到一般解
构造特解的常见方法 — 利用 PDE的不变群化为 ODE或代数方程 i) Laplace方程: Rn

自同构群 (旋转⇒球 (柱)对称解,平移⇒低维解; ii) 波动方程,热方程: Lorentz变换、伽
利略变换等⇒行波解;共形变换 (尺度伸缩)⇒自相似解 (一般情形: PDE的 Lie群方
法;可积系统)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

Laplace算子在 Rn中正交变换下的不变性: (对 A = In, b = c = 0情形用如下
定理,其中 T(x) = Tx ⇒ DT(x) = T ⇒ D2T(x) = 0, T是正交阵)

定理 (C2微分同胚下 PDE类型不变)

在 C2微分同胚 y = T(x)下, PDE Tr[A(x)D2u(x)] + 〈b(x),Du(x)〉+ c(x)u(x) = f(x)
变为 Tr[Ā(y)D2

yv(y)] + 〈b̄(y),Dyv(y)〉+ c(T−1(y))v(y) = f(T−1y),其中
v(y) = u(T−1y),而
Ā(y) = DT(x)A(x)DT(x)"|x=T−1(y),b̄(y) = [b(x)DT(x)" + Tr[A(x)D2T(x)]]|x=T−1(y).

由此定理,现在 Ā(y) = In,故 ∆xu(x) = 0 ⇒ ∆yu(T−1y) = 0 ⇒ ∆xu(T−1x) =
0 解 u在自变量正交变换下还是解−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
于是有可能存在自变量正交变换下不变的解,利用正交群作用于 Rn 的轨道分类

u只依赖于 |x| ⇒

u(x) = φ(r), r = |x|. 任务: 确定函数 φ
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

球坐标下的 n维 Laplace算子: ∆r,ϕu = 1
rn−1

∂
∂r
(
rn−1 ∂u

∂r
)
+ 1

r2∆Sn−1u. 这里 ∆Sn−1

是 n− 1维单位球面 Sn−1上的 Laplace-Beltrami算子:
定义 (用了求和约定): 给定 m维黎曼流形 (M, g),设局部坐标 x下度量
g = gijdxidxj,记 |g| = det(gij), (gij) = (g−1)ij. 设 u : M → R是光滑函数,定义
梯度算子 ∇u = gij∂iu∂j;对光滑向量场 X = Xj∂j,定义其散度
∇ · X = 1√

|g|
∂i(
√
|g|Xi). 定义 Laplace-Beltrami算子

∆u .
= ∇ · (∇u) = 1√

|g|
∂i(
√
|g|gij∂ju).
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

局部坐标的取法 (Rn的球坐标系):

(♦)






x1 = r sinϕ1 · · · sinϕn−2 sinϕn−1,

x2 = r sinϕ1 · · · sinϕn−2 cosϕn−1,

x3 = r sinϕ1 · · · sinϕn−3 cosϕn−2,

· · · · · · · · · · · ·

xn−1 = r sinϕ1 cosϕ2,

xn = r cosϕ1, 0 ≤ ϕ1, . . . ,ϕn−2 ≤ π, 0 ≤ ϕn−1 ≤ 2π.
Rn的标准度量 g =

∑n
i=1(dxi)2 = (dr)2 + r2gSn−1 ,由此可计算球面的标准度量

gSn−1 ,从而得到 ∆Sn−1 的局部坐标下的表达式 (n = 3时 θ = ϕ1是纬度, ϕ = ϕ2

是经度,注意记号: sink θ = (sin θ)k)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

∆Sn−1u =
n−1∑

k=1

1
sin2 ϕ1 · · · sin2 ϕk−1 sin

n−k−1 ϕk

∂

∂ϕk

(
sinn−k−1 ϕk

∂u
∂ϕk

)

⇒ ∆S2u =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂u
∂θ

)
+

1
sin2 θ

∂2u
∂ϕ2 .

∆r,ϕu = 1
rn−1

∂
∂r
(
rn−1 ∂u

∂r
)
+ 1

r2∆Sn−1u.

Laplace算子的球对称解: 1
rn−1

∂
∂r

(
rn−1 ∂φ(r)

∂r

)
= 0 ⇒ φ(r) =





b ln r+ c, n = 2,
b

rn−2 + c, n ≥ 3
c=0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

取适当 b使得以后解的表达式较为简洁
基本解 Φ(x) = φ(|x|)满足

∆Φ(x) = 0, ∀x .= 0.
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

补充: 球坐标变换下的重积分计算公式
∫

Rn
f(x) dx =

∫ ∞

r=0

∫ π

ϕ1=0
· · ·
∫ π

ϕn−2=0

∫ 2π

ϕn−1=0
f(x(rϕ))J(n, r,ϕ) dϕn−1dϕn−2 · · · dϕ1dr

=

∫ ∞

r=0

(∫

S1(0)
f(x(rϕ))dσ(ϕ)

)
rn−1 dr

其中, dx = dx1 · · · dxn, r = |x|, x(rϕ)即前述球坐标变换 (♦),该变换的 Jacobi行列
式的绝对值就是 J(n, r,ϕ) = rn−1(sinϕ1)n−2 · · · (sinϕn−3)2 sinϕn−2.
dσ(ϕ) = (sinϕ1)n−2 · · · (sinϕn−3)2 sinϕn−2dϕn−1dϕn−2 · · · dϕ1就是在局部坐标
(ϕ1, · · · ,ϕn−1)下单位球面 S1(0)上的面积微元.

注意: 数学分析学习了 n = 2, 3时对应的上述结论. 一般情形: 几何测度论中的
co-area公式,微分几何中的体积微分形式等.
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

对偶方法: 用边界值和自由项表示解
问题— Poisson方程的 Dirichlet问题 (♣): 在 Ω ⊂ Rn中 ∆u = f, u|∂Ω = g (自
由项 f, g已知).
思路: 设自由项性质很好,解 u存在且使下列计算成立,得到 u的解析表达式;
再寻求边值和自由项的适当条件,保证所得解析表达式确实是解.
方法: 第二 Green公式 (找对偶问题的特解,即恰当的测试函数): 设
u, v ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄), n为 ∂Ω的外单位法向,则
∫

Ω
u(y)∆v(y) dy −

∫

Ω
v(y)∆u(y) dy =

∫

∂Ω
u(y)

∂v

∂n
(y) dσ(y) −

∫

∂Ω
v(y)

∂u

∂n
(y) dσ(y)

固定 x ∈ Ω,在第二 Green公式中取 u(y)为 (♣)的解,

v(y) .
= Φ(x− y) =






1
2π ln 1

|x−y| , n = 2,
1

(n−2)ωn

1
|x−y|n−2 , n ≥ 3.
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

难点: 函数 v(y)在 y = x ∈ Ω处无定义,不符合 Green公式成立的条件
如何克服难点? (挖洞技巧) —退一步: 挖掉球 Bε(x),在区域 Ωε

.
= Ω \ Bε(x)上

对 u(y), v(y)用第二 Green公式; 进一步: 令 ε→ 0+取极限. [配图!]
∫
Ωε

u(y)∆v(y)︸ ︷︷ ︸
=0

dy−
∫
Ωε

v(y)∆u(y)︸ ︷︷ ︸
=f(y)Φ(x−y)

dy =
∫
∂Ωε

u(y) ∂v∂n(y) dσ(y)−

∫
∂Ωε

v(y)∂u∂n(y) dσ(y)
注意∂Bε(x)处 n = x−y

|x−y| 指向球心−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
∂Ωε=∂Ω∪∂Bε(x)

=
∫
∂Ω g(y) ∂v∂n(y) dσ(y)−

∫
∂Ω v(y)∂u∂n(y) dσ(y) +

∫

∂Bε(x)
u(y)

∂v
∂n

(y) dσ(y)
︸ ︷︷ ︸

=Iε

−
∫

∂Bε(x)
v(y)

∂u
∂n

(y) dσ(y)
︸ ︷︷ ︸

=IIε=O(ε)

以

n ≥ 3为例,由于 v(y) ≥ 0, |IIε| ≤ |Du|L∞
∫
∂Bε(x) v(y) dσ(y) =

|Du|L∞ 1
(n−2)ωn

∫
∂Bε(x)

1
εn−2 dσ = |Du|L∞ ωnεn−1

(n−2)ωnεn−2 = O(ε).
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

⇒ −
∫

Ωε

f(y)Φ(x− y) dy =
∫

∂Ω
g(y)

∂v
∂n

(y) dσ(y)−
∫

∂Ω
v(y)

∂u
∂n

(y) dσ(y) +
∫

∂Bε(x)
u(y)

∂v
∂n

(y) dσ(y)
︸ ︷︷ ︸

=Iε→u(x)

−O(ε) (♠)

Iε的计算
v(y) = Φ(x− y) = φ(|x− y|),

φ(r) .
=






1
2π ln 1

r , n = 2,
1

(n−2)ωn

1
rn−2 , n ≥ 3

⇒ φ′(r) =





− 1

2π
1
r , n = 2,

− 1
ωn

1
rn−1 , n ≥ 3

= − 1
ωn
r1−n

D|x| = x
|x|⇒ |y− x| = ε时, Dy|x− y| = − x−y

|x−y| = −n,注意 n是指向球心 x的单位法向
|y− x| = ε时, ∂v

∂n = DyΦ(x− y) · n = −φ′(|x− y|)n · n = −φ′(ε) = 1
ωn

1
εn−1 . (注意 ωn是 n维单

位球体的表面积,故 |∂Bε(x)| = ωnεn−1.)
⇒ Iε = 1

|∂Bε(x)|
∫
∂Bε(x) u(y) dσ(y)

ε→0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
积分中值定理和被积函数的连续性

u(x) [注意基本解中的系数的取法使得这里的结果

变得很简单]
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

注意 f ∈ C(Ω̄)时 limε→0
∫
Ωε

f(y)Φ(x− y) dy =
∫
Ω f(y)Φ(x− y) dy,因为该瑕积分

绝对可积! (回忆瑕积分的定义,比较判别法)

(♠)
ε→0−−−−−−−→

极限的唯一性

u(x) =
∫

∂Ω
Φ(x− y)

∂u
∂n

(y) dσ(y)−
∫

∂Ω
g(y)DyΦ(x− y) · n(y) dσ(y)−

∫

Ω
f(y)Φ(x− y) dy

缺点: 要表示解,还需要知道 ∂u
∂n(y)|∂Ω,但 ∆u = 0, u|∂Ω = 0的解已唯一 (能量

积分,方程乘以 u,用第一 Green公式),所以再给定 ∂u
∂n(y),定解问题未必有解.
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

求解 Poisson方程 Dirichlet问题的思路:

i) 用 Newton位势 Nf(x) .
= −

∫
Ω f(y)Φ(x− y) dy得到 Poisson方程∆w = f的特

解 w = Nf;

ii) 转化为 Laplace方程的 Dirichlet问题,通过解一个特殊的边值问题消去
∂u
∂n(y),引入 Green函数;

iii) 对具特殊对称性的区域 (球、上半空间等),利用基本解和静电源像法计算
Green函数⇒解的形式表达式⇒严格证明.
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

Newton位势
Newton位势: Nf(x) .

= −
∫
Ω f(y)Φ(x− y) dy, 其中 Φ(x− y) .

= φ(|x− y|),

φ(r) .
=






1
2π ln 1

r , n = 2,
1

(n−2)ωn

1
rn−2 , n ≥ 3

⇒ φ′(r) = − 1
ωn
r1−n ⇒ DxΦ(x− y) = φ′(|x− y|) x−y

|x−y| =
−1
ωn

x−y
|x−y|n

定理 (Newton位势)
设 Ω ⊂ Rn是有界区域,且 f ∈ C1(Ω̄). 结论: u(x) .

= Nf(x) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)且
∆u(x) = f(x), ∀x ∈ Ω.

证明. 第一步: 利用近似积分核逼近,证明 Du(x) =
∫
Ω

1
ωn

x−y
|x−y|n f(y) dy且

u ∈ C1(Rn); 第二步: 利用积分区域分解和分部积分证明 Du ∈ C1(Ω) [关
键: 挖洞 (局部化)、导数的分配] 第三步: 利用基本解的性质及 “挖洞”技
巧,证明在每个点 x ∈ Ω成立 ∆u(x) = f(x).
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

复习: 要用的数学分析工具 — 分部积分公式;以及

定理 (一致收敛函数列的逐项求导 华东师大 <数学分析 >第四版下册定理 13.11)
设 i) {fn} ⊂ C1(Ω)是定义在有界区域 Ω上的连续可微的函数列,在点 x0收敛;
ii) {Dfn}在 Ω上一致收敛. 结论: fn一致收敛到一个连续可微函数,且
D(limn→∞ fn(x)) = limn→∞Dfn(x).

定理 (含参变量积分的求导 华东师大 <数学分析 >第四版下册定理 19.3)
设 Ω是有界区域,函数 f(x, y)及其偏导函数 ∂xf(x, y)都在 {(x, y) ∈ [a, b]× Ω̄}上连
续. 结论: 1)积分 I(x) .

=
∫
Ω f(x, y) dy在 [a, b]上可微; 2) dI(x)

dx =
∫
Ω

∂
∂x f(x, y) dy.
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

第一步: 利用近似积分核逼近,证明 f ∈ C(Ω̄)时 u ∈ C1(Rn),且
Du(x) =

∫
Ω

1
ωn

x−y
|x−y|n f(y) dy.

难点: 对 Nf(x)不能直接用含参变量积分求导定理 (对 x ∈ Ω,被积函数 −f(y)Φ(x− y)及其
导数在 y = x都无定义,从而不连续). 但是,利用球坐标,积分

∫
Ω

1
ωn

x−y
|x−y|n f(y) dy收敛 (存在),

从而可以用如下逼近方法绕过此难点.

逼近方法: 将积分核 Φ(x) = φ(|x|)用 gε(x) = gε(|x|) =






ε2−|x|2
2ωnεn

+ φ(ε), |x| ≤ ε

φ(|x|), |x| > ε
近似. 注

意,对固定的 ε > 0, d
dr

(
ε2−r2
2ωnεn

)∣∣∣
r=ε

= − 1
ωn
ε1−n = φ′(ε) ⇒ gε ∈ C1.

袁海荣 偏微分方程 2022年 10月 18日 19 / 33



Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

第一步: 利用近似积分核逼近,证明 f ∈ C(Ω̄)时 u ∈ C1(Rn),且
Du(x) =

∫
Ω

1
ωn

x−y
|x−y|n f(y) dy.

难点: 对 Nf(x)不能直接用含参变量积分求导定理 (对 x ∈ Ω,被积函数 −f(y)Φ(x− y)及其
导数在 y = x都无定义,从而不连续). 但是,利用球坐标,积分

∫
Ω

1
ωn

x−y
|x−y|n f(y) dy收敛 (存在),

从而可以用如下逼近方法绕过此难点.

逼近方法: 将积分核 Φ(x) = φ(|x|)用 gε(x) = gε(|x|) =






ε2−|x|2
2ωnεn

+ φ(ε), |x| ≤ ε

φ(|x|), |x| > ε
近似. 注

意,对固定的 ε > 0, d
dr

(
ε2−r2
2ωnεn

)∣∣∣
r=ε

= − 1
ωn
ε1−n = φ′(ε) ⇒ gε ∈ C1.

袁海荣 偏微分方程 2022年 10月 18日 19 / 33



Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

置 vε(x)
.
= −

∫
Ω gε(|x− y|)f(y) dy,则 vε ⇒ u. 事实上,对固定的 x ∈ Rn,

|u(x)− vε(x)| ≤
∫
Ω |− φ(|x− y|) + gε(|x− y|)||f(y)| dy ≤

∫
|y−x|≤ε

∣∣∣φ(|x− y|)− φ(ε)− ε2−|x−y|2
2ωnεn

∣∣∣ |f(y)| dy ωn是 Rn 单位球的表面积−−−−−−−−−−−−−→
球坐标

≤

‖f‖L∞ ωn
∫ ε
0

(
φ(r)− φ(ε) + ε2−r2

2ωnεn

)
rn−1 dr n=2留作习题−−−−−−−−→

考虑 n ≥ 3情形
=

‖f‖L∞ ωn
1

(n−2)ωn

(∫ ε
0 r dr−

∫ ε
0 ε

2−nrn−1 dr+ n−2
2εn

(
ε2 r

n

n − rn+2

n+2

)∣∣∣
ε

0

)
=

‖f‖L∞ 1
(n−2)

(n+4)(n−2)
2n(n+2) ε2 = ‖f‖L∞

(n+4)
2n(n+2)ε

2 (♣)

由含参变量积分求导定理, ∂vε∂xi (x) = −
∫
Ω
∂gε
∂xi (x− y)f(y) dy. 注意由含参变量积

分的连续性,得到 vε ∈ C1(Rn).
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

下面证明 ∂vε
∂xi (x) ⇒

∫
Ω

xi−yi
ωn|x−y|n f(y) dy,从而由一致收敛函数列求导定理,得到

Du(x) =
∫
Ω

x−y
ωn|x−y|n f(y) dy. 再由一致收敛的连续函数列的极限也连续,得到

Du(x) ∈ C(Rn).
事实上,

∣∣∣∂vε∂xi (x)−
∫
Ω

xi−yi
ωn|x−y|n f(y) dy

∣∣∣ ≤
∫
|y−x|≤ε ‖f‖L∞

(
|xi−yi|
ωnεn

+ |xi−yi|
ωn|x−y|n

)
dy ≤

‖f‖L∞
∫ ε
0

( rn
εn + 1

)
dr ≤ n+2

n+1 ‖f‖L∞ ε (♣)

注意上述结论对 f ∈ C(Ω̄)都成立 (此时就有 vε ∈ C1,且估计式 (♣)右端都只依
赖于 ‖f‖L∞ ,与 Df无关)

请体会 “逼近”及对应 “估计”的重要意义. 为什么可以成功? 要找到、发掘出
原问题的特点
(自然界的对象一定有好的结构;勤奋 +运气 +勇气⇒找到有好的结构的数
学问题)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

第二步: 利用奇性分解 (通过 “挖洞”局部化实现)和分部积分证明 Du ∈ C1(Ω)

[关键: 导数的分配]. 取定 x̂ ∈ Ω,若 BR(x̂) ⊂ Ω,则
Du ∈ C1(BR(x̂)) ⇒ u(x) ∈ C2(BR(x̂)). (连续和可微是局部性质,局部化—重
要!)
已证明 Diu(x) = −

∫
Ω

∂Φ
∂xi (x− y)f(y) dy 调和分析技巧: 积分区域按奇性和大小作精细分解−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

x∈BR(x̂)时第一项没有奇性,可直接求导任意次
=

−
∫
Ω\BR(x̂)

∂Φ
∂xi (x− y)f(y) dy−

∫
BR(x̂)

∂Φ
∂xi (x− y)f(y) dy 让 f也承担一部分导数,为此先把下划线部分的对参变量导数改为对被积变量导数−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

对第二项作分部积分 (严格来写需要挖洞技巧,但结果仍正确)
=

−
∫
Ω\BR(x̂)

∂Φ
∂xi (x− y)f(y) dy+

∫
BR(x̂)

∂Φ
∂yi (x− y)f(y) dy

= −
∫

Ω\BR(x̂)

∂Φ

∂xi
(x− y)f(y) dy+

(∫

∂BR(x̂)
Φ(x− y)f(y)

yi − x̂i
|y− x̂| dσ(y)−

∫

BR(x̂)
Φ(x− y)

∂f(y)
∂yi

dy

)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

上式右端第一、二项被积函数正则,直接用含参变量求导可知对 x ∈ BR(x̂)是
C∞的. 对第三项,利用第一步的结论,注意到 Dif ∈ C(Ω̄) ⇒第三项是 C1(Rn)

的⇒ Du ∈ C1(BR(x̂))

Diiu(x) =−
∫

Ω\BR(x̂)

∂2Φ

∂x2i
(x− y)f(y) dy+

∫

∂BR(x̂)

∂

∂xi
Φ(x− y)f(y)

yi − x̂i
|y− x̂| dσ(y)

−
∫

BR(x̂)

∂

∂xi
Φ(x− y)

∂f(y)
∂yi

dy
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

第三步: 利用基本解的性质以及 “挖洞”技巧证明∆u(x̂) = f(x̂), ∀x̂ ∈ Ω. (应用
当 x .= y时 ∆xΦ(x− y) = 0, DxΦ(x− y) = −1

ωn

x−y
|x−y|n .) 当 R → 0时,

∆u(x̂) = −
∫
Ω\BR (̂x)

∆xΦ(x− y)|x=x̂︸ ︷︷ ︸
=0

f(y) dy+
∫
∂BR (̂x)

n∑

i=1

∂

∂xi
Φ(x− y)

∣∣∣∣
x=x̂

f(y)
yi − x̂i
|y− x̂|

︸ ︷︷ ︸
= 1

ωn
f(y)

|̂x−y|n−1 =
1

ωn
f(y)
Rn−1

dσ(y)−

∫
BR (̂x)

n∑

i=1

∂

∂xi
Φ(x− y)

∣∣∣∣
x=x̂

∂f(y)
∂yi

︸ ︷︷ ︸
=− 1

ωn
(̂x−y)·Df(y)

|̂x−y|n

dy ⇒ ∆u(x̂) =
1

ωnRn−1

∫

∂BR (̂x)
f(y) dσ(y)

︸ ︷︷ ︸
→f(̂x)

+

∫

BR (̂x)

1
ωn

(x̂− y) · Df(y)
|x̂− y|n

dy
︸ ︷︷ ︸

=O(R)

R→0−−−→

f(x̂) ⇒ ∆u(x̂) = f(x̂).

(注意:
∣∣∣
∫
BR(x̂)

1
ωn

(x̂−y)·Df(y)
|x̂−y|n dy

∣∣∣ ≤ ‖Df‖L∞
∫ R
0

1
rn−1 rn−1 dr = ‖Df‖L∞ R.)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

Newton位势的 Schauder估计
利用 Newton位势 w(x) .

= −
∫
Ω f(y)Φ(x− y) dy, Poisson方程的 Dirichlet内问题∆v = f, v|∂Ω = g可化为 Laplace

方程的 Dirichlet内问题∆u = 0, u|∂Ω = g− w|∂Ω,对其光滑解 u(x) .
= v(x)− w(x),成立如下公式

u(x) =
∫

∂Ω
Φ(x− y)

∂u
∂n

(y) dσ(y)−
∫

∂Ω
g(y)DyΦ(x− y) · n(y) dσ(y)

关于 Newton位势的精细估计— Schauder理论 (1935年): i) 设 f(x)在 Ω ⊂ Rn 上有界可积,则 w(x) ∈ C1(Rn),

且 Diw(x) = −
∫
Ω DiΦ(x− y)f(y) dy; ii) 设 f(x)有界且 Hölder连续: ∃α ∈ (0, 1)使得 f ∈ Cα(Ω),则

w ∈ C2(Ω), ∀x ∈ Ω成立∆w(x) = f(x),且

Dijw(x) = −
∫

Ω0

DijΦ(x− y)(f(y)− f(x)) dy+ f(x)
∫

∂Ω0

DiΦ(x− y)nj(y) dσ(y), ∀i, j = 1, . . . , n,

这里 Ω0 ⊃ Ω是散度定理适用的区域,并将 f(x)在 Ω外延拓为零; iii) ∀B2R ⊂ Ω,存在常数 C = C(n,BR)使得成

立估计式 [D2w]0,BR + Rα[D2w]α,BR ≤ C(‖f‖C(B2R)
+ Rα[f]α,B2R).

参考文献: Gilbarg, David; Trudinger, Neil S. Elliptic partial differential equations of second order. Reprint of the 1998 edition. Classics in Mathematics. Springer-Verlag,
Berlin, 2001. [中译本: 叶其孝等译,二阶椭圆型偏微分方程,高等教育出版社, 2016年] (pp. 52-54. 那里的 Γ就是这里的−Φ.)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

奇异积分算子、Dirac测度、广义函数
奇异积分算子 T : f 4→ Tf: (Tf)(x) .

=
∫
ΩDijΦ(x− y)f(y) dy无定义 (积分不收敛),

但在求解 PDE时经常出现,如何给它一个合理的定义? (调和分析的主要研究
对象之一)

卷积: 设 f(x), g(x) ∈ L1,定义函数 f ∗ g: (f ∗ g)(x) .
=
∫
f(x− y)g(y) dy (加权平

均,是研究函数或广义函数的重要工具)
Dirac测度 δa (a ∈ Rn)关于 Rn的 Lebesgue测度奇异,是比 Lebesgue可测函数
更广泛的数学对象,用于描述质点、点电荷、凝聚等物理对象或现象

Rn上的一个 Radon测度: δa(A) =





1, a ∈ A;

0, a /∈ A,
这里 A是 Rn的任意 Borel集

Cc(Rn)上的连续线性泛函: ∀φ ∈ Cc(Rn), 〈δa,φ〉
.
= φ(a)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

D′(Ω)广义函数
测试函数— D(Ω)

.
= C∞

c (Ω): Ω上具有紧支集的无穷可微函数构成的局部凸拓扑线性空间
(不是 Banach空间,它需要无限个半范数来刻画拓扑).

重要的例子: i) η(x) .
=





cne

1
|x|2−1 , |x| < 1,

0, |x| ≥ 1
,取常数 cn 使得

∫
Rn η(x) dx = 1. ii) 函数族 ηε(x)

.
= 1

εn
η( x
ε
)

(这里 ε > 0).

拓扑 (序列收敛): 设 {φn} ⊂ D(Ω),称 n → ∞时 φn → φ (D(Ω)),若存在紧集 K ⊂ Ω使得 suppφn ⊂ K,

且对任意多重指标 α,在 K上 Dαφn 一致收敛到 Dαφ.

D′(Ω)广义函数— D(Ω)上的连续线性泛函构成的线性空间.

广义函数的弱收敛 (拓扑): 设 {Tn} ⊂ D′(Ω),称 n → ∞时 Tn 弱收敛到 T ∈ D′(Ω) (记作 Tn ⇀ T

(n → ∞)),若 ∀φ ∈ D(Ω),成立 limn→∞〈Tn,φ〉 = 〈T,φ〉.
例子: Lebesgue可积函数, Radon测度. 泛函作用通过积分定义.
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广义函数的导数,基本解

设 T是广义函数, α是多重指标,定义它的导数 DαT是如下广义函数: (可验证
它是 D(Ω)上连续线性泛函! 此外,相容性成立: 由分部积分公式,光滑函数的
广义函数导数就是它的经典导数)
〈DαT,φ(x)〉 .

= (−1)|α|〈T,Dαφ(x)〉, ∀φ ∈ D(Ω).

例: i) Heaviside函数 H(x) .
=





1, if x > 0,

0, if x ≤ 0,
则 〈 dHdx ,φ〉 = −〈H, dφ

dx 〉 = −
∫∞
0

dφ
dx dx = φ(0) = 〈δ0,φ〉,故广义

函数意义下 H′ = δ0.

ii) 〈δ(n)0 ,φ〉 = (−1)nφ(n)(0). 广义函数 δ′0 在物理中对应偶极子 (相距很近的符号相反的一对电荷或“磁荷”), δ′′0

对应四极子 (由两个具有相反相位的偶极子形成,声学).
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

Laplace算子 ∆的基本解: 广义函数意义下成立 ∆(−Φ(x)) = δ0.

证明:由于基本解球对称,故利用球坐标计算较为简便. 回顾球坐标下的 n维
Laplace算子 ∆r,ϕu = 1

rn−1
∂
∂r
(
rn−1 ∂u

∂r
)
+ 1

r2∆Sn−1u. 对任意 ψ ∈ D(Rn),考虑
n ≥ 3情形: 〈∆Φ,ψ〉 = 〈Φ,∆ψ〉 =

∫
Rn φ(|x|)∆ψ(x) dx =∫∞

0
∫
Sn−1 φ(r)

(
1

rn−1
∂
∂r

(
rn−1 ∂ψ

∂r

)
+ 1

r2∆Sn−1ψ
)
rn−1 dσ dr =

∫
Sn−1

1
(n−2)ωn

∫ ∞

0
r2−n ∂

∂r

(
rn−1∂ψ

∂r

)
dr

︸ ︷︷ ︸
=
∫∞
0

(
(n−2)∂ψ

∂r +
∂
∂r (r

∂ψ
∂r )
)
dr=−(n−2)ψ(0)

dσ +

∫∞
0 φ(r)rn−3

∫

Sn−1
∆Sn−1ψ(r,ω) dσ(ω)

︸ ︷︷ ︸
=0,利用流形上的散度定理以及球面无边:

∫
Sn−1 divV dσ = 0

dr ⇒ 〈∆Φ,ψ〉 =

−ψ(0) = 〈−δ0,ψ〉 ⇒ ∆Φ = −δ0.
常系数线性 PDE算子的基本解: 设 P(∂)u =

∑
|α|≤m aαDαu,若广义函数 E满

足 P(∂)E = δ0,称 E是算子 P的基本解. (结合 Fourier变换,化 PDE为 ODE或
代数问题,拟微分算子、仿微分算子、Fourier积分算子、PDE微局部分析理论的
出发点)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

Laplace算子 ∆的基本解: 广义函数意义下成立 ∆(−Φ(x)) = δ0.

证明:由于基本解球对称,故利用球坐标计算较为简便. 回顾球坐标下的 n维
Laplace算子 ∆r,ϕu = 1

rn−1
∂
∂r
(
rn−1 ∂u

∂r
)
+ 1

r2∆Sn−1u. 对任意 ψ ∈ D(Rn),考虑
n ≥ 3情形: 〈∆Φ,ψ〉 = 〈Φ,∆ψ〉 =

∫
Rn φ(|x|)∆ψ(x) dx =∫∞

0
∫
Sn−1 φ(r)

(
1

rn−1
∂
∂r

(
rn−1 ∂ψ

∂r

)
+ 1

r2∆Sn−1ψ
)
rn−1 dσ dr =

∫
Sn−1

1
(n−2)ωn

∫ ∞

0
r2−n ∂

∂r

(
rn−1∂ψ

∂r

)
dr

︸ ︷︷ ︸
=
∫∞
0

(
(n−2)∂ψ

∂r +
∂
∂r (r

∂ψ
∂r )
)
dr=−(n−2)ψ(0)

dσ +

∫∞
0 φ(r)rn−3

∫

Sn−1
∆Sn−1ψ(r,ω) dσ(ω)

︸ ︷︷ ︸
=0,利用流形上的散度定理以及球面无边:

∫
Sn−1 divV dσ = 0

dr ⇒ 〈∆Φ,ψ〉 =

−ψ(0) = 〈−δ0,ψ〉 ⇒ ∆Φ = −δ0.
常系数线性 PDE算子的基本解: 设 P(∂)u =

∑
|α|≤m aαDαu,若广义函数 E满

足 P(∂)E = δ0,称 E是算子 P的基本解. (结合 Fourier变换,化 PDE为 ODE或
代数问题,拟微分算子、仿微分算子、Fourier积分算子、PDE微局部分析理论的
出发点)
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

Laplace算子的基本解 (另一种证明)

n维 Laplace算子 −∆的基本解: Φ(x) =






1
2π ln 1

|x| , n = 2,
1

(n−2)ωn

1
|x|n−2 , n ≥ 3,

ω(n) = “Rn 中单位球的表面积”.

定理: 广义函数意义下成立 −∆Φ(x) = δ0.

证明: (直接用第二 Grenn公式.) 注意当 x 3= 0时∆Φ(x) = 0. 由此,利用逼近和第二 Green公式, ∀φ ∈ D,我们有

〈−∆Φ,φ〉 = −〈Φ,∆φ〉 = −
∫

Rn
Φ(x)∆φ(x) dx = − lim

ε→0

∫

|x|>ε
Φ(x)∆φ(x) dx = − lim

ε→0

∫

|x|>ε
(Φ∆φ− φ∆Φ) dx

= − lim
ε→0

∫

|x|=ε

(
Φ∇φ− φ∇Φ,

−x
|x|

)
dσ(x) = lim

ε→0
O(ε ln ε)− lim

ε→0

∫

|x|=ε

(
φ∇Φ,

x
|x|

)
dσ(x)

= lim
ε→0

1
ωn

∫

|x|=ε
φ(x)

(
x
|x|n

,
x
|x|

)
dσ(x) (回忆 ∇Φ(x) = −

1
ωn

x
|x|n

)

= lim
ε→0

1
ωnεn−1

∫

|x|=ε
φ(x) dσ(x) = φ(0) = 〈δ0,φ〉.

(这里 〈·, ·〉表示泛函与函数的配对, (·, ·)表示欧氏空间中向量的内积. ) 证毕!
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

例 1. 求解圆盘上 Poisson方程的 Dirichelet问题





uxx + uyy = 1, 若 x2 + y2 < 1,

u|x2+y2=1 = x2.

解.第一步: 方程齐次化. 注意到 u0(x, y)
.
= 1

4 (x
2 + y2)满足方程∆u0 = 1,置 v = u− u0,则

vxx + vyy = 0, v|x2+y2=1 = x2 −
1
4
.

第二步: 利用调和多项式待定解. 回顾 (复变函数课程)以下事实: i)置 z .
= x+ iy,则∆ = 4 ∂2

∂z∂ z̄ ; ii)由

Cauchy-Riemann方程组,全纯函数的实部和虚部都是调和函数. 由于 zn 全纯,它的实部和虚部都是调和函数. 由此构

造调和多项式 1, x, y, x2 − y2, xy (对应 1, z, z2. 由于边界条件及边界曲线都是二次的,只需这几项).

第三步: 待定系数. 设 v = a0 + a1x+ a2y+ a3(x2 − y2) + a4xy,它满足调和方程. 由边界条件,

v(x, y)|x2+y2=1 = a0 + a1x+ a2
√
1− x2 + a3(2x2 − 1) + a4x

√
1− x2 = − 1

4 + x2,对比系数得 a3 = 1/2, a0 = 1/4,其它

都是零. 于是 v = 1
4 + 1

2 (x
2 − y2),原问题的解是 u = v+ u0 = 3

4 x
2 − 1

4 y
2 + 1

4 .

注意: Laplace方程也叫作调和方程,它的解叫作调和函数 (harmonic function). 在微分几何或其它一些书中常考虑

−∆ (它是一个正定算子),所以和这里得到的很多公式会相差一个负号,在读书时注意区别. 此外,注意体会一般理论

和具体解法的差别.
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

习题 1. 证明函数 u(x, y) =






(x2 − y2) ln
(

1
x2+y2

) 1
2
, 0 < x2 + y2 < 1

4 ,

0, x = y = 0
满足∆u ∈ C(B1/2),但 u(x, y) /∈ C2(B1/2).

习题 2. [Approximate Identity]证明: i) ε→ 0+时 ηε ⇀ δ0 (D′(Ω)); ii) 设 f ∈ Cc(Ω),则 ρε ∗ f ∈ D(Ω),且 ε→ 0

时一致收敛到 f.

习题 3. 计算一元函数求导算子 d2
dt2 的基本解.

[提示: 即求函数 G(t)使得广义函数意义下成立 G′′(t) = δ0.]
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Green公式 基本解 对偶方法 Newton位势 广义函数和基本解 例和习题 阅读和作业

阅读任务和作业

必读— 郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp.203–206; pp. 215–218]

作业: p.206: 1; p.218: 1.

参考文献

Gilbarg, David; Trudinger, Neil S. Elliptic partial differential equations of second order. Reprint of the 1998 edition.

Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2001. [中译本: 叶其孝等译,二阶椭圆型偏微分方程,高等教育

出版社, 2016年.] (第 2章)

谷超豪,李大潜,陈恕行,郑宋穆,谭永基: 数学物理方程,第三版,高等教育出版社, 2012年. [第六章]

最后更新: 2022-11-10
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

偏微分方程
第九讲 Laplace方程在半空间和球上的 Dirichlet问题

袁海荣 (华东师范大学数学科学学院)

2022年 11月 1日
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

作为一个科学工作者,我的成功取决于我复杂的心理素质. 其中最重要的是: 热爱科学、善于思索、勤

于观察和搜集资料、具有相当的发现能力和广博的常识. 这些看起来的确令人奇怪,凭借这些极平常的能
力,我居然在一些重要地方影响了科学家们的信仰.

—— Charles Robert Darwin (1809年 2月 12日—1882年 4月 19日)

传记:https://www.britannica.com/biography/Charles-Darwin
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

学习要点

掌握 Laplace方程 Dirichlet问题的 Green函数的定义、性质及其证明

熟练掌握半空间情形 Poisson公式的推导,并会证明对连续边值它是经典解

熟练掌握球的 Poisson公式的推导,以及对连续边值验证它是经典解

了解用静电源像法构造 Green函数的思路
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

Green函数 G(x, y)

典型问题 — Ω ⊂ Rn是有界光滑区域, Laplace方程的 Dirichlet内问题:
在 Ω内 ∆u = 0, u|∂Ω = g.

出发点: 对光滑解 u(x),成立如下公式 (n是 ∂Ω的外单位法向)

u(x) =
∫

∂Ω
Φ(x− y)

∂u
∂n

(y) dσ(y)−
∫

∂Ω
g(y)DyΦ(x− y) · n(y) dσ(y) (♣)

n维 Laplace算子的基本解:

Φ(x) = φ(|x|) =






1
2π ln 1

|x| , n = 2,
1

(n−2)ωn
1

|x|n−2 , n ≥ 3,
ωn = Rn中单位球的表面积
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

难点: 如何消去 (♣)中的蓝色项? 方法: 构造一个新的调和函数 φx(y),它的边
界值是 Φ(x− y),再对 φx(y)和 u(y)用第二 Green公式,使得出现这一项.
取定 x ∈ Ω为参数,求解 Dirichlet问题在 Ω内 ∆φx(y) = 0,在 ∂Ω上 φx(y) = Φ(x− y).
第二 Green公式
⇒

∫
Ω ∆u(y)︸ ︷︷ ︸

=0

φx(y) dy−
∫
Ω u(y)∆φx(y)︸ ︷︷ ︸

=0

dy =
∫
∂Ω

∂u
∂n(y) φx(y)︸ ︷︷ ︸

=Φ(x−y)

dσ(y)−
∫
∂Ω

∂φx

∂n (y) u(y)︸︷︷︸
=g(y)

dσ(y)

⇒
∫
∂Ω

∂u
∂n(y)Φ(x− y) dσ(y) =

∫
∂Ω

∂φx

∂n (y)g(y) dσ(y)
(♣)−−−−−−−−−−−−−→

G(x,y) .=Φ(x−y)−φx(y)

u(x) = −
∫

∂Ω
g(y)

∂G(x, y)
∂n(y)

dσ(y) (∂G(x,y)∂n(y)
.
= DyG(x, y) · n(y))
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

Green函数的性质

u(x) = −
∫

∂Ω
g(y)

∂G(x, y)
∂n(y)

dσ(y), ∀x ∈ Ω ,其中 ∂G(x,y)
∂n(y) = DyG(x, y) · n(y), n(y)

为 y ∈ ∂Ω处外单位法向, G(x, y) .
= Φ(x− y)− φx(y), (♠) 在 Ω内 ∆φx(y) = 0,

在 ∂Ω上 φx(y) = Φ(x− y),Φ(x) = φ(|x|) =






1
2π ln 1

|x| , n = 2,
1

(n−2)ωn
1

|x|n−2 , n ≥ 3,
−∆xΦ(x) = δ0 ⇒ ∆y(−Φ(x− y)) = δx
Green函数是 Dirichlet问题的基本解: 在 Ω内 −∆yG(x, y) = δx,在 ∂Ω上 G(x, y) = 0.

物理意义: 在 Ω内 x点放置一个点电荷, ∂Ω接地 (电压为零), G(x, y)表示在 y点的电势

意义: 将一般边值的 Dirichlet问题转化为一类特殊边值的 Dirichlet问题 (♠). 假设该问题有 C2(Ω) ∩ C(Ω̄)的经

典解 (对具特殊对称性的区域 Ω可利用基本解的组合构造出解 φx(y)).
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

−
∫

∂Ω

∂G(x, y)
∂n(y)

dσ(y) = 1, ∀x ∈ Ω.

证明: 由于 Ω光滑且有界,而 Dirichlet问题∆u(x) = 0, u|∂Ω = 1存在唯一的解 u ≡ 1,上述推导过程都合法.

倒易性: G(x, y) = G(y, x), ∀x *= y ∈ Ω [物理意义: 在边界接地时, x点的源产生的场在 y点的势

等于 y点的源产生的场在 x点的势.]

重要推论: 固定 y ∈ Ω,则对 x *= y,成立 ∆xG(x, y) = ∆xG(y, x) = 0 [考验: 对于偏导运算及
符号的正确理解!]

性质 G(x, y) = G(y, x), −
∫

∂Ω

∂G(x, y)
∂n(y)

dσ(y) = 1 可用于验证当 Ω是球等特殊区域时,公

式 u(x) = −
∫

∂Ω
g(y)

∂G(x, y)
∂n(y)

dσ(y), ∀x ∈ Ω 给出 Dirichlet问题的经典解,从而避免了复杂

的计算. 但对无界区域等要重新严格证明. [关键: 善于利用函数的一些整体性质 (如满足 PDE),而非

对具体的表达式直接暴力计算 (自然界的规律性和协调性!)]
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

倒易性: G(x, y) = G(y, x), ∀x &= y ∈ Ω ,其中 G(x, y) .
= Φ(x− y)− φx(y).

证明. (物理想法—分别构造在 x处和 y处的源产生的场;数学方法—局部化 +挖洞 +第二 Green公式)

第一步: 取定 x &= y ∈ Ω,置u(z) .
= G(x, z), v(z) .

= G(y, z),在 Ωε
.
= Ω \ (Bε(x) ∪ Bε(y))上对 u(z), v(z)用第二

Green公式,取 ε ) 1,并注意 u, v调和以及 u|∂Ω = 0 = v|∂Ω⇒ 0 =
∫
Ωε

[u(z)∆v(z)− v(z)∆u(z)] dz =
∫
∂Ωε=∂Ω∪∂Bε(x)∪∂Bε(y)

[
u(z) ∂v

∂n (z)− v(z) ∂u
∂n (z)

]
dσ(z) ⇒

∫
∂Bε(x)∪∂Bε(y)

[
u(z) ∂v

∂n (z)− v(z) ∂u
∂n (z)

]
dσ(z) = 0 ⇒

∫
∂Bε(x)

[u(z) ∂v
∂n (z)− v(z) ∂u

∂n (z)] dσ(z) =
∫
∂Bε(y)

[v(z) ∂u
∂n (z)− u(z) ∂v

∂n (z)] dσ(z)

第二步: 左=
∫
∂Bε(x)

[Φ(x − z)∂nv(z) − φx(z)∂nv(z) − v(z)∂nΦ(x − z) + v(z)∂nφx(z)] dσ(z)
⇒

∫
∂Bε(x) v(z)∂nφx(z)−φx(z)∂nv(z) dσ(z)=0

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
φx(z)和v(z)都在球 Bε(x)上调和,对它俩用第二 Green公式

=

∫
∂Bε(x)

[Φ(x − z)∂nv(z) − v(z)∂nΦ(x − z)] dσ(z)
回忆 ∂n(z)Φ(x − z) = −φ′(ε) = 1

ωnεn−1
−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(已假设 |Dzφy(z)|有界⇒ |Dv(z)|在 x附近有界)+(|Φ(x−z)|=O(ε2−n))⇒第一项=O(ε)

=

O(ε) − 1
|∂Bε(x)|

∫
∂Bε(x)

v(z) dσ(z) ε→0−−−→ −v(x). (注— |Dv(z)|在 x附近有界,与 ε无关: 可直接验证 |DΦ(y − z)|在 x附近有界,与 ε无关;

|Dzφ
y(z)|在 x附近有界,与 ε无关,即调和函数的梯度估计,下一讲用均值性质证明.)

第三步: 类似可证明 limε→0右 = −u(y). 于是 v(x) = u(y) ⇒ G(y, x) = G(x, y).
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

半空间上的 Dirichlet问题—静电源像法

u(x) = −
∫

∂Ω
g(y)

∂G(x, y)
∂n(y)

dσ(y), ∀x ∈ Ω ,其中 ∂G(x,y)
∂n(y) = DyG(x, y) · n(y), n(y)为 y ∈ ∂Ω处外单位法向,

G(x, y) .
= Φ(x− y)− φx(y),

(♠) 在 Ω内∆φx(y) = 0,在 ∂Ω上 φx(y) = Φ(x− y), Φ(x) = φ(|x|) =






1
2π ln 1

|x| , n = 2,
1

(n−2)ωn

1
|x|n−2 , n ≥ 3

,

−∆yG(x, y) = δx,G(x, y)|y∈∂Ω = 0

问题:





∆φx(y) = 0 在 Rn

+
.
= {z = (z1, · · · , zn−1, zn) ∈ Rn : zn > 0}内,

φx(y) = Φ(x− y) 在 ∂Rn
+ = {z = (z1, · · · , zn−1, 0) ∈ Rn}上,

这里 x ∈ Rn
+ 是参数.

解:设 x = (x1, · · · , xn−1, xn),记 x̄ = (x1, · · · , xn−1,−xn)是 x关于坐标平面 {xn = 0}的镜像对称点,则解

φx(y) = Φ(x̄− y).

总结—基本思想: 由 G(x, y)的物理意义,利用基本解 (点电荷)和区域的对称性,放置镜像电荷 (可正可负),使得

在边界抵消位于 x点的电荷的影响.
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

Green函数 (以 n ≥ 3为例)
G(x, y) = Φ(x− y)−Φ(x̄− y) = 1

(n−2)ωn

(
1

|x−y|n−2 − 1
|x̄−y|n−2

)
. n = (0, · · · , 0,−1).

∂G(x,y)
∂n(y)

∣∣∣
yn=0

= − ∂G(x,y)
∂yn

∣∣∣
yn=0

=

−1
ωn

(|x− y|−n(xn − yn) + |x̄− y|−n(xn + yn))
∣∣∣
yn=0

= 1
ωn

−2xn
|x−y|n

∣∣∣
yn=0

.

结论: 问题





∆u = 0 在 Rn

+内,

u = g 在 ∂Rn
+上

的解为 (Poisson公式)

u(x) =
2xn
ωn

∫

∂Rn
+

g(y)
|x− y|n dσ(y). (dσ(y) = dy′, y′ ∈ Rn−1, y = (y′, yn). 对

y ∈ ∂Rn
+,下面也将 g(y)写作 g(y′). 这种写法不严格,但比较方便.)
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

定理 (半空间上 Laplace方程 Dirichlet问题经典解的存在性)
设 g ∈ C ∩ L∞(Rn−1),对 x ∈ Rn

+,置
u(x) = 2xn

ωn

∫
∂Rn

+

g(y)
|x−y|n dσ(y) =

2xn
ωn

∫
Rn−1

g(y′)
|x−(y′,0)|n dy

′. 结论:
i) u ∈ C∞ ∩ L∞(Rn

+); ii) 在 Rn
+内 ∆u = 0;

iii) limx→x0,x∈Rn
+
u(x) = g(x0), ∀x0 ∈ ∂Rn

+.

记 y = (y′, yn). Poisson核 K(x, y) .
= ∂G(x,y)

∂yn = 2xn
ωn

1
|x−y|n ,显然 K关于

(x, y) ∈ Rn × Rn \ {(x, x) : x ∈ Rn}是 C∞光滑的,
u(x) =

∫
∂Rn

+
g(y)K(x, y) dσ(y).由 Green函数的对易性和光滑性 (直接验证!),以

及混合偏导数的换序性, ∆xK(x, y) = −∆x
∂G(x,(y′,yn))

∂yn = − ∂
∂yn (∆xG(x, y)) ≡ 0.

复习 [混合偏导数换序性,华东师大《数学分析》第四版下册定理 17.7]设二元函数 f(x, y)的二阶混合偏导函数

fxy(x, y)和 fyx(x, y)都在点 (x0, y0)连续,则 fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0). 此处用于 G的三阶偏导数换序.
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

注意 K(x, y) > 0,由比较判别法,可知 ∀x ∈ Rn
+,无界区域的反常积分∫

Rn−1 K(x, (y′, 0)) dy′收敛,且由 Green函数的性质,可猜测其值为 1 (严格证明
留作习题). 由此即得到 |u(x)| ≤ ‖g‖L∞ ⇒ ‖u‖L∞(Rn

+) ≤ ‖g‖L∞(Rn−1). 类似可证
∀h > 0,反常积分 u(x) .

= 2xn
ωn

∫
Rn−1

g(y′)
|x−(y′,0)|n dy

′关于满足 1/h ≥ xn ≥ h的 x一致
收敛. 由求导后一致收敛的含参变量反常积分的可微性,可知 u(x) ∈ C∞(Rn

+),
且 ∆u(x) =

∫
Rn−1 g(y′)∆xK(x, (y′, 0)) dy′ = 0.

复习 [求导与反常积分换序,华东师大《数学分析》第四版下册定理 19.11]

设 f(x, y)与 fx(x, y)在区域 I × [c,∞)上连续. 若Φ(x) =
∫∞
c f(x, y) dy在 I上收敛,

∫∞
c fx(x, y) dy在 I上一致收敛,

则Φ(x)在 I上可微,且Φ′(x) =
∫∞
c fx(x, y) dy. [无界区域的反常积分收敛概念] Φ(x) = limM→∞

∫M
c f(x, y) dy, x ∈ I [反常积分一致收敛概念]

∀ε > 0, ∃N > c, ∀M > N, ∀x ∈ I ⇒
∣∣∣Φ(x) −

∫M
c f(x, y) dy

∣∣∣ ≤ ε [反常积分一致收敛的Weierstrass判别法]

设有函数 g(y)使得 |f(x, y)| ≤ g(y), ∀(x, y) ∈ I × [c,∞),若
∫∞
c g(y) dy收敛,则

∫∞
c f(x, y) dy在 I上一致收敛.

袁海荣 偏微分方程 2022年 11月 1日 12 / 23



Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

要点: 数学分析提供了典型情形的结论和证明方法,实际应用中需结合具体情况
加以推广 (所以不但要知道结论,更要学会证明中体现的关键点和方法. 例如对于
积分变量 y ∈ Rn−1,局部化为

∫
An≤|y|<An+1

f(x, y) dy,用普通含参变量积分求导定理,
再用一致收敛函数项级数逐项求导定理,修改原证明即可)

—应用时注意: “关于变量 x可微”是局部性质,只需考虑变量 x ∈ I,其中 I是在
Rn

+内平行于坐标轴的小的正方体. 于是可以找到 x0 ∈ I,以及Weierstrass控制函
数 |Dk

xK(x, (y′, 0))| ≤ C(|x0 − (y′, 0)|−n−k + |x0 − (y′, 0)|−n) ∼ O(|y′|−n) (当 |y′| → ∞
时),注意到 y′ ∈ Rn−1,从而

∫
|y′|≥1 |y

′|−n−k dy′ = Cn
∫∞
1 r−2−k dr对 k ≥ 0都收敛 (用

了球坐标!).
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

验证边值条件: limx→x0,x∈Rn
+
u(x) = g(x0), ∀ x0 ∈ ∂Rn

+.

难点: 不能直接用极限和含参反常积分换序 (被积函数有奇性). 关键点: 利用
被积函数具体形态,将积分区域分解: 当 y = (y′, 0)在 x0附近时用 g的连续性
得到小性,以及 Poisson核的可积性;当 y = (y′, 0)远离 x0时用 x → x0得到小
性,以及 Poisson核的快速衰减性.
证明. 1. 取定 x0 ∈ ∂R+

n . ∀ε > 0,由边值函数 g的连续性, ∃δ > 0使得对
y ∈ ∂Rn

+,当 |y− x0| ≤ δ时 |g(y)− g(x0)| ≤ ε (♣). 利用
∫
∂Rn

+
K(x, y) dσ(y) ≡ 1

以及函数 K(x, y) ≥ 0,有 |u(x)− g(x0)| =
∣∣∣
∫
∂Rn

+
K(x, y)(g(y)− g(x0)) dσ(y)

∣∣∣ ≤
∫
∂Rn

+
K(x, y)|g(y)− g(x0)| dσ(y) .

= I+ J.
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

2. I .
=

∫
∂Rn

+∩Bδ(x0) K(x, y)|g(y)− g(x0)| dσ(y) (♣)−−→≤
∫
∂Rn

+∩Bδ(x0) K(x, y)ε dσ(y) ≤ ε.

3. J .
=

∫
∂Rn

+\Bδ(x0) K(x, y)|g(y)− g(x0)| dy ≤ 2 ‖g‖L∞
∫
∂Rn

+\Bδ(x0) K(x, y) dσ(y) =
4‖g‖L∞

ωn
xn

∫
∂Rn

+\Bδ(x0)
1

|x−y|n dσ(y)
x0,y∈∂Rn

+,|y−x0|>δ,|x−x0|≤δ/2⇒|y−x|−n≤(|y−x0|/2)−n

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
若|x−x0|≤ δ

2 ,结合|y−x0|>δ⇒|y−x0|≤|y−x|+|x0−x|≤|y−x|+ δ
2≤|y−x|+ 1

2 |y−x0|⇒|y−x|≥ 1
2 |y−x0|

≤

cn ‖g‖L∞ xn
∫
∂Rn

+\Bδ(x0)
1

|x0−y|n dσ(y) = cn ‖g‖L∞ xn
∫
Rn−1\Bδ(0)

1
|y′|n dy

′ =

cn ‖g‖L∞ xn
∫∞
δ

1
rn r

n−2 dr = cn‖g‖L∞
δ xn → 0 (当 x → x0,从而 xn → 0时).

4. 于是证明了 ∀ε > 0,成立
lim supx→x0,x∈Rn

+
|u(x)− g(x0)| ≤ ε ⇒ limx→x0,x∈Rn

+
|u(x)− g(x0)| = 0.证毕!
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

从实分析角度理解定理结论: 记 x′ = (x1, · · · , xn−1), P(x′) = 2
ωn

1
(1+|x′|2)n/2 ,作伸

缩变换族 Pxn(x′)
.
= 1

(xn)n−1P( x
′

xn ),则 u(x) = Pxn ∗ g(x′) (卷积).

定理的意义: 解决物理问题;数学上,连续函数用光滑函数 (解析函数)逼近.
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

球上的 Dirichlet问题 — 静电源像法

u(x) = −
∫

∂Ω
g(y)

∂G(x, y)
∂n(y)

dσ(y), ∀x ∈ Ω , 其中 ∂G(x,y)
∂n(y) = DyG(x, y) · n(y), n(y)为 y ∈ ∂Ω处

外单位法向, G(x, y) .
= Φ(x− y)− φx(y),

(♠) 在 Ω内∆φx(y) = 0,在 ∂Ω上 φx(y) = Φ(x− y), Φ(x) = φ(|x|) =






1
2π ln 1

|x| , n = 2,
1

(n−2)ωn

1
|x|n−2 , n ≥ 3

,

−∆yG(x, y) = δx,G(x, y)|y∈∂Ω = 0

问题:





∆φx(y) = 0 在 B1(0) ⊂ Rn内,

φx(y) = Φ(x− y) 在 ∂B1(0)上,
这里 x ∈ B1(0)是参量.

物理提法: 在球外某点放适当电量的点电荷,使得其电场在球面的电势与在 x
点的单位点电荷产生的电势相同.
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

解: x *= 0关于单位球面 ∂B1的对称点 (反演点) x̃ .
= x

|x|2 ,在 x̃放电量为 ρ的点电
荷,置 φx(y) = ρΦ(y− x̃),由于 x̃在球外, φx(y)在 B1内调和. 现求 ρ使得当 y ∈ ∂B1

时 ρΦ(y− x̃) = Φ(y− x). 当 n ≥ 3时,即要求
ρ

|y−x̃|n−2 =
1

|y−x|n−2 ⇔ ρ =
(
|y−x̃|
|y−x|

)n−2
∣∣∣∣
|y|=1

= 1
|x|n−2 ( (♦)这里利用内积计算出

(
|y−x̃|2
|y−x|2

)∣∣∣
|y|=1

=
1−2(y, x

|x|2 )+
1

|x|2

1−2(y,x)+|x|2 = 1
|x|2 )⇒ φx(y) = 1

|x|n−2Φ(y− x̃) = Φ(|x|(y− x̃)).

对 n = 2情形,虽然前一表达式无意义,但后一表达式仍有效,依然成立
φx(y) = Φ(|x|(y− x̃)) = 1

2π ln 1
|x||y−x̃| . (对 x = 0情形,此处方法不成立,但不影响

最终结果. 注意: 这里的目的还是在推理猜想出合理的公式.)

n = 3时构造源于物理启发, n > 3和 n = 2时源于数学的推广!
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

Green函数 G(x, y) = Φ(y− x)− Φ(|x|(y− x̃)). 下面计算
∂G(x,y)
∂n(y)

∣∣∣
|y|=1

=
∑n

i=1
∂G(x,y)

∂yi · yi
∣∣∣
|y|=1

. (在 ∂B1 上 n = y.)

Φyi(y− x) = 1
ωn

xi−yi
|x−y|n ,又 (♦)⇒ |y| = 1时

|x|2|y− x̃|2 = |y− x|2 ⇒ ∂yiΦ(|x|(y− x̃)) = −1
ωn

yi|x|2−xi
(|x|(y−x̃))n ⇒

∂G(x,y)
∂n(y)

∣∣∣
|y|=1

=

∑n
i=1

∂G(x,y)
∂yi · yi

∣∣∣
|y|=1

= −1
ωn

1
|x−y|n

∑n
i=1 yi[(yi − xi)− (yi|x|2 − xi)]= −1

ωn

1−|x|2
|x−y|n .
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

Poisson核 K(x, y) = − ∂G(x,y)
∂n(y)

∣∣∣
|y|=1

= 1
ωn

1−|x|2
|x−y|n ,则问题





∆u = 0 在 B1(0)内,

u = g 在 ∂B1(0)上

的解为 u(x) =
∫
|y|=1 K(x, y)g(y) dσ(y) =

1−|x|2
ωn

∫
∂B1(0)

g(y)
|x−y|n dσ(y).

结论: 问题





∆u = 0 在 BR(x̂)内,

u = g 在 ∂BR(x̂)上
的解为

u(x) =
R2 − |x− x̂|2

ωnR

∫

∂BR(x̂)

g(y)
|x− y|n dσ(y). (♠)

解: 作平移和伸缩变换 ũ(x′) = u(Rx′ + x̂), g̃(x′) = g(Rx′ + x̂),则 ũ满足单位球
上的 Dirichlet问题,用相应公式 (x = Rx′ + x̂ ∈ BR(x̂) ⇔ x′ ∈ B1(0)).
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

定理 (球上 Laplace方程 Dirichlet问题经典解的存在性)
设 g ∈ C(∂BR(x̂)),则 (♠)定义了函数 u(x),具有如下性质: i )
u ∈ C∞(BR(x̂)); ii) 在 BR(x̂)内 ∆u = 0; iii) ∀x0 ∈ ∂BR(x̂),有
limx→x0,x∈BR(x̂) u(x) = g(x0).

证明: 习题.

意义: 解决物理问题;数学角度,球面上连续函数到球内的光滑 (解析)延拓;球
面上连续函数的光滑 (解析)逼近.
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

习题 1. 对 n = 2情形补充讲义中的计算.

习题 2. 设 Ω ⊂ R3 是具有光滑边界的有界区域, u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)在 Ω内调和: ∆u = 0. 证明:

−
∫

∂Ω

(
u(y)

∂

∂n(y)

(
1

|x− y|

)
−

1
|x− y|

∂u(y)
∂n

)
dσ(y) =





0, x ∈ R3 \ Ω̄,

4πu(x), x ∈ Ω.

[注意: 当 x ∈ ∂Ω时左侧第一型曲面积分的收敛性判别较为复杂,故不考虑.]

习题 3. 证明: 设 Ω ⊂ Rn 是有界光滑区域, Neumann问题





∆u = f 在 Ω内,

∂u
∂ν

= g 在 ∂Ω上
存在经典解,则

∫
Ω f(x) dx =

∫
∂Ω g(y) dσ(y).

习题 4. 证明
∫
Rn−1 K(x, (y′, 0)) dy′ = 1,这里 K(x, y) = 2xn

ωn

1
|x−y|n 是上半空间的 Poisson核, y = (y′, yn).

提示: i). 记 x′ ∈ Rn−1, P(x′) = 2
ωn

1
(1+|x′|2)n/2 . 证明:

∫
Rn−1 P(x′) dx′ = 1. ii)对 xn > 0,令 Pxn (x

′) = 1
(xn)n−1 P(

x′
xn

),证明:
∫
Rn−1 Pxn (x

′) dx′ = 1. iii). 证

明: 设 x = (x′, xn),则 K(x, (y′, 0)) = Pxn (x
′ − y′).

[注意: i)要用到如下结论: Rn 中单位球的体积为 αn = πn/2
Γ( n

2+1)
,其表面积 ωn = nαn . Euler积分

B(p, q) =
∫ π

2
0 2 sin2q−1 θ cos2p−1 θ dθ = Γ(p)Γ(q)

Γ(p+q) , p > 0, q > 0,而 Γ(s) =
∫∞
0 xs−1e−x dx, s > 0; Γ(s + 1) = sΓ(s), s ∈ R \ {0,−1,−2, . . .}.]
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Green函数 半空间上的 Dirichlet问题 球上的 Dirichlet问题 例和习题 阅读和作业

阅读任务和作业

必读—郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp.207–212]

作业: p. 212: 4, 5;球上 Laplace方程 Dirichlet问题经典解的存在性的完整证明.

最后更新: 2022-11-16
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

在科学界，只要是出现在我们面前而还没有解决的问题，我们却有办法向答案推进一点，这就是伟大

的问题。我倒是想建议你，先找一些更简单的，或者如你说的，更卑微的问题，让你可以轻易解决掉。不管问

题有多么平凡都没关系，你会尝到成功的喜悦；而且要经常协助同事，就算回答那些能力不如你的人所提的

问题，都是值得做的，都会累积自己的成就感。不要因为“什么问题没意思、什么问题才有价值”这种错误想

法，而一直闷闷不乐，剥夺了自己对成功的喜悦。

—《致学生真野光一》 Richard Phillips Feynman (1918年 5月 11日—1988年 2月 15日)

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Feynman/n
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学习要点

熟练掌握调和函数的性质及其证明

复习复变函数知识,准确把握调和函数与全纯函数的相似与不同之处

体会拓扑性质对于从局部分析性质过渡到大范围结论的重要性
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平均值性质与强极值原理

定义 (平均值性质)
设 Ω ⊂ Rn是开集,称函数 u ∈ C(Ω)具有平均值性质,如果对任意的球 BR(x) ⊂ Ω,
有 u(x) = 1

|BR(x)|
∫
BR(x) u(y) dy.

定理 (平均值性质与强极值原理)
设 Ω ⊂ Rn是有界连通开集, u ∈ C(Ω̄)具有平均值性质,则除非 u是常数,它在 Ω

内不可能取到最大值和最小值.

从积分性质到点态性质: 设 f ≥ 0是开集 Ω上的连续函数,且
∫
Ω f(x) dx = 0,则在 Ω上 f ≡ 0.

证明. 反证法. 若 ∃x0 ∈ Ω使得 f(x0) > 0,则由连续函数保号性,存在 r > 0使得 Br(x0)上

f(x) ≥ f(x0)/2 ⇒0 =
∫
Ω f(x) dx ≥

∫
Br(x0)

f(x) dx ≥ f(x0)rnαn/2 > 0 (αn 是 Rn 中单位球体的体积). 矛盾!
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关键点: 拓扑—利用连通性从局部到整体,利用紧性保证定义合理性. 以证明最大值情形为例. (对最小值可类似证
明.)

第一步: 置 M .
= supy∈Ω̄ u(y),作 U = {x ∈ Ω : u(x) = M}. 由于 Ω̄是 Rn 中有界闭集,从而是紧集,利用紧集上

连续函数必取到最大值和最小值, M < ∞,从而 U的定义合理. 下面证明 U既开又闭,故由 Ω的连通性,得知

U = ∅ (最大值不在 Ω内取到)或 U = Ω (u ≡ M是常数).

复习: 拓扑空间,拓扑子空间;连通集—非空的既开又闭的子集必是全集的拓扑空间; 道路连通集—任意两点

可用落在其中的连续曲线连接的拓扑空间; 定理: 欧氏空间的开子集是连通的当且仅当它是道路连通的. 参考:

袁海荣编《点集拓扑学讲义》第十一讲 http://math.ecnu.edu.cn/ hryuan/preprint/tp.pdf

第二步: 现设 U (= ∅.由于 u是连续函数,则 U作为闭集 {M}的原像也是 (Ω中的)闭集.

第三步: 再证 U是开集. 现设 x̂ ∈ U ⊂ Ω. 由于 Ω是开集, ∃R > 0使得 BR(x̂) ⊂ Ω. 平均值性质

⇒ M = u(x̂) = 1
|BR (̂x)|

∫
BR (̂x)

u(y) dy ≤ 1
|BR (̂x)|

∫
BR (̂x)

M dy = M ⇒
∫
BR (̂x)

(M− u(y))
︸ ︷︷ ︸

≥0

dy = 0 ⇒

M− u(y) ≡ 0, ∀y ∈ BR(x̂) ⇒ BR(x̂) ⊂ U, U开.
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调和函数与平均值性质

定理 (球上 Laplace方程 Dirichlet问题经典解的存在性)

设 g ∈ C(∂BR(x̂)),则(♠) u(x) = R2−|x−x̂|2
ωnR

∫
∂BR(x̂)

g(y)
|x−y|n dσ(y)具有性质:

i) u ∈ C∞(BR(x̂)); ii) 在 BR(x̂)内 ∆u = 0; iii) ∀x0 ∈ ∂BR(x̂),
limx→x0,x∈BR(x̂) u(x) = g(x0).

定理 (调和函数与平均值性质)
u是 Ω内的调和函数 (即 ∆u = 0)⇔ u在 Ω内具有平均值性质.
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⇒ 复习 Laplace方程球上 Dirichlet问题解的 Poisson公式,设 BR(x̂) ⊂ Ω,在
(♠)中取 x = x̂得
到调和函数关于球面的平均值公式 u(x̂) = 1

|∂BR(x̂)|
∫
∂BR(x̂) u(y) dσ(y), 注意到对

r ≤ R,都有 Br(x̂) ⊂ Ω⇒ u(x̂)ωnrn−1 =
∫
∂Br(x̂) u(y) dσ(y)

⇒
∫ R

0
u(x̂)ωnrn−1 dr

︸ ︷︷ ︸
=u(x̂)αnRn

=

∫ R

0

∫

∂Br(x̂)
u(y) dσ(y) dr

︸ ︷︷ ︸
=
∫
BR (̂x)

u(y) dy

⇒

调和函数关于球体的平均值公式 u(x̂) = 1
|BR(x̂)|

∫
BR(x̂) u(y) dy. (注意: 反之,利用

求导可从关于球体的平均值性质得到关于球面的平均值性质! 此外,记
αn = ωn/n,它是 Rn中单位球体的体积.)
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⇐ 设 BR(x̂) ⊂ Ω,用 Poisson公式解 Dirichlet问题





∆v = 0 在 BR(x̂)内,

v = u 在 ∂BR(x̂)上,
则

u, v都满足平均值性质⇒ w = u− v在 BR(x̂)上有平均值性质且在 ∂BR(x̂)上
为零 具平均值性质函数的极值原理−−−−−−−−−−−−−−−−→ w ≡ 0 ⇒在 BR(x̂)内 u ≡ v ⇒ u ∈ C∞(BR(x̂))是
调和函数 (即满足 ∆u = 0).
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强极值原理和比较原理
推论—调和函数的强极值原理:
设 Ω是有界区域,在 Ω上 ∆u = 0,则 u的最大值和最小值在边界 ∂Ω取到;
如果在 Ω内取到最大值或最小值,则 u是常数. 思考: 非常数的调和函数是否会在 Ω内取

到极小值或极大值?

推论—上调和函数的强极值原理: 设 Ω是有界区域,在 Ω上 ∆u ≤ 0,
则 i) ∀BR(x̂) ⊂ Ω,有 u(x̂) ≥ 1

|BR(x̂)|
∫
BR(x̂) u(y) dy; ii) minΩ̄ u = min∂Ω u (u在 Ω̄

上的最小值在 ∂Ω取到;若在 Ω内取到,必为常数).
推论—下调和函数的强极值原理: 设 Ω是有界区域,在 Ω上 ∆u ≥ 0,则
∀BR(x̂) ⊂ Ω,有 u(x̂) ≤ 1

|BR(x̂)|
∫
BR(x̂) u(y) dy,且 maxΩ̄ u = max∂Ω u (即 u在 Ω̄上

的最大值在 ∂Ω取到;若在 Ω内取到,必为常数).
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上调和函数的强极值原理的证明: i)在第八讲用第二 Green公式得到
u(x) =

∫
∂ΩΦ(x− y)∂u∂n(y) dσ(y)−

∫
∂Ω u(y) ∂Φ

∂n(y)(x− y) dσ(y)−
∫
Ω∆u(y)Φ(x− y) dy,

现取 Ω = BR(x̂), x = x̂,得到 (回忆 φ(|x|) = Φ(x), φ(r)关于 r单调递减) u(x̂) =∫

|y−x̂|=R
Φ(x̂− y)

∂u
∂n

(y) dσ(y)
︸ ︷︷ ︸

=φ(R)
∫
∂BR (̂x)

∂u
∂n (y) dσ(y)=φ(R)

∫
BR (̂x)

∆u(y) dy

−
∫
|y−x̂|=R u(y)

∂Φ

∂n(y)
(x̂− y)

︸ ︷︷ ︸
=−ω−1

n R1−n,第八讲已计算过

dσ(y)−

∫
BR(x̂) ∆u(y)Φ(x̂− y)︸ ︷︷ ︸

需与第一项合并才能放缩

dy =
∫
BR(x̂) [φ(R)− Φ(x̂− y)]︸ ︷︷ ︸

≤0

∆u(y)︸ ︷︷ ︸
≤0

dy+

1
|∂BR(x̂)|

∫
∂BR(x̂) u(y) dσ(y) ≥

1
|∂BR(x̂)|

∫
∂BR(x̂) u(y) dσ(y). 再用前面讲过的通过对 r积分,

得到关于球体的均值不等式. ii)用与前面相同的证明方法 (习题).
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比较原理: 在有界区域 Ω上 ∆u ≥ ∆v,在 ∂Ω上 u ≤ v,则在 Ω内 u ≤ v.
(证: 对 u− v用下调和函数的强极值原理.)
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可去奇点定理

定理
设 Ω ⊂ Rn (n ≥ 3), x̂ ∈ Ω,函数 u在 Ω \ {x̂}上是调和函数,且
limx→x̂ |x− x̂|n−2u(x) = 0,则可在 x̂点定义 u的取值,使得 u在 Ω上是调和函数.

关键: 截断区域 +逼近;比较原理;球上 Dirichlet问题的解;基本解与调和函数
的局部奇性

不妨设 x̂ = 0,取球 BR = BR(O) ⊂ Ω,求解 Dirichlet问题: 在 BR内 ∆v = 0,在
∂BR上 v = u.下面证明在 BR \ {0}上 u ≡ v,从而可定义 u(0) = v(0),使得 u在
Ω上处处调和.
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置 w .
= u− v,则在 BR \ {0}内 ∆w = 0,在 ∂BR上 w = 0.由于 v有界 ,还成立

limx→0 |x|n−2w(x) = 0. 作比较函数 wε(x) = ε
(

1
|x|n−2 − 1

Rn−2

)
, (参数 ε > 0),则在

BR \ {0}内 ∆wε = 0,在 ∂BR上 wε = 0,且 limx→0 |x|n−2wε(x) = ε > 0 (♥).

∀x0 ∈ BR \ {0},取定 r ∈ (0,R)充分小使得 |x0| > r,且由 (♥),在 |x| = r上
wε > w. 于是,在 BR \ Br内 ∆(wε − w) = 0,在 ∂BR上 wε − w = 0,在 ∂Br上
wε − w > 0. 极值原理⇒ w ≤ wε. 类似可证明 (习题)
w ≥ −wε ⇒ |w| ≤ wε ⇒ |w(x0)| ≤ wε(x0) → 0(ε → 0) ⇒ w(x0) = 0 −−−−−−→

x0的任意性
w(x) = 0, ∀x ∈ BR \ {0}.
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Harnack不等式

定理 (非负调和函数的 Harnack不等式)

设 u是区域 Ω上的非负调和函数. 结论: ∀连通开集 Ω′ ⊂⊂ Ω, ∃常数
C = C(n,Ω,Ω′)使得 maxΩ′ u ≤ CminΩ′ u.

记号: Ω′ — Ω′的闭包; Ω′ ⊂⊂ Ω—指 Ω′是紧集,且 Ω′ ⊂ Ω. (该条件保证可用
正规空间的分离性质,如 Urysohn引理和 Tietze扩张定理,构造用于局部化的
截断函数.)

证明: 第一步—局部,用球上的 Poisson公式
u(x) = R2−|x−x̂|2

nαnR
∫
∂BR(x̂)

u(y)
|x−y|n dσ(y); 第二步—整体,用区域的道路连通性.
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设 Ω = BR+ε(x̂) (ε > 0),由条件和结论的平移不变性,不妨设 x̂ = O. 任取
x ∈ BR = BR(O),则 u(x) = R2−|x|2

nαnR
∫
∂BR

u(y)
|x−y|n dσ(y). 对任意的 y ∈ ∂BR,有

R− |x| ≤ |x− y| ≤ R+ |x| ⇒ R2−|x|2
nαnR

1
(R+|x|)n ≤

R2−|x|2
nαnR

1
|x−y|n ≤

R2−|x|2
nαnR

1
(R−|x|)n

Poisson公式−−−−−−→
注意u(y)≥0

R2−|x|2
nαnR

1
(R+|x|)n

∫
∂BR

u(y) dσ(y) ≤ u(x) ≤
R2−|x|2
nαnR

1
(R−|x|)n

∫
∂BR

u(y) dσ(y) −−−−−−−−−−→
调和函数均值性质

R2−|x|2
(R+|x|)n R

n−2u(O) ≤ u(x) ≤

R2−|x|2
(R−|x|)n R

n−2u(O) ⇒ 1−( |x|
R )

2

(1+ |x|
R )

n u(O) ≤ u(x) ≤

1−( |x|
R )

2

(1− |x|
R )

n u(O) −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
若 x ∈ BR/2 ⇒ |x| < R/2 ⇒ 0 ≤ |x|/R < 1/2

1− 1
4

( 3
2)

n u(O) ≤ u(x) ≤ 1
( 1
2)

n u(O)

⇒ ∀x1, x2 ∈ BR/2, u(x1) ≤ 2nu(O) ≤ 2n
(3
2
)n 4

3u(x2) ⇒
u(x1) ≤ 4nu(x2), ∀x1, x2 ∈ BR/2. (注: 也可用平均值性质证明此结论.)
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已证明: 设 u ≥ 0在球 BR内调和,则 u(x1) ≤ 4nu(x2), ∀x1, x2 ∈ BR/2 (!).

(注意: 重要结论,其中常数只依赖于空间维数 n, 与 R无关!! )

要点: 利用道路和覆盖来构造 “球串”. 体会拓扑概念及其性质对于严格陈述和
证明数学定理的重要性.
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1. 对一般的区域 (连通开集) Ω,取定连通的开集 Ω′ ⊂⊂ Ω,记紧集 K .
= Ω′. 由

于欧氏空间是正规空间,不相交闭集 K, ∂Ω之间的距离 R .
= dist(∂Ω,K) > 0

(任意子集的拓扑边界必是闭集, Ω是开集,故 Ω ∩ ∂Ω = ∅,而 K ⊂ Ω).

1.1对 K作开覆盖 {BR/4(x) : x ∈ K},由 K的紧性,存在其中 M个球组成的球
族 Λ

.
= {BR/4(y1), · · · ,BR/4(yM)}覆盖 K. 注意 M只依赖于 n,Ω′,Ω.

1.2对任意两点 x, y ∈ K,可找到 x′ ∈ BR/4(x) ∩ Ω′, y′ ∈ BR/4(y) ∩ Ω′. 由于已假
设 Ω′道路连通 (欧氏空间中的连通开集必道路连通),则存在连续曲线 (道
路)γ : [0, 1] → Ω′连接 x′, y′ (即 γ(0) = x′, γ(1) = y′). 注意 γ = γ([0, 1]) ⊂ K,那
么存在前述球族 Λ中的 N个球 (N ≤ M),记之为 B(k) = BR/4(xk), k = 1, . . . ,N.
注意 BR/2(xk) ⊂ Ω,故在球 B(k) = BR/4(xk)内可用结论 (!). (不需要球心 xk落
在 γ 上.)
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2. 不妨设 x′ ∈ B(1). 称 B(1)为第 1类球;在剩下的球中,那些与第 1类球相交
的球叫作第 2类球;除去第 1类和第 2类球,余下的球中和第 2类球相交的球
叫作第 3类球. 依次定义,将第 j类球的集合记作 Sj. 这个过程必然经过有限
次后停止. 假设经过 J次后,找不到第 J+ 1类球. 此时,如果还有某个球 B(k)

使得 B(k) /∈ Sj (j = 1, . . . , J),将这样的球组成的集合叫作孤立球集,记作 Ss. 这
样将所有 {B(k)}Nk=1划分为不相交的 J+ 1类.

3. 下面说明孤立的球不存在. 否则,将所有第 j类球 (j = 1, · · · , J)并起来,得
到的开集和将 Ss中球并起来得到的开集不相交,它们与 γ 作交集,于是 γ 被
分为两个不交的非空开子集,与 γ 的连通性矛盾 (连续映射将连通集映到连通
集). 所以由上述做法,必有 Ss = ∅. 换句话说,对任意球 B(k),都存在 j使得它
是第 j类球.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

4. 若 x′, y′ ∈ BR/4(x1),直接用结论 (!). 一般的,由于 {B(k)}Nk=1是 γ 的覆盖,存
在 i使得 y′ ∈ B(i). 设 B(i)是第 j类球,则存在第 s类球 B(s) (s = 1, . . . , j),使得
x′ ∈ B(1) = B(1), y′ ∈ B(j) = B(i),且 B(s−1)与 B(s)相交 (s = 2, . . . , j). (注意: 下
面的证明并不需要这串球 {B(s)}覆盖曲线 γ.)

5. 现设 ys ∈ B(s−1) ∩ B(s) (s = 2, . . . , j). 由于 ys, ys+1 ∈ B(s),用结论 (!)得到
u(ys) ≤ Cnu(ys+1),于是
u(y2) ≤ Cj−1

n u(yj) ⇒ u(x′) ≤ Cnu(y2) ≤ Cj
nu(yj) ≤ Cj+1

n u(y′) ≤ CN+1
n u(y′).

6. 这就证明了对任意 x, y ∈ K,有
u(x) ≤ C(n)u(x′) ≤ C(n,Ω,Ω′)u(y′) ≤ C(n)C(n,Ω,Ω′)u(y) ⇒ maxK u ≤
C(n,Ω,Ω′)u(y) ⇒ maxK u ≤ C(n,Ω,Ω′)minK u. Harnack不等式证毕.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

Liouville定理

定理 (Liouville定理)
Rn上的有下界的调和函数必为常数.

设 u是 Rn上的调和函数,若下确界 m .
= infRn u > −∞在某点可达: ∃x̂使得

u(x̂) = m,将强极值原理用于球 BR(x̂)并由 R可取任意大数的性质,可知
u ≡ m.
设 m仅在无穷远处达到: 极小化序列 zk → ∞使得 u(zk) → m. 现对任意点
x ∈ Rn,在球 BRk(x)上对非负调和函数 v = u− m用 Harnack不等式 (取 Rk充
分大使得 zk ∈ BRk(x)),则 0 ≤ v(x) ≤ 4nv(zk) → 0 (k → ∞) ⇒ v(x) = 0. 由 x
的任意性, v ≡ 0 ⇒ u ≡ m.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

重要性: (1) Harnack不等式和 Liouville定理刻画了解的局部或大范围形态 (如
局部 Blow-up方法;等截面直管中可压无旋亚音流必是均匀流等);
(2)对一般的二阶椭圆型方程 (甚至非线性问题)仍成立 (需要新的证明方法).
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

调和函数列一致收敛的完备性以及判别法

完备性定理:
设 {uk}是 Ω上的调和函数序列,一致收敛到 u,则函数 u也在 Ω上调和.

证明:由于 uk在 Ω上调和,从而连续, uk ⇒ u ⇒ u ∈ C(Ω)(连续函数列一致收
敛的极限是连续函数,华东师大《数学分析》下册 (第四版)定理 13.9). 此外, uk
满足均值性质 ∀BR(x) ⊂ Ω,成立
uk(x) = 1

|BR(x)|
∫
BR(x) uk(y) dy

华东师大《数学分析》下册 (第四版)定理 13.10−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
一致收敛下极限与积分换序

u(x) =
1

|BR(x)|
∫
BR(x) u(y) dy ⇒ u具有平均值性质⇒ u调和.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

Harnack第一收敛定理: 设 {uk} ⊂ C(Ω̄)是有界区域 Ω上的调和函数列,且
{uk|∂Ω}一致收敛,则 {uk}在 Ω上一致收敛到一个调和函数.

证明:由强极值原理, maxΩ̄ |uk − um| = max∂Ω |uk − um|. 由定理条件, {uk|∂Ω}
一致收敛 +Cauchy收敛原理⇒右端→ 0 (k,m → ∞) ⇒左端→ 0 ⇒{uk}是
一致收敛拓扑下的 Cauchy列 +实数完备性⇒极限 u存在 +上述完备性定理
⇒ u是调和函数.

复习 — 定理 (华东师大《数学分析》下册第四版定理 13.2): 函数列 {fn}在区
域 D上一致收敛到 f的充分必要条件为 limn→∞ supx∈D |fn(x)− f(x)| = 0.

注: 定义最大模范数 ‖u‖C(Ω)
.
= supΩ |u|,则

uk ⇒ u ⇔ limk→∞ ‖uk − u‖C(Ω) = 0.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

Harnack第二收敛定理: 设 {uk}是区域 Ω上的单调不减的调和函数列,若它在
Ω内一点收敛,则它在 Ω上内闭一致收敛到一个调和函数.

证明:设 {uk}在点 x̂ ∈ Ω收敛. ∀k > l,对非负函数列 uk − ul用 Harnack不等
式: 对包含 x̂的任一紧集 K ⊂ Ω,
maxK(uk − ul) ≤ CminK(uk − ul) ≤ C(uk(x̂)− ul(x̂)) → 0 ⇒ {uk}在 K上一致收
敛⇒{uk}在 Ω上内闭一致收敛.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

调和函数列的紧性
定理 (紧性定理)
设 Ω ⊂ Rn是开集, {uk}是 Ω上一致有界的调和函数列,则它有内闭一致收敛的子
列,且该子列的极限还是调和函数.

梯度估计: 设函数 u在 BR内调和且有界,则 supBR/2
|Du| ≤ Cn

R supBR |u|.
证明:由 ∆u = 0和 Poisson公式知 u ∈ C∞(BR)⇒ Diu在 BR内调和

∀x∈BR/2−−−−−−−−−−−−−−−−→
均值性质 +积分绝对值不等式

|Diu(x)| = 1
|BR/2(x)|

∣∣∣
∫
BR/2(x)

Diu(y) dy
∣∣∣−−−−−→
散度定理

=

2n
αnRn

∣∣∣
∫
∂BR/2(x)

u(y)ni(y) dσ(y)
∣∣∣ ≤ 2n

αnRn

∫
∂BR/2(x)

|u(y)| dσ(y) ≤
2n
αnRn

(R
2
)n−1

(nαn) supBR |u| =
2n
R supBR |u| ⇒ |Du(x)| ≤ 2n

√
n

R supBR |u| ⇒
supBR

2
|Du| ≤ 2n

√
n

R supBR |u|. 证毕.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

Ascoli-Arzela引理: 设 K是紧集, K上连续函数全体给定范数 ‖·‖C(K)构成
Banach空间 C(K). C(K)的子集是 (序列)紧集当且仅当其一致有界、等度连续.

Lebesgue覆盖引理: 设 A是度量空间 (X, d)的一个开覆盖. 若 X是列紧的,则
存在 δ > 0使得 X的任意的直径小于 δ的子集都包含在 A的某一元素中. δ称
为 A的 Lebesgue数. (参考: 袁海荣编《点集拓扑学讲义》第十四讲. 复习概念: Banach空间,列紧,一致有界、等度连续)

设 K ⊂ Ω是紧集,由分离性, R .
= dist(K, ∂Ω) > 0. 以 K中的点为球心, R/2为

半径作球覆盖 K. 由 K的紧性,存在有限个球覆盖 K. 记这有限个球的并集为
U ⊂ Ω,对应的覆盖的 Lebesgue数为 δ̂. 此外,由定理条件, {uk}一致有界 (∃M
使得 |uk(x)| ≤ M, ∀k = 1, . . . , x ∈ Ω),对每个球和 uk用梯度估计,得到
supU |Duk| ≤ C supΩ |uk| ≤ CM,其中 C只依赖于 n,R,K,Ω,故右端与 k无关.

袁海荣 偏微分方程 2022年 11月 8日 26 / 39



平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

∀ε > 0,设 x, y ∈ K且 |x− y| < δ̂,由 Lebesgue覆盖引理,存在有限个球中的某
个 BR/2包含 x和 y. 对函数 fk(t) = uk(ty+ (1− t)x), (t ∈ [0, 1]),用 Lagrange中
值定理,存在 θ ∈ (0, 1)使得 |uk(x)− uk(y)| = |fk ′(θ)| =
|Duk(θx+ (1− θy))||x− y| ≤ (supU |Duk|)|x− y| ≤ CM|x− y|. 故只要取
δ = min{δ̂, ε

CM},则对任意 k ∈ N和 x, y ∈ K,只要 |x− y| < δ,就有
|uk(x)− uk(y)| < ε,即等度连续性成立. 证毕.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

调和函数是解析函数
定理
调和函数是解析函数.

实解析函数: 称函数 u : Rn ⊃ Ω → R是实解析的,如果对任意 x̂ ∈ Ω,存在
R > 0使得在 BR(x̂)上 u可以表示为收敛的 (多元)幂级
数: u(x) =

∑∞
|α|=0 aα(x− x̂)α, ∀x ∈ BR(x̂). 这里 α = (α1, · · · ,αn)是多重指标,

|α| =
∑n

i=1 αn. (标准形式: Taylor级数. aα = 1
α!
Dαu(x̂). 注意区别 C∞ 函数与解析函数!)

单位球上的 Poisson公式: u(x) = R2−|x|2
nαnR

∫
∂BR(O)

g(y)
|x−y|n dσ(y).

幂级数性质 (数学分析,复变函数): 幂级数在其收敛域上内闭绝对一致收敛,
可逐项积分、逐项微分、作加法和乘法. (对除法,要求分母非零,但商的收敛域
可能缩小. 参考: 华东师大《数学分析》下册第四版第十四章.)
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

证明:利用平移性质,只需证明球上调和函数可在球心附近展开为收敛的幂级数.
关键: 将 1

|x−y| (这里 |y| = R, |x| < R)展开为幂级数,利用 1
(1+ρ)

n
2
当 |ρ| < 1时由二

项式定理可展开为 Taylor级数:
(1+ ρ)λ =

∑∞
k=0 Ck

λρ
k = 1+ λρ+ λ(λ−1)

2 ρ2 + · · ·+ λ(λ−1)···(λ−n+1)
n! ρn + · · · .

|y− x|2 = (y− x, y− x) = |y|2 − 2(y, x) + |x|2 = R2 − 2(y, x) + |x|2 = R2 (1+ ρ),其

中 ρ = ρ(x, y) .
=

(
|x|
R

)2
− 2( yR ,

x
R)

内积不等式−−−−−−→
三角不等式

|ρ| ≤
(
|x|
R

)2
+ 2 |y|

R
|x|
R =

(
|x|
R

)2
+ 2 |x|

R −−−−−−→
设 |x| < R/4

< 9
16 < 1,

袁海荣 偏微分方程 2022年 11月 8日 29 / 39



平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

于是当 |x| ≤ R
4 时,由 |y− x| = R(1+ ρ)

1
2 ⇒u(x) = R2−|x|2

nαnRn+1

∫
∂BR(O)

u(y)
(1+ρ(x,y))n/2 dσ(y) =

R2−|x|2
nαnRn+1

∫
∂BR(O) u(y)

∑∞
k=0 Ck

−n/2ρ(x, y)
k dσ(y) 华东师大数学分析下册第四版定理 13.13−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

一致收敛级数与定积分换序
=

R2−|x|2
nαnRn+1

∑∞
k=0 C

k
−n/2

∫

∂BR(O)
u(y)ρ(x, y)k dσ(y)

︸ ︷︷ ︸
关于 x的 2k次多项式

华东师大数学分析下册第四版定理 12.13−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
绝对收敛级数的 Riemann重排定理

u(x)可

表示为球 |x| < R/4上的幂级数.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

解析性的应用
唯一性定理: 设 Ω ⊂ Rn是连通开集, u在 Ω上解析,且在 Ω的非空开子集上恒
为零,则在 Ω上 u ≡ 0.
证明:置 U为 {x ∈ Ω : u(x) = 0}的内部,由定理条件, U 4= ∅,且 U是开集. 由
Ω的连通性,只需再证 U是闭集. 设 a ∈ Ω是 U的一个聚点,由 u及其任意阶
导数的连续性,必有 Dku(a) ≡ 0, ∀k = 0, 1, . . . .故 u在 a的一个开邻域内的
Taylor级数恒为零,即 a ∈ U,所以 U是闭集.

局部强极值原理: 设 Ω ⊂ Rn是连通开集, u在 Ω上调和,且在 Ω内有极大值
(或极小值),则在 Ω上 u恒为常数.
证明:在极大值点的球形邻域内用平均值性质可知 u在该邻域内都是常
数 + u在 Ω上解析⇒ u是常数函数.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

Cauchy问题解的唯一性:
设在 Rn

+内 ∆u = 0,在 ∂Rn
+上 u = 0, ∂u∂xn = 0,则在 Rn

+内 u ≡ 0.

证明: 1. 将 u关于自变量 xn作奇延拓得到 Rn上函数:

ū(x1, · · · , xn)
.
=





u(x1, · · · , xn), 若 xn ≥ 0,

−u(x1, · · · ,−xn), 若 xn ≤ 0,
则 ū连续,且容易验证均值性

质成立 (当 x /∈ ∂Rn
+时,只需对 R < |xn|的球 BR(x)验证即可 (为什么?);当

x ∈ ∂Rn
+时,直接用奇函数在对称区域上积分为零)⇒在 Rn上 ∆ū = 0. 此外,

在原点容易由方程和初值条件计算 (回忆弱间断面与方程分类的有关结论!)
得到 ū(0) = 0,Dū(0) = 0,D2ū(0) = 0, . . . ,Dkū(0) = 0, . . . ⇒ ū在原点的邻域
内恒为零⇒在 Rn上 ū ≡ 0.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

齐次调和多项式展开: 设 u在开集 Ω上调和,则 ∀a ∈ Ω,存在调和的 m次齐次
多项式 pm,使得在 a的邻域内 u(x) =

∑∞
m=0 pm(x− a),且该级数绝对一致收敛.

证明: 1. 不妨设 a = 0,则有 Taylor级数 u(x) =
∑∞

m=0 pm(x),其中
pm(x) =

∑
|α|=m

Dαu(0)
α! xα. 由解析性, ∃R > 0使得该级数在球 BR上绝对一致

收敛.
2. 逐项求导⇒ ∆u =

∑∞
m=0∆pm(x)

qm
.
=∆pm(x)是 m− 2次齐次多项式−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

u调和

∑∞
m=2 qm(x) =

0 qm的齐次性−−−−−−−−−−−→
取x=ty,|y|≤1,0<t<R

∑∞
m=2 qm(y)tm−2 = 0 看作 t的幂级数−−−−−−−−−−−−−−−→

一元幂级数展开式的唯一性
qm(y) ≡ 0 ⇒

∆pm ≡ 0.证毕.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

全纯函数理论复习 (请与调和函数的理论对比)
全纯函数: 对两个自变量的复值映射 f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y),记 z = x+ iy,w = u+ iv,称 w = f(z)在点 z0 ∈ C
全纯,如果它在 z0 的一个邻域内复可微;或等价的,作为 R2 → R2 的映射,在 z0 的邻域内实连续可微,且 u, v满

足 Cauchy-Riemann方程组
∂f
∂ z̄

= 0 或 ux − vy = 0, uy + vx = 0 .

⇒全纯函数的实部和虚部都是调和函数. (公式∆u = 4 ∂2u
∂z∂ z̄ .) 意义: 用 PDE从局部刻画函数.

圆盘上 Cauchy积分定理: 设 f在圆盘 B上全纯,则对 B内任一闭曲线 γ,成立
∫
γ f(z) dz = 0.

类比: 散度定理. 意义: 用积分从整体刻画函数.

圆盘上 Cauchy积分公式: 设 f在包含闭圆盘 B̄的一个开集上全纯,则对给定正向的圆周 ∂B,对 B内任一点 z,都

成立 f(z) = 1
2πi

∫
∂B

f(ξ)
ξ−z dξ.

类比: 用第二 Green公式和挖洞技巧得到第三 Green公式 (Poisson公式). 意义: 将局部—整体联系起来,是整个全纯函数分析理论的枢纽.

Cauchy-Riemann算子 ∂/∂ z̄的基本解: 1
π

1
z

证: n = 2情形∆
(

1
2π ln |z|

)
= δ0 ⇒ ∂

∂ z̄

(
4 ∂
∂z

1
4π ln |z|2

)
= δ0 ⇒∂/∂ z̄的基本解是 4 ∂

∂z
1
4π ln |z|2 = 1

π ∂z(ln z + ln z̄) = 1
πz .

Cauchy导数公式: 设开集 Ω包含圆周 C及其内部, f在 Ω上全纯,则 f在 Ω内无限次复可微,且对在 C的内部的

任一点 z,都有 f (n)(z) = n!
2πi

∫
C

f(ξ)
(ξ−z)n dξ.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

Cauchy导数不等式: 设 f在 C .
= BR(z0)上全纯,则 |f (n)(z0)| ≤ n!

Rn ‖f‖C,这里
‖f‖C

.
= maxz∈C |f(z)|.

全纯函数幂级数展开 (解析性): 设 f在开集 Ω上全纯, BR(z0) ⊂ Ω,则 f可在 z0
点展开为在 BR(z0)上收敛的幂级数: f(z) =

∑∞
k=0

f (k)(z0)
k! (z− z0)k, ∀z ∈ BR(z0).

Liouville定理: 有界整函数必为常数.
Riemann可去奇点定理: a是全纯函数 f的可去奇点⇔f在 a的邻域中有界
⇔limz→a(z− a)f(z) = 0.
回顾全纯函数奇点的分类: 可去奇点, (n ∈ N阶)极点,本性奇点
零点孤立性与唯一性: 设 f在区域 Ω上全纯且其零点在 Ω内有聚点,则 f ≡ 0.
平均值公式: f在 BR(z0)上全纯,由 Cauchy积分公式,
f(z0) = 1

2π
∫ 2π
0 f(z0 + Reiθ) dθ.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

最大模原理: 设 f在有界区域 Ω上全纯,在 Ω̄上连续,且不恒为常数,则
|f(z)| < maxξ∈∂Ω |f(ξ)|, ∀z ∈ Ω.

Morea定理: 设 f在开圆盘 B上连续,且对包含在 B内的任意三角形围线 T,都
成立

∫
T f(z) dz = 0,则 f在 B上全纯. 类比调和函数的平均值性质.

Weierstrass定理: 设全纯函数列 {fn}在区域 Ω上内闭一致收敛到 f,则 f在 Ω

上全纯,且任意的 k阶复导数 f (k)n 也内闭一致收敛到 f (k).

Montel定理: 设区域 Ω上的全纯函数族 F 内闭一致有界,则 F 中的任意函数
列都包含在 Ω上内闭一致收敛的子列.

Hurwitz定理: 设全纯函数列 {fn}在区域 Ω上内闭一致收敛到 f,如果在 Ω内
fn(z)都不取零值,那么 f或者在 Ω内恒为零,或者在 Ω内也不取零值.
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

例 1. 用均值性质证明: 如果 u在区域 Ω内调和,则 u ∈ C∞(Ω).

关键点: 磨光 (卷积)和平均值性质 +含参变量积分的可微性

取球对称的非负磨光函数 (第八讲) η ∈ C∞
c (B1(O)),满足

∫
B1(O)

η(x) dx = 1, η(x) = ψ(|x|) (从而
ωn

∫ 1
0 rn−1ψ(r) dr = 1 (!)). 置 ηε(z) = 1

εn
η( z

ε
).

∀x ∈ Ω,设 ε < dist(x, ∂Ω),则
∫
Ω u(y)ηε(y− x) dy =

∫
Ω u(x+ z)ηε(z) dz = 1

εn

∫
|z|<ε u(x+ z)η( z

ε
) dz =

∫
|y|<1 u(x+ εy)η(y) dy =

∫ 1
0 rn−1 dr

∫
∂B1(O)

u(x+ εrω)η(rω) dσ(ω) =
∫ 1
0 rn−1ψ(r) dr

∫
|ω|=1 u(x+ εrω) dσ(ω) =

ωn
∫ 1
0 ψ(r)

rn−1

ωn(εr)n−1

(∫
∂Bεr(x)

u(y) dσ(y)
)
dr −−−−−→

均值性质
= ωn

∫ 1
0 ψ(r)r

n−1u(x) dr −−→
(!)

= u(x),即证明了

u(x) =
∫
Ω u(y)ηε(y− x) dy ⇔ u(x) = u ∗ ηε(x).

用含参变量积分求导定理,由于 ηε ∈ C∞
c ⇒

∫
Ω u(y)ηε(y− x) dy关于 x是 C∞的⇒ u ∈ C∞(Ω). [利用了微分是

局部性质,第八讲已复习]
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平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业

习题 1. 证明: Green函数 (在 Ω内 −∆yG(x, y) = δx,在 ∂Ω上 G(x, y) = 0)具有非负性: 当 y ∈ Ω时 G(x, y) > 0. [挖

掉包含奇点 x的小球后用极值原理.]

习题 2. 试给出 n = 2情形调和函数的可去奇点定理并予以证明.

习题 3. 设 u ∈ C(Ω),证明以下四个性质等价:

i) ∀BR(x) ⊂⊂ Ω,成立 u(x) ≤ 1
|∂BR(x)|

∫
∂BR(x)

u(y) dσ(y);
ii) ∀BR(x) ⊂⊂ Ω,成立 u(x) ≤ 1

|BR(x)|
∫
BR(x)

u(y) dy;

iii) ∀x ∈ Ω, ∀R0 > 0,存在 R ∈ (0,R0)使得 BR(x) ⊂⊂ Ω且 u(x) ≤ 1
|BR(x)|

∫
BR(x)

u(y) dy;

iv)对任意连通开集 Ω′ ⊂⊂ Ω,以及在 Ω′ 内调和的任意函数 h ∈ C(Ω),如果在 ∂Ω′ 上 u ≤ h,则在 Ω′ 内成立 u ≤ h.

( 满足上述任一性质的函数叫作下调和函数. 提示: iv)→ i) —求解一个 Laplace方程在球上的 Dirichlet问题.)

习题 4. 证明如下结论:

i)设 u在区域 Ω内下调和, F(t)是单调递增的一元凸函数,则 v(x) = F(u(x))也下调和;

ii)有限个下调和函数的上确界也是下调和的: 设 u1, · · · , uk 下调和,则 v(x) = max{u1(x), · · · , uk(x)}下调和;

iii)有限个下调和函数的非负线性组合仍然下调和: 设 u1, · · · , uk 下调和, a1, · · · , ak 都是非负实数,则

v(x) =
∑k

j=1 ajuj(x)下调和.

袁海荣 偏微分方程 2022年 11月 8日 38 / 39



平均值性质与强极值原理 Harnack不等式与 Liouville定理 调和函数的完备性和紧性 全纯函数与调和函数 例和习题 阅读和作业
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

第一是切勿将我尚未清楚知道其为真的东西视为真理. 第二是把正在考察的困难分解为尽可能多的

充分求解所必需的部分. 第三是依照如下的次序进行思考,就是从最简单最容易之处开始⋯⋯终能一步一

步地上升到更加复杂处. 最后,⋯⋯列举各种情况应尽可能完备⋯⋯以确定我没有遗漏任何东西．

——《方法论》René Descartes (1596年 3月 31日—1650年 2月 11日)

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Descartes/
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

学习要点

理解估计和紧性对于证明存在性的重要意义

了解 Perron方法、连续性方法

掌握 Sobolev空间 H1
0(Ω)的定义及 Poicaré不等式;理解稠密性的重要性

掌握 Poisson方程齐次 Dirichlet问题弱解的定义,以及如何用 Riesz表示定理
证明弱解的存在性

理解不同的估计导致不同的适定性理论: 极值原理 (⇒ Hölder空间的 Schauder
理论和粘性解理论);能量积分 (⇒ Sobolev空间 Hk的变分方法和弱解理论);
奇异积分算子 (⇒ Sobolev空间 Wk,p的强解理论)
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

调和函数的松弛 (relaxation): 下调和函数、上调和函数
设 u ∈ C(Ω),则以下四个性质等价:

i) ∀BR(x) ⊂⊂ Ω,成立 u(x) ≤ 1
|∂BR(x)|

∫
∂BR(x)

u(y) dσ(y);

ii) ∀BR(x) ⊂⊂ Ω,成立 u(x) ≤ 1
|BR(x)|

∫
BR(x)

u(y) dy;

iii) ∀x ∈ Ω, ∀R0 > 0,存在 R ∈ (0,R0)使得 BR(x) ⊂⊂ Ω且 u(x) ≤ 1
|BR(x)|

∫
BR(x)

u(y) dy;

iv)对任意开集 Ω′ ⊂⊂ Ω,以及在 Ω′ 内调和的任意函数 h ∈ C(Ω),如果在 ∂Ω′ 上 u ≤ h,则在 Ω′ 内成立 u ≤ h.

满足上述任一性质的函数叫作下调和函数. 称 u是上调和函数,如果 −u是下调和函数.

重要思想: 要构造调和函数,先退一步,构造更容易的下 (上)调和函数.

下调和函数关于如下运算封闭:

i)设 u在区域 Ω内下调和, F(t)是单调递增的一元凸函数,则 v(x) = F(u(x))也下调和;

ii)有限个下调和函数的最大值函数是下调和的: 设 u1, · · · , uk 下调和,则 v(x) .
= max{u1(x), · · · , uk(x)}下调和;

iii)有限个下调和函数的非负线性组合仍然下调和: 设 u1, · · · , uk 下调和, a1, · · · , ak 都是非负实数,则

v(x) .
=

∑k
j=1 ajuj(x)下调和.

证明: 习题.
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

Perron方法

典型问题—一般区域上 Laplace方程的 Dirichlet问题:

对有界光滑区域 Ω ⊂ Rn,在 Ω内∆u = 0,在 ∂Ω上 u = g,其中 g是个连续函数.

Perron方法—第一部分: 利用调和函数的性质,构造在 Ω内调和的下解 (构造下调和函数作近似解、紧性、完备

性);第二部分: 在区域边界和边值 g适当光滑时,证明所构造的下解满足边界条件 (闸函数,极值原理).

近似解的构造—松弛 ( 下解: 若 u下调和且在 ∂Ω上 u ≤ g,称 u是一个下解. )

下解集— S−
.
=

{
v ∈ C(Ω̄) : v下调和且在 ∂Ω上 v ≤ g

}

上解集— S+
.
=

{
w ∈ C(Ω̄) : w上调和且在 ∂Ω上 w ≥ g

}

置 u∗(x) .
= infw∈S+ w(x), u∗(x)

.
= supv∈S− v(x). 结论: u∗, u∗ 都在 Ω内调和.

i) 设−M ≤ g ≤ M,则−M ∈ S− , M ∈ S+ ,故 S−, S+ 不是空集. ii) ∀v ∈ S−, ∀w ∈ S+,由比较原理,在Ω内 v ≤ w ⇒ v ≤ M,−M ≤ w ⇒函数

u∗, u∗ 确实存在. (复习《数学分析》实数集的确界原理: 非空有上 (下)界的实数集必有有限的上 (下)确界.)

下面以 u∗ 为例给出结论的证明. 复习: 上确界必是聚点 (存在极大化点列,极限概念). 注意调和是局部概念,
任取球 B ⊂⊂ Ω,只需证明 u∗ 在 B内调和.
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

内部:近似解序列的构造及其紧性
任取球 B ⊂⊂ Ω,任取 x̂ ∈ Ω. 由于 u∗(x̂) = supv∈S− v(x̂), ∃vj ∈ S− (j = 1, 2, . . .)使得 vj(x̂) ↗ u∗(x̂)⇒局部的近
似解序列 {vj(x)}∞j=1.

改善近似解序列所用的两种手术

单调提升— 置 v′j
.
= max{v1, · · · , vj}. i) 显然 {v′j }是单调上升序列: v′1 ≤ v′2 ≤ · · · ≤ v′j ≤ v′j+1 ≤ · · · ; ii) 由下调和函数的性质,仍有

v′j ∈ S− ; iii) 由于 vj ≤ v′j −−−−−−−−−−−→
极限的夹挤收敛定理

limj→∞ v′j (̂x) = u∗ (̂x)

调和提升— 令 PBv′j 是球上 Dirichlet问题





∆(PBv′j ) = 0 in B,

PBv′j = v′j on ∂B
的解,定义 v′j 的 调和提升 v

′′
j (x) .

=





(PBv′j )(x), if x ∈ B,

v′j (x), if x ∈ Ω \ B.
用下调和函数的极值原理,对 x ∈ B,成立 v′j (x) ≤ PBv′j (x) ⇒ v′j ≤ v′′j .
证明 v′′j ∈ S− . 事实上, i) 显然在 ∂Ω上 v′′j = v′j ≤ g; ii) 要证明 ∀x0 ∈ Ω, ∀R0 > 0, ∃R ∈ (0, R0)使得 v′′j (x0) ≤ 1

|BR(x0)|
∫
BR(x0)

v′′j (y) dy.

若 x0 ∈ B,由于球 B是开集,取 BR(x0) ⊂ B,用调和函数的均值性质;若 x0 ∈ Ω \ B̄,后者是开集,取 BR(x0) ⊂ Ω \ B̄,用 v′j ∈ S− 的条件;若 x0 ∈ ∂B,
任取 R , 1,在 B上 PBv′j ≥ v′j ⇒ v′′j (x0) = v′j (x0) ≤ 1

|BR(x0)|
∫
BR(x0)

v′j (y) dy ≤ 1
|BR(x0)|

∫
BR(x0)

v′′j (y) dy,得证!

比较原理 ⇒ 调和提升保持单调性: v′′1 ≤ v′′2 ≤ · · · ≤ v′′j ≤ v′′j+1 ≤ · · ·−−−−−−−−−−−→
极限的夹挤收敛定理

limj→∞ v′′j (̂x) = u∗ (̂x)

紧性 +完备性— {v′′j } ⊂ S− 是单调上升的、在球 B内调和的函数列,且在点 x̂ ∈ B收敛 −−−−−−−−−−−→
Harnack第二收敛定理

{v′′j }

在 B内一致收敛到调和函数 h. 注意: v′′j ≤ u∗ ⇒ h ≤ u∗.

相容性—要证明在 B内 u∗ = h,从而 u∗ 在 B内调和.
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

内部: 相容性

相容性—要证明在 B内 u∗ = h,从而 u∗ 在 B内调和. 由于 h ≤ u∗,用反证法: 假设存在ẑ ∈ B使得 h(̂z) < u∗(̂z),

要导出矛盾. (注意现在在 B内有两个特殊的取定的点: x̂和 ẑ.)

由 u∗(̂z) = supv∈S− v(̂z),存在 χ ∈ S− 使得 h(̂z) < χ(̂z) ≤ u∗(̂z). 对 {v′′j }继续作手术,构造新近似

解wj
.
= max{v′′j ,χ},显然 {wj} ⊂ S− 且 v′′j ≤ wj ⇒ wj(x̂) ↗ u∗(x̂). 此外,显然 h(̂z) < χ(̂z) ≤ wj(̂z), ∀j.
对新近似解序列 {wj}作手术—单调提升: 修改为近似解w′

j
.
= max{w1, · · · ,wj}. 显然仍有 w′

j(x̂) ↗ u∗(x̂)

且 h(̂z) < χ(̂z) ≤ wj(̂z) ≤ w′
j (̂z), ∀j. (另外注意在 Ω上 v′′j ≤ wj ≤ w′

j .)

调和提升—修改为近似解w′′
j (x)

.
=





(PBw′

j)(x), if x ∈ B,

w′
j(x), if x ∈ Ω \ B.

由此前证明,成立 w′′
j ∈ S−,仍

有w′′
j (x̂) ↗ u∗(x̂)且 h(̂z) < χ(̂z) ≤ w′

j (̂z) ≤ w′′
j (̂z), ∀j. (另外注意在 Ω上 v′′j ≤ wj ≤ w′

j ≤ w′′
j .)

Harnack第二收敛定理⇒ {w′′
j }在 B上收敛到一个调和函数 h̃,且 h̃(x̂) = u∗ = h(x̂). 此外,在 Ω上

v′′j ≤ w′′
j ⇒在 B上 h ≤ h̃ B上非负调和函数 h̃ − h在内点 x̂取到最小值 0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

强极值原理
在 B内 h ≡ h̃. 但是

h(̂z) < χ(̂z) ≤ w′
j (̂z) ≤ w′′

j (̂z) ↗ h̃(̂z) ⇒ h(̂z) < χ(̂z) ≤ h̃(̂z),矛盾!
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

边界: 正则边界点
称 x0 ∈ ∂Ω是正则边界点,如果 ∀g ∈ C(∂Ω), ∀ε > 0, ∃v ∈ S−,w ∈ S+,使得

g(x0) ≥ v(x0) ≥ g(x0)− ε, g(x0) ≤ w(x0) ≤ g(x0) + ε.
(注意: 由 v, w ∈ C(Ω̄), ∃δ > 0使得 x ∈ Ω且 |x − x0| < δ时 v(x) − g(x0) > −2ε, w(x) − g(x0) < 2ε.)

定理
设 Ω ⊂ Rn 是有界区域,若 ∂Ω中每个点都是正则边界点 (regular boundary point),则对任意一个函数 g ∈ C(∂Ω),

Dirichlet问题 (在 Ω内∆u = 0,在 ∂Ω上 u = g)存在唯一的解 u ∈ C∞(Ω) ∩ C(Ω̄). (实际上在Ω内解析.)

唯一性: 用极值原理或能量积分. 存在性: Ω有界⇒ ∂Ω是紧集, g ∈ C(∂Ω) ⇒ g有界⇒ u∗ 在 Ω内调和,

现在只剩下要证明它满足边界条件: ∀x0 ∈ ∂Ω, limx→x0,x∈Ω u∗(x) = g(x0).
v ∈ S−, w ∈ S+, u∗ = supv∈S− v −−−−−→

极值原理
∀x ∈ Ω, v(x) ≤ u∗(x) ≤ w(x) x∈Ω−−−−−→

|x−x0|<δ
−2ε <v(x)− g(x0) ≤

u∗(x)− g(x0) ≤ w(x)− g(x0)< 2ε ⇒ |u∗(x)− g(x0)| < 2ε ⇒ limx→x0,x∈Ω u∗(x) = g(x0).

闸函数: 固定 x0 ∈ ∂Ω,称 b(x) ∈ C2(Ω)∩ C(Ω̄)是上闸函数(upper barrier),如果 i) b上调和; ii) b(x0) = 0且在

Ω̄ \ {x0}上 b > 0. 如果 −b是上闸函数,就称 b是下闸函数.

定理: 设在 x0 ∈ ∂Ω可构造上闸函数,则 x0 是正则边界点.
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

闸函数与外球条件
定理: 设在 x0 ∈ ∂Ω可构造上闸函数,则 x0 是正则边界点.
固定 x0 ∈ ∂Ω,称 b(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)是上闸函数,如果 i) b上调和; ii) b(x0) = 0且在 Ω̄ \ {x0}上 b > 0. 如果−b是上闸函数,就称 b是下闸函数.
称 x0 ∈ ∂Ω是正则边界点,如果 ∀g ∈ C(∂Ω), ∀ε > 0, ∃v ∈ S−, w ∈ S+ ,使得 v(x0) ≥ g(x0) − ε, w(x0) ≤ g(x0) + ε.

定理的证明
第一步: 由于 g ∈ C(∂Ω), ∂Ω紧⇒ g有界: ∃M > 0使得 |g| ≤ M. 由连续性, ∀ε > 0,存在 δ > 0使得若 x ∈ ∂Ω且 |x − x0| < δ,则
|g(x) − g(x0)| ≤ ε (♣). 设 b是一个上闸函数,取 K > 0充分大使得 |x − x0| ≥ δ时 Kb(x) ≥ 2M (注意这里要求 b(x)在Ω \ Bδ(x0)上有正的下界,
这可由Ω有界以及 x 0= x0 时 b(x) > 0保证).
第二步: 置 w(x) = g(x0) + ε + Kb(x), v(x) = g(x0) − ε − Kb(x),则 w ∈ S+, v ∈ S− ,且显然 w(x0) = g(x0) + ε, v(x0) = g(x0) − ε.
以证明 w ∈ S+ 为例,由于 K > 0, b上调和⇒ w上调和;又当 x ∈ ∂Ω \ Bδ(x0)时 w(x) ≥ 2M + g(x0) + ε ≥ M + ε > g(x);当 x ∈ ∂Ω ∩ Bδ(x0)时
由 (♣) ⇒w(x) ≥ g(x0) + ε ≥ g(x).

外球条件: 称 x0 ∈ ∂Ω满足外球条件,如果存在球 BR(y0) ⊂ Rn \ Ω使得 BR(y0) ∩ Ω̄ = {x0}.

定理: 设 x0 ∈ ∂Ω满足外球条件,则 x0 是正则边界点.
证明:只需构造一个上闸函数. 设 BR(y0)是 x0 ∈ ∂Ω的外球,作 b(x) .

= Φ(x0 − y0) − Φ(x − y0),其中Φ(x)是 Laplace算子的基本解,容易验证 b(x)就是一
个上闸函数.

设 Ω ⊂ Rn 是凸集,则 ∂Ω每点都满足外球条件. [凸集在边界每点都具有支撑切平面,凸集位于该平面一侧, (泛函分析) Banach泛函延拓定

理] 推论: 设 Ω是有界凸区域,则具连续边值的 Ω内 Laplace方程的 Dirichlet问题存在经典解.
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

C2区域满足外球条件
Ck 区域: 称区域 Ω ⊂ Rn 是 Ck 的,如果对任意 x0 ∈ ∂Ω,存在它的邻域 BR(x0),使得 ∂Ω ∩ BR(x0)可表示为一个

Ck 函数的图像.

定理: 设 Ω是 C2 区域,则它的每个边界点都满足外球条件.
证明. 1. 不妨设 0 ∈ ∂Ω,超曲面 ∂Ω ∩ BR 由函数 yn = φ(y′)的图像表示,其中 y′ = (y1, · · · , yn−1),而Ω位于下侧 (即Ω中的点满足 yn < φ(y′)). 通过平
移和旋转坐标系 (局部标架),可以设 φ(0) = 0,Dφ(0) = 0,且 A .

= 1
2 D

2φ(0) = diag{λ1, · · · ,λn−1}是对角阵. 于是由到二阶的 Taylor展开 (注意 D2φ是
连续的),有 φ(y′) = y′Ay′& + o(|y′|2) (|y′| → 0).
2. 设 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λk > 0 ≥ λk+1 ≥ · · · ≥ λn−1,作旋转抛物面 yn = φ∗(y′) = (λ1 + ε)|y′|2,其中 ε > 0,则当 |y′| , 1时 φ∗(y′) ≥ φ(y′).
只需对旋转抛物面做一个内接球,使得只在原点它们相交.
3. 由于旋转抛物面和球都是旋成体,只需考虑平面情形. 作抛物线 y = ax2 在 x = 0点的曲率圆即可. [复习数学分析或微分几何: 函数 y = f(x)确定的曲线的曲

率为 K(x) = f ′′(x)

(1+f ′(x)2)
3
2
,曲率圆半径为 R = 1/K(0) = 1/(2a),圆心在法线上. 利用偶对称性,此处所求曲率圆为 (y− 1

2a )
2 + x2 = 1

4a2
. 故外球条件成立.]

推论:

设 Ω是有界的 C2 区域,则具连续边值的 Ω内 Laplace方程的 Dirichlet问题存在经典解 u ∈ C∞(Ω) ∩ C(Ω̄).

解的边界正则性定理: 设 Ω是有界的 C2,α 区域 (0 < α < 1),则具 C2,α 边值的 Ω内 Laplace方程的 Dirichlet问

题存在经典解 u ∈ C∞(Ω) ∩ C2,α(Ω̄).
证明依赖于将区域局部展平,相应方程系数延拓后化为内部情形. 具体参见 [Gilbarg-Trudinger: 二阶椭圆型偏微分方程,第二版修订版第 6.4节]. 由于 Laplace算
子在坐标变换下变为一般形式的二阶线性椭圆型方程,故为了建立完备的几何理论 (微分同胚下不变的理论),需对一般二阶线性椭圆型方程建立极值原理等工具,
推广对调和函数得到的结论.
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

Feynman-Kac公式: Laplace方程 Dirichlet问题解的概率意义

设 Ω ⊂ Rn 是有界区域,W(t,ω)是 n维 Brown运动 (t ≥ 0表示时间, ω是样本点,代表从原点出发作 Brown运动

的微粒 ω的运动轨迹,是连续曲线). 对任意的 x ∈ Ω,置 X(t,ω) .
= W(t,ω) + x (从 x点出发的 Brown微粒 ω运动

的轨迹),以及停时 (stopping time) τx(ω)
.
= inf{t ≥ 0 : X(t,ω) ∈ ∂Ω},它是轨迹 X(t,ω)(即微粒 ω)首次触碰边界

∂Ω的时间. 则期望 Eω(τx(ω)) (对所有样本点 ω用概率测度积分)是边值问题





− 1

2∆u = 1, 在 Ω 中,

u = 0, 在 ∂Ω 上
的解.

换句话说,解 u(x)是从 x出发的 Brown颗粒首次碰触边界 ∂Ω所需的平均时间.

∀x ∈ Ω, Eω[g(X(τx(ω),ω))]是 Dirichlet问题





∆u = 0, 在 Ω 中,

u = g, 在 ∂Ω 上
的解. 和上面一样,这里的随机过程

X(t,ω) = W(t,ω) + x表示从 x点出发的 Brown微粒 ω运动的轨迹, τx 是该轨迹 (即微粒 ω)首次遇到边界 ∂Ω

的时间.

特别地,设 ∂Ω = Γ1 ∪ Γ0,则 Dirichlet问题 “在 Ω内∆u = 0,在 Γ1 上 u = 1, 在 Γ0上u = 0”的解 u(x)是从 x出

发的 Brown运动微粒在碰到 Γ0 之前碰到 Γ1 的概率.

(随机微分方程) 涉及概念: Brown运动, Itô随机积分, Itô等距, Itô链式法则,停时
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

二阶椭圆型方程 Dirichlet问题的经典解—拓扑方法
目标问题: 在 Ω内

∑n
i,j=1 aij(x)Diju+

∑n
i=1 bi(x)Diu+ c(x)u = f(x),在 ∂Ω上 u = g(x)

连续性方法: 设B是 Banach空间, V是赋范线性空间,并设 L0 和 L1 是B到 V的有界线性算子. 对任一

t ∈ [0, 1],令 Lt
.
= (1− t)L0 + tL1. 假设: 存在常数 C使得 ∀t ∈ [0, 1],成立 ‖x‖B ≤ C ‖Ltx‖V (‡) ,结论:

L1 是满射当且仅当 L0 是满射.
证明: 1. 设对某个 s ∈ [0, 1],Ls 是满射,由 (先验)估计 (‡),Ls 还是单射,故它的逆映射L−1

s : V → B存在.
2. 对 t ∈ [0, 1]和 y ∈ V,Ltx = y ⇔ Lsx = y + (Ls − Lt)x = y + (t − s)L0x − (t − s)L1x ⇔ x = L−1

s y + (t − s)L−1
s (L0 − L1)x (♣). 定义

T : B → B为 T x .
= L−1

s y+ (t− s)L−1
s (L0 −L1)x,我们证明当 |t− s| , 1时 T 是压缩映射,从而用 Banach不动点定理,它有唯一的不动点 x,就解决

了方程 (♣).

3. 设 x1, x2 ∈ B,那么 ‖T (x1) − T (x2)‖B = |t − s|
∥∥∥L−1

s (L0 − L1)(x1 − x2)
∥∥∥
B

注意: 实际上相当于L−1
s 有界

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
(‡),x .=L−1

s (L0−L1)(x1−x2)
≤

C|t − s| ‖(L0 − L1)(x1 − x2)‖V −−−−−−−−−−→
L0 和L1 有界性

≤ C|t − s|(‖L1‖ + ‖L0‖) ‖x1 − x2‖B −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
|t−s|≤δ

.
=(2C(‖L1‖+‖L0‖))−1

≤ 1
2 ‖x1 − x2‖B . 所以

对满足 |t − s| ≤ δ的所有 t,Lt 是满射.
4. 将区间 [0, 1]均分为长度小于 δ的子区间,则若L0 满,由上一步结论,Lkδ (k = 1, 2, . . .)都是满射⇒ L1 是满射.

参考: [GT], p.71.

Banach不动点定理: 完备度量空间上的压缩映射必有唯一的不动点.

压缩: ∃θ ∈ (0, 1)使得 ∀x1, x2, dist(T x1, T x2) ≤ θ dist(x1, x2).
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

二阶椭圆型方程 Dirichlet问题的经典解—拓扑方法
问题 (!): 在 Ω内 Lu .

=
∑n

i,j=1 aij(x)Diju+
∑n

i=1 bi(x)Diu+ c(x)u = f(x),在 ∂Ω上 u = g(x). 目标: 找解

u ∈ C2,α(Ω̄). 设方程是椭圆型的,且系数 ∈ Cα(Ω̄),故 f ∈ Cα(Ω̄), g ∈ C2,α(Ω̄). 不妨取 g ≡ 0 (否则考虑 u− g满
足的方程). (注意: 需设 α ∈ (0, 1))

连续性方法: 设B是 Banach空间, V是赋范线性空间,并设 L0 和 L1 是B到 V的有界线性算子. 对任一

t ∈ [0, 1],令 Lt
.
= (1− t)L0 + tL1. 假设: 存在常数 C使得 ∀t ∈ [0, 1],成立 ‖x‖B ≤ C ‖Ltx‖V (‡) ,结论:

L1 是满射当且仅当 L0 是满射.

函数空间: B =
{
u ∈ C2,α(Ω̄) : u|∂Ω = 0

}
,V = Cα(Ω̄).

算子: L0 = ∆, L1 = L
Schauder估计 [GT, p.94]: 设 Ω ⊂ Rn 是 C2,α 的有界区域, u ∈ C2,α(Ω̄)是问题 (!)的解,则存在常数 C(只

依赖于 n,Ω,矩阵 [aij(x)]的最小特征值在 Ω̄上的正的下界,以及系数 aij, bi, c的 Cα(Ω̄)范数),使得

‖u‖C2,α(Ω̄) ≤ C(‖u‖C(Ω̄) + ‖f‖Cα(Ω̄) + ‖g‖C2,α(Ω̄)). 典型的先验估计 (a priori estimates)

最大模估计: (极值原理,下一讲介绍)设 c(x) ≤ 0,则 u还满足估计式 ‖u‖C(Ω̄) ≤ C(‖f‖Cα(Ω̄) + ‖g‖C2,α(Ω̄)).

其它拓扑方法: Leray-Schauder不动点定理、非线性连续性方法 (Leray-Schauder拓扑度)等 (非线性泛函分析)
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能量积分方法— Sobolev空间 H1
0(Ω)

内积空间—设 Ω ⊂ Rn 是有界区域,在实线性空间 C∞
0 (Ω)上给定内积 (u, v) .

=
∫
Ω Du(x) · Dv(x) dx,它诱导出范

数 ‖u‖H1
0(Ω)

.
=

(∫
Ω |Du(x)|2 dx

) 1
2

内积: 双线性;对称性;正定性

正定性— Poincaré不等式 (⇒等价范数 ‖u‖W1,2
0 (Ω) =

(∫
Ω |u|2 dx+

∫
Ω |Du|2 dx

) 1
2 ):

存在常数 C = C(n)使得对任意 u ∈ C1
0(Ω),成立

∫
Ω |u|2 dx ≤ C(diamΩ)2

∫
Ω |Du|2 dx

证明: 设Ω ⊂ Ω1 = [0, a]n ,在 Rn \ Ω上定义 u ≡ 0. ∀x ∈ Ω1, Newton-Leibniz公式⇒ |u(x)|2 =
∣∣∣
∫ x1
0

∂u
∂t (t, x2, · · · , xn) dt

∣∣∣
2
−−−−−−−−−−−−−→
Cauchy-Schwarz不等式

≤

∫ x1
0 dx1

∫ x1
0 |∂1u(t, x2, · · · , xn)|2 dt ≤ a

∫ a
0 |∂1u|2 dx1 ≤ a

∫ a
0 |Du(x1, x2, · · · , xn)|2 dx1

两端关于 x在Ω1 上积分−−−−−−−−−−−−−−→
Ω1 \ Ω上 u ≡ 0

∫
Ω |u(x)|2 dx ≤ a2

∫
Ω |Du|2 dx.

Sobolev空间 H1
0(Ω)—Hilbert空间 (完备的内积空间): C1

0(Ω)在度量 ‖·‖H1
0(Ω) 下的完备化空间,它是 L2(Ω)的闭

子空间,且 C∞
0 (Ω)在其中稠密. 复习: 泛函分析—每一个度量空间都有一个完备化空间 (将 Cauchy列视为元素的度量空间)

Poincaré不等式: ∀u ∈ H1
0(Ω),它的广义函数导数 Du ∈ L2(Ω)n,且成立

∫
Ω |u|2 dx ≤ C(diamΩ)2

∫
Ω |Du|2 dx.

注意: i) 重要思想: 先对光滑函数利用数学分析技巧得到结果,再利用稠密性,通过极限对一般函数予以证明; ii) Sobolev空间是为了研究与 Laplace算子有关
的 PDE引入的工作空间,以便应用泛函分析结论. 对于有些问题,需要设计和构造新的函数空间. 例: 一维的双曲守恒律方程组—有界变差函数空间 (广义函数
导数是 Radon测度),以描述激波等强间断现象; 加权函数空间 (描述无界函数等)
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Riesz表示定理、Poisson方程 Dirichlet问题弱解的存在性
Riesz表示定理 (用内积表示有界线性泛函): 设 f是 Hilbert空间 H上的一个连续线性泛函,则必存在唯一的
yf ∈ H,使得对任意的 x ∈ H,有 f(x) = (x, yf). 证明本质: 变分原理,或正交投影 (最小二乘法)

Hilbert空间 H1
0(Ω): 内积 (u, v) =

∫
Ω Du · Dv dx

目标问题— Poisson方程带齐次 Dirichlet边界条件 (非齐次边界条件: 构造特殊函数 (例如调和函数)消去)

形式写法: 在 Ω内 −∆u = f, 在 ∂Ω上 u = 0

严格定义 (弱解): 设 f ∈ L2(Ω). 称 u ∈ H1
0(Ω)是上述问题的弱解,如果对任意 v ∈ H1

0(Ω),成立
∫
Ω Du · Dv dx =

∫
Ω fv dx.

弱解定义的合理性—经典解必须是弱解: 设 v ∈ C∞
0 (Ω), u ∈ C2(Ω)是经典解,将 v乘到方程两端后分部积

分. 对 v ∈ H1
0(Ω),用逼近证明.

弱解的存在性: 定义 H1
0(Ω)上连续线性泛函 f : f(v) .

=
∫
Ω fv dx. 验证: i) 线性: 显然; ii) 连续性:

|f(v)| ≤ ‖f‖L2(Ω)
‖v‖L2(Ω)

≤ C ‖f‖L2(Ω)
‖v‖H10(Ω)

∃!u∈H1
0(Ω)

−−−−−−−−→
Riesz表示定理

(v, u)H1
0
= f(v), ∀v ∈ H1

0(Ω) ⇔
∫
Ω Du · Dv dx =

∫
Ω fv dx.

弱解的唯一性: 线性⇒弱解定义中取 f ≡ 0, v = u ⇒ Du ≡ 0 −−−−−−−−→
Poincaré不等式

u = 0, a.e.
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

推广: 散度形方程的可积分弱解;非散度形方程的粘性解
二阶拟线性散度形椭圆型方程的可积分弱解: 在 Ω内 divA(x, u,Du) + B(x, u,Du) = 0,在 ∂Ω上 u = 0. (设 A, B

是给定的 C∞ 函数. 应用: 极小曲面,平均曲率,流体力学⋯⋯)

弱解: u ∈ H1
0(Ω),满足 ∀v ∈ H1

0(Ω),成立
∫
Ω

[
A(x, u(x),Du(x)) · Dv(x)− B(x, u(x),Du(x))v(x)

]
dx = 0

存在性: 变分法直接方法 (可用于直接求解非线性问题)

唯一性: 弱解的极值原理
正则性(难点): 通过差分刻画弱导数⇒弱解 ∈ H2 研究弱解梯度满足的 PDE−−−−−−−−−−−−−−→

Nash-Moser-De Giorgi迭代
梯度的有界性 研究梯度满足的 PDE−−−−−−−−−−−−−−→

Nash-Moser-De Giorgi技术

梯度 ∈ Cα Morry定理−−−−−−−−→
Campanato空间

梯度的梯度Hölder连续 经典解的 Schauder估计,自助法 (boot-strapping method)−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
Hölder空间

u ∈ C∞

二阶完全非线性椭圆型方程的粘性解：在 Ω内 F(x, u,Du,D2u) = 0,在 ∂Ω上 u = 0. (应用: Monge-Amperé方程,最优输运)

弱解 (粘性解 viscosity solution) —基于极值原理: 既是粘性下解,又是粘性上解的连续函数.

例: 称 u ∈ C(Ω̄)是∆u = 0的粘性下解,如果对任意 φ ∈ C2(Ω),若 u− φ在 x0 ∈ Ω取到局部极大值,则

∆φ(x0) ≥ 0;类似定义粘性上解.
参考书: Caffarelli, Luis A.; Cabré, Xavier. Fully nonlinear elliptic equations. American Mathematical Society Colloquium Publications, 43. American Mathematical
Society, Providence, RI, 1995.
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

习题 1. 如何将 Perron方法推广到 Ω是无界区域 (包括 ∂Ω有界和无界)的情形? 在本讲证明的基础上需要添加或修

改哪些条件? 证明中哪些是局部的 (只需要每一点的邻域内的信息),哪些是整体的 (需要全局的信息)?

习题 2. 证明: Laplace方程的经典解必是粘性解; C2 的粘性解必是经典解.
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Perron方法 Feynman-Kac公式 连续性方法 能量积分方法 例和习题 阅读和作业

阅读任务和作业

必读—郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp. 219-223]

参考文献

[GT] Gilbarg, David; Trudinger, Neil S. Elliptic partial differential equations of second order. Reprint of the 1998 edition.

Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2001. [中译本: 叶其孝等译,二阶椭圆型偏微分方程,高等教育

出版社, 2016年] (第 2章,第 8章)

最后更新: 2022-11-6
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

偏微分方程
第十二讲 二阶椭圆型方程的极值原理

袁海荣 (华东师范大学数学科学学院)

2022年 11月 17日
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

由于微分方程自己的方法可以解决很多物理上的问题,所以很多物理
学家或研究工程方面的人会找数学家来讨论微分方程. 但是,有时我们无
法单靠自己的想象和抽象的方法来解决那个微分方程的定律所支配的物
理 (或几何)的现象,因为微分方程的方法大半和其来源有关,所以了解物
理 (或几何)现象有助于解决该微分方程.微分方程的方法无法完全由数学
用抽象的方法导出.

——丘成桐
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

学习要点

熟练掌握二阶椭圆型方程的弱极值原理、最大模估计、Hopf引理、强极值原理
及其证明，以及典型应用

掌握常见的辅助函数及其中参数的选取技巧
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

弱极值原理
基本假设: Lu .

= aij(x)Diju︸ ︷︷ ︸
扩散项

+ bi(x)Diu︸ ︷︷ ︸
对流项或输运项

+ c(x)u︸ ︷︷ ︸
源项

(求和约定: 每个加项中重复

指标从 1到 n求和).
Ω ⊂ Rn是有界区域. u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) (经典解). A(x) .

= (aij(x))n×n实对称阵. 系数连续:
aij(x), bi(x), c(x) ∈ C(Ω̄)
椭圆型: ∃λ > 0使得 ∀x ∈ Ω, ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Rn, 成立 aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2. (关键: 从代数性质得到

分析性质)

结论 (一): 如果在 Ω上 Lu > 0且 c(x) ≤ 0,而 u在 Ω̄上具有非负极大值,则该
极大值不可能在 Ω内取到,从而 sup

Ω̄

u ≤ sup
∂Ω

u+ . 这里记

u+(x) .
= max{u(x), 0}. (难点: 对调和函数的证明现在不适用,需要新方法!)
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

结论 (一)的证明 假设 u(x)在 x0 ∈ Ω达到了非负极大值 u(x0) ≥ 0,则 i) 源项:
c(x0)u(x0) ≤ 0; ii) 输运项: bi(x0)Diu(x0) = 0 (数学分析—可导极值点的 Fermat
引理: 梯度为零); iii) 扩散项: 数学分析—二阶连续可导的极大值点处 Hessian
矩阵 D2u(x0) = (Diju(x0))1≤i,j≤n半负定(⇒每个对角元 ≤ 0 ⇒迹 ≤ 0). 特殊情形:
A = (aij(x0)) = In (n阶单位
阵)⇒ aij(x0)Diju(x0) =

∑n
j=1 Djju(x0) = ∆u(x0) = Tr(D2u(x0)) ≤ 0. 一般情形:椭圆

型条件⇒ A = (aij(x0))是实对称正定阵,现 B .
= D2u(x0)半负定,要证

明 Tr(AB) ≤ 0 . [典型的高等代数标准形方法]: 存在正交阵 Q使得 QAQ−1 = Λ为
对角阵,且每个对角元 (即特征值)> 0,利用迹在相似变换下不变,
Tr(AB) = Tr(Q−1ΛQBQ−1Q) = Tr(Λ QBQ#

︸ ︷︷ ︸
半负定,于是每个对角元 ≤ 0

) ≤ 0. 于是总成立

Lu(x0) ≤ 0,与条件 (在 Ω上 Lu > 0)矛盾.
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

注: (i)如果 c(x) ≡ 0,则 u不在 Ω内取到极大值. (ii)思考: 如果 Lu < 0,有什么结
论? (iii)仔细对比结论 (一)(二)(三)的异同.

结论 (一): 如果在 Ω上 Lu > 0且 c(x) ≤ 0,而 u在 Ω̄上具有非负极大值,则该
极大值不可能在 Ω内取到,从而 sup

Ω̄

u ≤ sup
∂Ω

u+ . 这里记

u+(x) .
= max{u(x), 0}.

结论 (二): 如果在 Ω上 Lu ≥ 0且 c(x) ≤ 0, u在 Ω̄上有非负最大值,则它必定
在边界 ∂Ω上取到.

结论 (三): 弱极值原理: 如果在 Ω上 Lu ≤ 0且 c(x) ≤ 0,则 inf
Ω̄

u ≥ inf
∂Ω

u− . 这

里 u−(x) .
= min{u(x), 0}.
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

弱极值原理
结论 (二) [弱极值原理]: 如果在 Ω上 Lu ≥ 0且 c(x) ≤ 0, u在 Ω̄上有非负最大

值,则它一定在边界 ∂Ω上取到,即 sup
Ω̄

u ≤ sup
∂Ω

u+

证明 (辅助函数.) ∀ε > 0,置 w(x) .
= u(x) + εeαx1 ,其中 α是个待定的参数,使

得可以用结论 (一). Lw = Lu+ εeαx1(a11(x)α2 + b1(x)α + c(x)). 椭圆型
⇒ a11(x) ≥ λ > 0,紧集上连续函数有界⇒ ∃M使得 |b1|, |c| ≤ M⇒ ∃α > 0使

得 a11(x)α2 + b1(x)α + c(x) ≥ λα2 −M(1+ α) > 0 ⇒ Lw > 0 w+ .=max{w,0}−−−−−−−−→
结论 (一)

sup
Ω̄

w ≤ sup
∂Ω

w+ ⇒ supΩ̄ u ≤ supΩ̄ w ≤ sup∂Ω w+ ≤

sup∂Ω u++ ε sup∂Ω eαx1 ε→0−−−→
∂Ω紧

sup∂Ω u+,即得结论 (二). 结论 (三)类似证明.
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

最大模估计
基本假设: Ω ⊂ Rn是有界区域. Ω的直径 d .

= supx,y∈Ω |x− y| < ∞.
u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) (经典解)

Lu .
= aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u. A(x) = (aij(x))n×n 实对称阵. 系数连续: aij(x), bi(x), c(x) ∈ C(Ω),

∃M > 0使得 ∀x ∈ Ω̄,
∑n

i=1 |bi(x)|+ |c(x)| ≤ M.

椭圆型: ∃λ > 0使得 ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn,成立 aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2.

最大模估计: 设 f ∈ C(Ω̄), g ∈ C(∂Ω), c(x) ≤ 0,则 Dirichlet问题
在 Ω内 Lu = f,在 ∂Ω上 u = g 的任意经典解 u都满足估计
式 maxΩ |u| ≤ max∂Ω |g|+ CmaxΩ |f|, 其中常数 C只依赖于 n,λ,M,以及 Ω的
直径 d.

推论: c(x) ≤ 0时 Dirichlet问题经典解的唯一性和在 C(Ω̄)中的稳定性.
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

最大模估计的证明 (辅助函数.) 1. 构造 Ω上的函数 w使得 (♠)

在Ω内 L(w±u) = Lw±f ≤ 0 ⇔ Lw ≤ ∓f, 在 ∂Ω上 w±u = w±g ≥ 0 ⇔ w ≥ ∓g.

如果这样的 w存在,弱极值原理⇒ ∀x ∈ Ω, w± u ≥ 0 ⇒ |u(x)| ≤ w(x),估计 |w|
即可.
2. 置 F = maxΩ |f|,G = max∂Ω |g|,为保证 (♠),只
需在 Ω上 Lw ≤ −F,在 ∂Ω上 w ≥ G. 为此,假设 Ω ⊂ {0 < x1 < d} (可通过坐标
系平移和旋转实现,不影响方程的条件和结论—研究变换下具有不变性质的一族
对象的好处.) 作 w(x) .

= G+ (eαd − eαx1)F, 显然在 ∂Ω上 w ≥ G. 直接计算:
−Lw = (a11(x)α2 + b1α)Feαx1 − cG− c(eαd − eαx1)F ≥ (a11α2 + b1α)F ≥
(λα2 −Mα)F ≥ F (取参数 α充分大即可). 证毕!
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

Hopf–Oleinik边界点引理
基本假设: Lu .

= aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u.
系数连续有界: aij(x), bi(x), c(x) ∈ C(Ω), ∃M > 0使得
∑n

i,j=1 |aij(x)|+
∑n

i=1 |bi(x)|+ |c(x)| ≤ M.

椭圆型: ∃λ > 0使得 ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn,成立 aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2.

Hopf引理: 条件 i) 球 B ⊂ Ω ⊂ Rn,且
c(x) ≤ 0, ∀x ∈ B; ii) u ∈ C2(B) ∩ C(B ∪ {x0})在 B内满足条件 Lu ≥ 0; iii) u
在点 x0 ∈ ∂B取到严格的非负最大值: u(x0) ≥ 0, ∀x ∈ B, u(x) < u(x0) (♣). 结
论: 对在 x0处指向 B外的任意向量 ν (即 ν · n(x0) > 0, n(x0)是外单位法向),

成立 lim inf
t→0+

1
t
[u(x0)− u(x0 − tν)] > 0 . ( ∂u

∂ν (x0) > 0,若 u ∈ C1(Ω̄))
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

证明 1. 不妨设 u ∈ C(B̄) (否则换成一个在 B内且与 B在 x0相切的小球继续如下
论证),以及 B = BR(O) (通过平移). 这些都不改变条件和结论.
2. 置函数 v .

= u+ εh,使得利用条件 (♣),当 ε > 0很小时, v在 x0取到非负最大值,
从而
lim inf t→0+

1
t [v(x0)− v(x0 − tν)] ≥ 0 ⇒ lim inf t→0+

1
t [u(x0)− u(x0 − tν)] ≥ −ε ∂h

∂ν (x0),
只需构造 h使得 ∂h

∂ν (x0) < 0即可. 注意: 只需要在 x0的一个邻域 N内构造出 h.
3. 为使 v在 x0取到非负最大值, 要求在 x0的邻域 N内 Lh > 0
(⇒ Lv = Lu+ εLh > 0) ⇒ v的非负最大值点在 ∂N上,
且在 ∂N \ {x0}上 v(x) < u(x0) ,且 h(x0) = 0 ⇒ v(x0) = u(x0) ⇒ x0处 v取到非负
最大值.
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

3. 为使 v在 x0 取到非负最大值, 要求在 x0 的邻域 N内 Lh > 0 (⇒ Lv = Lu+ εLh > 0) ⇒ v的非负最大值点在 ∂N

上,且 在 ∂N \ {x0}上 v(x) < u(x0) ,且 h(x0) = 0 ⇒ v(x0) = u(x0) ⇒ x0 处 v取到非负最大值.

4. 作 h(x) = !(|x|), !(r) .
= e−α|r|2 − e−αR2 ,则 |x0| = R ⇒ h(x0) = 0.又

∂h
∂n = !′(r)D|x| · x

|x| = !′(r), r = |x|,则 ∂h
∂n(x0) = e−α|x|2(−2α|x|)

∣∣∣
|x|=R

< 0 ⇒ ∂h
∂ν =

Dh · ν = Dh · ((ν · n)n+ (ν · τ)τ) = (ν · n)∂h∂n + (ν · τ) ∂h∂τ = (ν · n)∂h∂n < 0. 这里 τ 是
球面 ∂B在 x0处的一个切向量,而 h在 ∂B上是常值 0,故切向导数 ∂h

∂τ 恒为零.
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

5. 计算 Lh = e−α|x|2
{
4α2

n∑

i,j=1

aij(x)xixj
︸ ︷︷ ︸
椭圆型条件

−2α
∑n

i=1 aii(x)− 2α
∑n

i=1 bi(x)xi + c(x)
}
−

c(x)︸︷︷︸
≤0

e−αR2 ≥ e−α|x|2 {4α2λ|x|2 − 2α
∑n

i=1 |aii(x) + bi(x)xi|+ c(x)
}
≥

e−α|x|2 {4α2λ|x|2 − 2αM(1+ R)−M
}
. 为保证最后一式 ≥ 0,需要挖去原点. 故取

邻域N .
= BR \ BR/2,在 N上,取 α充分大 (只依赖于 λ,R,M),

|x| ≥ R
2 ⇒ Lh ≥ e−α|R|2 {α2λR2 − (2α(1+ R) + 1)M

}
> 0.
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

6. 现已取定 α充分大,从而 h也已确定. 再定参数 ε > 0使得在
∂N \ {x0} = ∂BR/2 ∪ (∂B \ {x0})上 v(x) < u(x0).
i)在 ∂B \ {x0}上 h(x) ≡ 0 ⇒ v(x) = u(x) < u(x0)由定理条件
“u(x0) ≥ 0, ∀x ∈ B, u(x) < u(x0) (♣)”保证.
ii)在紧集 ∂BR/2 ⊂ BR上,由 (♣), u(x0)− u(x)有正的下界 δ0,而 h(x)有上界 h0,于
是取 ε 2 1使得 εh0 < δ0,就有
v(x) = u(x) + εh(x) ≤ u(x) + εh0 < u(x) + δ0 < u(x0). 证毕.

注: Hopf引理的结论是局部性的,所以证明中不涉及拓扑. 在其定理陈述中将球 B
换作满足内球条件的区域 Ω,结论仍然成立. (Ω可以是无界区域!)
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

强极值原理

基本假设: Lu .
= aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u.

区域 Ω ⊂ Rn有界,系数连续: aij(x), bi(x), c(x) ∈ C(Ω̄),从而 ∃M̃ > 0使得
∑n

i,j=1 |aij(x)|+
∑n

i=1 |bi(x)|+ |c(x)| ≤ M̃.

椭圆型: ∃λ > 0使得 ∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn,成立 aij(x)ξiξj ≥ λ|ξ|2.

强极值原理: 设 u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄)在 Ω内满足 Lu ≥ 0,且 c(x) ≤ 0,则除非 u
是常数,它在 Ω̄上的非负最大值只能在边界 ∂Ω取到.
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

证明: 1. 设 u在 x1 ∈ Ω取到非负最大值 M,记 Σ
.
=

{
x ∈ Ω : u(x) = M

}
,则它是非

空闭集. 如果 u不是常值函数,那么 Σ 3= Ω,则 U = Ω \ Σ是非空开集. 下面导出
矛盾.
2. 证明 ∂Σ ∩ Ω 3= ∅,即存在 Σ的边界点,它也是 Ω的内点. 任取一点 x2 ∈ U,由 Ω

的道路连通性,存在连接 x1, x2的在 Ω内的道路 γ,它是紧集且不与 ∂Ω相交. 另一
方面,存在 x3 ∈ γ使得 x3 ∈ ∂U (存在性由确界原理保证). 注意 x3 /∈ ∂Ω,故 x3 ∈ Ω.
又 ∂U = ∂Σ,故 x3 ∈ ∂Σ ∩ Ω.
[另一种证法: 由于 Σ ⊂ Ω ⇒ ∂Σ ⊂ Ω̄ = Ω ∪ ∂Ω,若 ∂Σ ∩ Ω = ∅,则 ∂Σ ⊂ ∂Ω,于是
相对于 Ω的子空间拓扑, Σ是个无边界的闭集 −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

任意非空闭集是其边界和内部的不交并
Σ是

开集,由于 Ω是连通的⇒ Σ = Ω.]

注意: Ω是区域,即连通开集. 此外, Ω有界,所以 Σ和 ∂Ω都是紧集.
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

3. 由于存在 x3 ∈ ∂Σ \ ∂Ω,即成立 dist(x3,Σ) = 0 < 1
2dist(x3, ∂Ω),利用点到紧集的

距离的连续性,可以找到 x̂ ∈ U,接近 x3,使得 0 < dist(x̂,Σ) < 1
2dist(x̂, ∂Ω).

考虑数集 I .
= {r > 0 : Br(x̂) ⊂ U}. 由于 U是开集,对充分小的 r,球 Br(x̂) ⊂ U. 所

以 I 3= ∅. 此外,对任意的 R′ > dist(x̂,Σ),就有 BR′(x̂) ∩ Σ 3= ∅. (这是因为对固定的
x̂,紧集 Σ上连续函数 y 5→ dist(x̂, y)取到最小值 dist(x̂,Σ) = dist(x̂, y∗),故
y∗ ∈ BR′(x̂) ∩ Σ.) 所以 I有上界 dist(x̂,Σ). 由确界原理, R∗ = sup I > 0是存在的,
且 R∗ ≤ dist(x̂,Σ). (实际上可以证明 R∗ = dist(x̂,Σ),不过此处论证不需要此结论).

我们证明开球 BR∗(x̂) ⊂ U. 事实上,由上确界的定义,存在数列 rk ∈ I, k → ∞时
rk ↗ R∗. 设 x ∈ BR∗(x̂),则存在 rk使得 dist(x̂, x) < rk,从而由 Brk(x̂) ⊂ U ⇒ x ∈ U.
由于 U ⊂ Ω,我们也得到 BR∗(x̂) ⊂ Ω.
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弱极值原理 最大模估计 Hopf引理 强极值原理 等值面边值问题 例和习题 阅读和作业

还可以证明 B2R∗(x̂) ⊂ Ω. 事实上,
B2R∗(x̂) = (B2R∗(x̂) ∩ Ω) ∪ (B2R∗(x̂) ∩ ∂Ω) ∪ (B2R∗(x̂) ∩ (Rn \ Ω)),由于
2R∗ < dist(x̂, ∂Ω),必有 B2R∗(x̂)∩ ∂Ω = ∅. 故连通集 B2R∗(x̂)分解为开集 B2R∗(x̂)∩Ω

和 B2R∗(x̂) ∩ (Rn \ Ω)的不交并,其中必有一个是空集,另一个是 B2R∗(x̂). 由于
x̂ ∈ B2R∗(x̂) ∩ Ω,故必有 B2R∗(x̂) ∩ Ω = B2R∗(x̂),即证明了 B2R∗(x̂) ⊂ Ω.
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4. 由 R∗的选法,必有 BR∗(x̂) ∩ Σ 3= ∅. 事实上,如果这是空集,则由分离公理 (或直
接用度量),存在 R′ > R∗且 BR′(x̂)与 Σ不交. 那么对任意的 R ∈ [R∗,R′],成立
BR(x̂) ∩ Σ = ∅. 再取 R < 2R∗,那么 BR(x̂) ⊂ B2R∗(x̂) ⊂ Ω = Σ ∪ U. 于是 BR(x̂) ⊂ U.
这样的 R的存在性就与 R∗的定义矛盾了. 所以 BR(x̂) ∩ Σ包含 (至少)一个点,而
且这些点都必须在球面 ∂BR(x̂)上. 任意取定其中一个点 x0,作过 x0,在 BR(x̂)内,
且与 ∂BR(x̂)相切的小球 B.
5. 在 B上可以用 Hopf引理,因为在 B上 u < M,在 x0 ∈ Σ点 u(x0) = M,于是可知
沿着 ∂B在 x0点的外法向 n, ∂u

∂n(x0) > 0.
6. 另一方面,在 Σ的内点处 Du ≡ 0,定理又假设 Du ∈ C(Ω),于是按连续性, Du在
Σ上处处为零⇒ ∂u

∂n(x0) = Du(x0) · n = 0,导致矛盾. 证毕!
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等值面边值问题与静电场的唯一性

实际问题 —带电导体外的静电场: 设互不相交的有界区域 Ω1, · · · ,ΩN 代表 N个带电荷的导体 (例如铁球),

Ω = R3 \ (Ω1 ∪ · · · ∪ ΩN)是导体外的区域. 电磁学的一个基本问题: 此时 Ω中静电场是否被唯一确定?

数学模型 —等值面边值问题: 区域 Ω,方程∆u = 0 (注意 Ω中没有电荷),边界条件:

i)处于静电平衡后导体内电场强度为零 (否则电荷收到电场力作用会持续加速运动),即 Du = 0 ⇒ u =常数,所

以导体表面 ∂Ωj 都是等势面,边界条件: u|∂Ωj = cj,常数 cj 待定, j = 1, · · · ,N.
ii) Gauss定律⇔积分型非局部条件:

∫
∂Ωj

Du · n dσ = 4πQj,其中 Qj是导体 Ωj所带电荷数, n是指向导体外的单

位法向.

iii)无穷远条件: limx→∞ u(x) = 0 (即设无穷远电势为零)

唯一性: 假设 Ωj 满足外球条件,那么上述问题的经典解如果存在,一定是唯一的.
1. 由线性,这相当于在 Qj = 0 (j = 1, · · · , N)时证明所有 cj = 0,且 u ≡ 0.
2. 无界区域用有界区域逼近: ∀ε > 0, ∀x̂ ∈ Ω,由 limx→∞ u(x) = 0,可取 R充分大使得对所有 j, Ωj ⊂ BR(O), x̂ ∈ BR(O),且 |x| = R时 |u(x)| ≤ ε.
由极值原理, u的最大值和最小值只能在截断边界 {|x| = R}或导体表面 ∂Ωj 上取到. 例如在 ∂Ωj 上取到最大值 cj ,由 Hopf引理,在表面各点都有
∂u
∂n < 0 ⇒

∫
∂Ωj

Du · n dσ < 0,与该积分= 0的条件矛盾. 对取到最小值的情形可类似推出矛盾. 所以 u的最大值和最小值只能在 {|x| = R}达到,于是

|u(̂x)| ≤ ε.
3. 由 ε > 0的任意性,得到 u(̂x) = 0. 由 x̂的任意性,可知 u ≡ 0 ⇒ cj = 0, j = 1, · · · , N. 证毕!
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混合等值面边值问题的分解与存在性

典型问题及其分解: 区域 Ω ⊂ Rn, ∂Ω = Γ0 ∪ Γ1 ∪ Γ2, Γ1 /= ∅, Γ0 /= ∅, F, f, g是已知函数, A是已知常数, c是

待求解的数, u是待求解的函数:

(A)






∆u = F, in Ω,

u = f, on Γ1,

∂u
∂n = g, on Γ2,

u = c, on Γ0,
∫
Γ0

∂u
∂n dσ = A.

(B)






∆u1 = F, in Ω,

u1 = f, on Γ1,

∂u1
∂n = g, on Γ2,

u1 = 0, on Γ0;

(C)






∆u2 = 0, in Ω,

u2 = 0, on Γ1,

∂u2
∂n = 0, on Γ2,

u2 = 1, on Γ0

间接方法 (便于理论分析): 置 u = u1 + cu2,通过
∫
Γ0

∂u1
∂n dσ + c

∫
Γ0

∂u2
∂n dσ = A确定 c. (由 Γ0 和 Γ1 非空知 u2 不

是常数函数,从而由强极值原理和 Hopf引理,在 Γ0 上 ∂u2
∂n > 0,从而

∫
Γ0

∂u2
∂n dσ > 0.)

直接方法 (便于数值计算): 变分法. 参考: 谷超豪,李大潜,沈玮熙: 应用偏微分方程,高等教育出版社, 2014.

导体表面的电荷分布问题: f, g, Ω光滑时 Ω内∆u = f, ∂Ω上 u = g确定了 h .
= ∂u

∂n |∂Ω. 映射 g 1→ h叫做

Dirichlet-Neumann映射. h代表物体表面的电荷分布密度. [拟微分算子,反问题]
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例: 设 B = BR(O)是 Rn 中的半径为 R,中心为原点 O的球. 对 Poisson方程的 Dirichlet问题: 在 B内∆u = f,在 ∂B

上 u = g,请用极值原理证明: 如果自由项 f和 g都是多项式,则该问题存在唯一的解.

证明: 1. 唯一性用极值原理是显然的.

2. 记 PN 是 x = (x1, · · · , xn)的 N次 (n元)多项式构成的实线性空间,它是有限维的. 若 f, g ∈ PN,则 f−∆g ∈ PN,于

是不妨通过考虑 u− g而将边界条件齐次化. 所以下面总假设 g ≡ 0.

3. 作映射 T : PN → PN,w 1→ ∆((R2 − |x|2)w(x)). 它显然是线性的. 由于 (R2 − |x|2)w(x)还是多项式,次数至多是

N+ 2,所以 Tw ∈ PN,定义合理.

4. 线性代数基本定理 (Fredholm择一性: 从有限维线性空间到其自身的线性变换如果是单射,则必然是满射;等价说

法: dimR(T) + dimker T = dimPN ,或非齐次线性代数方程组可解当且仅当对应齐次方程组只有零解).

5. 由此,只需证明 T是单射,那么对任意 f ∈ PN,就存在 w ∈ PN 使得 u(x) .
= (R2 − |x|2)w(x)满足方程∆u = f,而 u满

足齐次边界条件则是显然的.

6. 设 Tw = 0,要证明 w = 0. Tw = 0意味着对应的 u(x) = (R2 − |x|2)w(x)是调和函数,而且它在 ∂B上是零. 由极值

原理, u ≡ 0 ⇒ w ≡ 0. 证毕.
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习题 1. 举例说明在无界区域上极值原理可以不成立.

习题 2. 设 Ω = {(x, y) ∈ R2 : 0 < x < π, 0 < y < π},请通过构造形如 u(x, y) = f(x)g(y)的函数 (称为分离变量的

函数),说明存在非零的函数 u,使得在 Ω内∆u+ 2u = 0,在 ∂Ω上 u = 0. 此时极值原理为何不成立?

习题 3. 设有界区域 Ω满足内球条件,证明 Robin问题 “在 Ω内∆u = 0,在 ∂Ω上 ∂u
∂n + σu = 0”只有常数解. 这里

n是 ∂Ω的外单位法向,系数 σ(x) ≥ 0. 如果 σ(x)不恒为零,则 u ≡ 0.

思考: 为什么构造的辅助函数大都与指数函数有关?
指数函数是连接代数性质和分析性质的一座桥梁,究其原因,指数函数是二阶微分
算子 d2/dt2的特征函数: u′′(t) = λu(t)的通解都可以用指数函数 (辅以幂函数)
表示.
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哲学写在大自然这本大书里,这本书对于我们是打开着的. 但是,除非首先学懂它的语言,会读这本

书使用的文字,我们就不可能理解它. 它是用数学语言写的,它的文字就是三角形、圆和其它几何图形. 没有

它,这本书凡人连一个字也看不懂,没有这些就会在黑暗的深渊里迷路.

——伽利略 (1564年 2月 15日— 1642年 1月 8日)

传记: https://www.britannica.com/biography/Galileo-Galilei
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学习要点

熟练掌握用分离变量法求解 PDE定解问题形式解的步骤

了解线性算子的谱理论

理解通过分离变量法确定氢原子能级的方法

复习常微分方程的幂级数解法和常见常微分方程的通解

复习 Fourier级数理论
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圆柱体的稳态温度分布问题

物理问题: 设圆柱体 {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 < a2,−∞ < z < ∞}内无热源,侧
面温度保持恒定,为 F(x, y). 求柱内温度的分布.

数学问题: 在圆盘 Ba = {x2 + y2 < a2}内 ∂2u
∂x2 +

∂2u
∂y2 = 0; u|x2+y2=a2 = F(x, y). 求

解 u = u(x, y).

方法一: 这是圆盘上的 Laplace方程的 Dirichlet问题,已有 Poisson公式
u(x, y) = a2−(x2+y2)

2πa
∫
∂Ba

F(ξ,η)
(x−ξ)2+(y−η)2 dσ(ξ, η),或者在极坐标

x = r cos θ, y = r sin θ下, u(r, θ) = a2−r2
2π
∫ 2π
0

f(φ)
a2−2ar cos(φ−θ)+r2 dφ,其中

f(φ) = F(a cosφ, a sinφ). 优点: 容易研究解的全局的定性性质;缺点: 不方便
具体计算函数 (近似)值,难于辨别物理现象.
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方法二: 分离变量法—用函数项级数 (幂级数, Fourier级数)表示解. 优点: 容
易计算解的近似值和局部性质,看出主导的物理现象;缺点: 难以把握整体
性质.
类比: 分数—便于乘除法;小数—便于加减法和比较大小;全纯函数及其局
部的幂级数表示 (解析开拓)

分离变量法源于弦振动方程的研究,是给出线性偏微分方程解的重要方法 (数
学: 调和分析,泛函分析—线性算子谱理论,特殊函数;物理和工程问题需要
求出便于计算的解析解或近似解,大都采用分离变量法及其推广—积分变换
法求解).
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圆盘上的 Dirichlet问题: 分离变量法
数学问题: 在圆盘 Ba = {x2 + y2 < a2}内 ∂2u

∂x2 +
∂2u
∂y2 = 0; u|x2+y2=a2 = F(x, y). 求

解 u = u(x, y).
分离变量法思路:
第一步—找到恰当坐标系,使得方程具有变量分离的形式 (对不同变量求导的项相加的形
式,不出现混合偏导数),部分边界条件是齐次的 (数学: 通过变量替换、问题的线性叠加/分
解实现);
第二步—假设解存在并充分光滑,计算所有的分离变量的非平凡特解,使之满足方程和一
部分齐次边界条件 (数学: 常微分方程边值问题或 Laplace算子的特征值问题);
第三步—利用线性,通过特解的组合和极限得到满足余下边界条件的形式解 (数学: 函数
项级数,特征函数系的完备性);
第四步—在自由项适当条件下,验证所得表达式确实是解 (数学: 函数项级数的收敛和逐
项求导等性质).
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第一步: 直角坐标下方程虽已分离变量,但边界条件仍显性地依赖于 x, y. 故尝
试选取极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ,问题化为:




1
r
∂
∂r
(
r∂u∂r
)
+ 1

r2
∂2u
∂θ2 = 0, 0 ≤ r < a, 0 ≤ θ ≤ 2π,

u(a, θ) = f(θ) = F(a cos θ, a sin θ), 0 ≤ θ ≤ 2π.

第二步: 分离变量的特解: 设 u(r, θ) = R(r)Θ(θ),代入方程⇒
r2

1
r (rR

′(r))′

R(r) = −r2 Θ′′(θ)
r2Θ(θ) = λ ∈ R
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问题: 1
r
∂
∂r
(
r∂u∂r
)
+ 1

r2
∂2u
∂θ2 = 0, 0 ≤ r < a; u(a, θ) = f(θ) = F(a cos θ, a sin θ), 0 ≤

θ ≤ 2π.

分离变量的特解: 设 u(r, θ) = R(r)Θ(θ),代入方程⇒

r2
1
r (rR

′(r))′

R(r)︸ ︷︷ ︸
只依赖于 r,与 θ无关

= −r2
Θ′′(θ)

r2Θ(θ)︸ ︷︷ ︸
只依赖于 θ,与 r无关

= λ︸︷︷︸
一个 r, θ的函数,又和 r, θ无关,只能是常数

∈ R

ODE(1): Θ′′(θ) + λΘ(θ) = 0 隐藏的边界条件—周期条件 Θ(θ + 2π) = Θ(θ), ∀θ,或者
Θ(0) = Θ(2π),Θ′(0) = Θ′(2π).
ODE(2): 1

r (rR
′(r))′ − λ

r2R(r) = 0 隐藏的物理要求: R(r)有界.
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

复习— 二阶线性常系数常微分方程 y′′ + ay′ + by = 0 (a, b ∈ R)的通解: 特征
方程 λ2 + aλ+ b = 0. i) 有两个不同的实根 λ1,λ2: 解 y(x) = c1eλ1x + c2eλ2x

(c1, c2是任意常数); ii) 有一对共轭的虚根 λ1 = α+ βi, λ2 = α− βi, α, β ∈ R,
则 y(x) = c1eαx cos(βx) + c2eαx sin(βx); iii) 只有一个重的实根
λ: y = c1xeλx + c2eλx.

复习 — Euler常微分方程的通解: 设 a0, · · · , an−1是给定的实数,形如
xny(n) + an−1xn−1y(n−1) + · · ·+ a1xy′ + a0y = b(x)的线性微分方程叫 Euler方程.
它可以通过自变量变换 x = et或 t = ln x化为常系数线性微分方程;或猜测形
如 xλ的特解,由特征方程求解.
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

ODE(1)的解—结论: λ = λn = ω2n, ωn = n, n = 0, 1, · · · 时有非零的
2π-周期解
λ = 0 ⇒ Θ(θ) = A+ Bθ ⇒非零周期解Θ0(θ) ≡ 1 (特征子空间是一维的)
λ = ω2 > 0 ⇒通解
Θ(θ) = A cos(ωθ) + B sin(ωθ)

要求 ω ∈ N−−−−−−→
2π周期解

Θn(θ) = An cos(nθ) + Bn sin(nθ) (特征子空间是二

维的—简并现象)
λ = −ω2 < 0 ⇒通解 Θ(θ) = Aeωθ + Be−ωθ 无非零周期解. (练习)

ODE(2) — λ = n2 ⇒ r2R′′(r) + rR′(r)− n2R(r) = 0 −−→
r=et

d2R
dt2 − n2R = 0 ⇒ R0 =

C0 + D0t = C0 + D0 ln r;Rn = Cnent + Dne−nt = Cnrn + Dnr−n, n =

1, 2, · · · R(0)<∞−−−−−→
物理要求

⇒ R0(r) = 1, Rn(r) = rn.
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

问题: 1
r
∂
∂r
(
r∂u∂r
)
+ 1

r2
∂2u
∂θ2 = 0, 0 ≤ r < a; u(a, θ) = f(θ) =

F(a cos θ, a sin θ), 0 ≤ θ ≤ 2π.

第二步—分离变量的特解: u(r, θ) = R(r)Θ(θ)

结论: 特征值 λ0 = 0对应 u0(r, θ) = 1; λn = n2对应
un(r, θ) = {rn cos nθ, rn sin nθ}, n = 1, 2, · · ·

第三步—作特解的组合与极限,使得满足剩余边界条件
u(r, θ) = A0

2 +
∑∞

n=1
( r
a
)n

(An cos nθ + Bn sin nθ), 0 ≤ r < a, 其中 An,Bn是待
定系数. 边界条件
u(a, θ) = f(θ) ⇒ f(θ) = A0

2 +
∑∞

n=1(An cos nθ + Bn sin nθ), θ ∈ [0, 2π] 由 Fourier
系数公式 (周期函数在一个周期长度上的积分总相等)⇒ An =
1
π

∫ 2π
0 f(x) cos(nx) dx, n = 0, 1, 2, · · · ;Bn =

1
π

∫ 2π
0 f(x) sin(nx) dx, n = 1, 2, · · ·
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

复习— Fourier级数理论: 三角函数系的正交性:
∫ π
−π cos(mx) cos(nx) dx =

∫ π
−π sin(mx) sin(nx) dx =

πδmn,
∫ π
−π sin(mx) cos(nx) dx = 0,

∫ π
−π cos(mx) dx = 2πδm0,

∫ π
−π sin(nx) dx = 0

2π周期函数的 Fourier展开: f(x) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1(an cos nx+ bn sin nx), Fourier

系数公式 an = 1
π

∫ π
−π f(x) cos(nx) dx, n = 0, 1, 2, · · · ; bn =

1
π

∫ π
−π f(x) sin(nx) dx, n = 1, 2, · · ·

2T周期函数的 Fourier展开: f(x) ∼ a0
2 +

∑∞
n=1(an cos

nπ
T x+ bn sin nπ

T x),
Fourier系数公式 an = 1

T
∫ T
−T f(x) cos(

nπ
T x) dx, n = 0, 1, 2, · · · ; bn =

1
T
∫ T
−T f(x) sin(

nπ
T x) dx, n = 1, 2, · · ·
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

形式解: u(r, θ) =
1
2π
∫ 2π
0 f(φ) dφ+ 1

π

∑∞
n=1
( r
a
)n ∫ 2π

0 f(φ)[sin(nθ) sin(nφ) + cos(nθ) cos(nφ)︸ ︷︷ ︸
=cos n(φ−θ)

] dφ =

1
2π
∫ 2π
0 f(φ)

[
1+ 2

∑∞
n=1
( r
a
)n

cos(n(φ− θ))
]
dφ

形式求和: 置 z .
= r

ae
i(φ−θ), Euler公式⇒ Rezn =

( r
a
)n

cos n(φ− θ);由 |z| < 1时
∑∞

n=0 zn =
1

1−z ,得到 1+ 2
∑∞

n=1
( r
a
)n

cos(n(φ− θ)) =1+ 2
∑∞

n=1 Rezn =
−1+ 2

∑∞
n=0 Rezn = −1+ 2Re 1

1−z = −1+ 2 1− r
a cos(φ−θ)

1− 2r
a cos(φ−θ)+( r

a)
2 =

a2−r2
a2−2ar cos(φ−θ)+r2

故得到形式解 (Poisson公式)

u(r, θ) =
a2 − r2

2π

∫ 2π

0

f(φ)
a2 − 2ar cos(φ− θ) + r2

dφ
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

第四步—解的验证: 只要 f连续, Poisson公式就给出经典解 (第九讲已证)
意义: Fourier级数的 Abel求和法:
u(r, θ) = A0

2 +
∑∞

i=1
( r
a
)n

(An cos nθ+Bn sin nθ), 0 ≤ r < a, lim
r→a−

u(r, θ) = f(θ)

(请对比 Fourier级数点态收敛性质, f仅仅连续是不够的!)
类似的问题的形式解
圆盘外问题解— r > a: u(r, θ) = A0

2 +
∑∞

n=1
( a
r
)n

(An cos(nθ) + Bn sin(nθ)).
圆环内问题解— 0 < a1 < r < a2:
u(r, θ) = C0

2 + D0
2 ln r+

∑∞
n=1(Cnrn + Dnr−n)(An cos(nθ) + Bn sin(nθ)).

上述系数由边界条件确定. 注意: 并非所有级数形式的解都可以求和用积分表示. 一般来说
给出级数形式的解即可.
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

例: 圆环上 Poisson方程的混合边值问题

求解问题:





uxx + uyy = 12(x2 − y2), 0 < a2 < x2 + y2 < b2 < +∞,

u|x2+y2=a2 = 1, ∂u
∂n

∣∣
x2+y2=b2 = 0. n是外单位法向

解法一: 将方程齐次化—由于 v(x, y) .
= x4 − y4 = r4 cos 2θ满足

∆v = 12(x2 − y2),令 u = v+ w,则 ∆w = 0,且 w|r=a = 1− a4 cos 2θ,
∂rw|r=b = −4b3 cos 2θ.由圆环内解的一般形式
w(r, θ) = A0 + B0 ln r+

∑∞
n=1(An cos nθ + Bn sin nθ)(Cnrn + Dnr−n),根据这里具

体的边界条件,可进一步设 w(r, θ) = A0 + B0 ln r+ (C2r2 + D2r−2) cos 2θ. 代入
边界条件,有 A0 + B0 ln a = 1, a2C2 + a−2D2 = −a4,B0/b =

0, 2bC2 − 2b−3D2 = −4b3⇒ A0 = 1,B0 = 0,C2 = −a6+2b6
a4+b4 ,D2 =

a4b4(2b2−a2)
a4+b4 .
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

解法二: 谱方法—原问题在极坐标下为 ∆u = 1
r
∂
∂r
(
r∂u∂r
)
+ 1

r2
∂2u
∂θ2 =

12r2 cos 2θ, 0 < a < r < b < ∞; u(a, θ) = 1; ∂u∂r (b, θ) = 0.固定 r后将 u(r, θ)关
于 θ作 Fourier级数,就有 u(r, θ) = A0(r) +

∑∞
n=1[An(r) cos nθ + Bn(r) sin nθ],其

中 An(r)和 Bn(r)是 Fourier系数. 代入方程及边界条件,对比系数,可得如下关
于 Fourier系数的 ODE定解问题:

n = 0: 1
r [rA

′
0(r)]′ = 0,A0(a) = 1,A′

0(b) = 0⇒ A0(r) = 1;
n = 2: 1

r [rA
′
2(r)]′ − 4

r2A2(r) = 12r2,A2(a) = 0,A′
2(b) = 0⇒非齐次 Euler方程

通解 A2(r) = Cr2 + Dr−2 + r4. 利用边界条件确定 C,D.
其余 An = 0,Bn = 0 (n *= 0, 2).
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

例: 矩形柱体温度的稳恒分布
问题: 截面为矩形的无限长棱柱体,内部无热源,两个相对侧面与外界绝热,另
外两个相对侧面温度分别保持为 0◦C以及与高度无关的稳恒分布,求柱体内
的温度. 目的: 体会分离变量法对边界条件的要求: 齐次条件用于分离变量解的构造,非齐次边界条件用

Fourier级数. ⇒
uxx + uyy = 0, 0 < x < a, 0 < y < b; u|x=0 = 0, u|x=a = f(y); uy|y=0 = uy|y=b = 0.
第一步: 分离变量的特解—本征值和本征函数:
u(x, y) = X(x)Y(y) ⇒ Y′′(y) + λY(y) = 0, Y′(0) = Y′(b) = 0;X′′(x)− λX(x) =
0 ⇒ λ = λn =

(nπ
b
)2

, Yn(y) = cos
(nπ

b y
)
, n = 0, 1, · · · ,对应的

X0(x) = C0 + D0x,Xn(x) = Cn cosh
nπ
b x+ Dn sinh

nπ
b x (注: 双曲余弦函数

cosh x = 1
2(e

x + e−x),双曲正弦函数 sinh x = 1
2(e

x − e−x)).
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

第二步: 级数
解— u(x, y) = C0 + D0x+

∑∞
n=1
(
Cn cosh

nπ
b x+ Dn sinh

nπ
b x
)
cos
(nπ

b y
)
. 左侧边

界条件⇒ C0 +
∑∞

n=1 Cn cos
nπ
b y = 0 ∀n=0,1,···−−−−−−−−−−−→

Fourier级数的唯一性
Cn = 0.右侧边界条件

⇒ D0a+
∑∞

n=1Dn sinh
naπ
b cos nπ

b y = f(y) ⇒ aD0 =
1
b
∫ b
0 f(y) dy, Dn sinh

naπ
b =

2
b
∫ b
0 f(y) cos nπ

b y dy⇒形式解
u(x, y) = x

ab
∫ b
0 f(y) dy+

∑∞
n=1

2
b

1
sinh naπ

b

(∫ b
0 f(η) cos nπη

b dη
)
sinh nπ

b x cos
nπ
b y.

第三步: 解的验证—请给出一个关于 f的充分条件,证明在该条件下上述形式
解确实是经典解 (即满足方程,还满足边界条件). 提示: 先考虑 f ∈ C4([0, b]),注意 sinh nxπ

b ≤ sinh naπ
b ;

再考虑 f仅连续时. 复习函数项级数一致收敛,逐项求导和取极限定理
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

例: 长方体内的稳恒温度分布

问题: uxx + uyy + uzz = 0, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c; u|x=0 = ux|x=a =

uy|y=0 = u|y=b = 0; u|z=0 = 0, u|z=c = φ(x, y).

第一步: 分离变量的特解. 设 u(x, y, z) = X(x)Y(y)Z(z),代入方程
⇒ X ′′ + λX = 0,X(0) = X ′(a) = 0; Y ′′ + µY = 0, Y ′(0) = Y(b) = 0;
Z ′′ − (λ+ µ)Z = 0. 前两个 ODE边值问题⇒本征值
λn =

(
(2n+1)π

2a

)2
, µm =

(
(2m+1)π

2b

)2
,本征函数

Xn(x) = sin
√
λnx, Ym(y) = cos

√
µmy, n,m = 0, 1, · · · . 记 ωmn =

√
λn + µm,则第

三个 ODE⇒ Zmn = Cmn coshωmnz+ Dmn sinhωmnz.
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

第二步: 形式解.
u(x, y, z) =

∑∞
m,n=0[Cmn cosh(ωmnz) + Dmn sinh(ωmnz)] sin

√
λnx cos

√
µmy.边界条

件 u|z=0 = 0 ⇒
∑∞

m,n=0 Cmn sin
√
λnx cos

√
µmy = 0 ⇒ Cmn = 0 (多元函数的

Fourier级数系数公式,仍利用本征函数的正交性). 边界条件
u|z=c = φ(x, y) ⇒

∑∞
m,n=0Dmn sinh(ωmnc) sin

√
λnx cos

√
µmy = φ(x, y) ⇒

Dmn sinh(ωmnc) = 4
ab
∫ a
0
∫ b
0 φ(x, y) sin

√
λnx cos

√
µmy dydx.

第三步: 对 φ(x, y)加适当条件,验证形式解是经典解.
(函数项级数一致收敛判别,极限和求导法则;本征函数系的正交性最好利用 ODE问题间接证明,而非直接计算.

一般情形推广: 特殊函数论.)
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

Riemann引理—设 f(x)在 [a, b]上可积,则
limn→∞

∫ b
a f(x) sin(nx) dx = 0, limn→∞

∫ b
a f(x) cos(nx) dx = 0.

点态收敛定理— f(x)在 [−π, π]上可积,在 x处左导数 f ′−(x)和右导数 f ′+(x)
存在,或者存在 α > 0使得 f(x+ h)− f(x) = O(|h|α),则 f的 Fourier级数在点 x
收敛到 1

2(f(x+) + f(x−)).

一致收敛定理—若 f(x)在一个开区间内一致地成立着

|f(x+ h)− f(x)| = o
(
ln 1

|h|

)−1
,则 f的 Fourier级数在这个区间的任一内闭区间

上一致收敛到 f(x).
(特别地, Hölder连续函数的 Fourier级数一致收敛. 若 f ∈ Ck([−π,π]), f(π) = f(−π),其 Fourier级数为

a0
2 +

∑∞
n=1(an cos nx+ bn sin nx),则 |an|+ |bn| = O(n−k) (n → ∞),从而 Fourier级数一致收敛.

可对 Fourier系数公式,用分部积分证明. 意义: 函数的光滑性⇔高频部分振幅的衰减)
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

逐项积分定理—设 f(x)可积,其 Fourier级数为
f(x) ∼ a0

2 +
∑∞

n=1(an cos nx+ bn sin nx)(注意: 不需要收敛),则
∫ x
c f(t) dt =

a0
2
∫ x
c dt+

∑∞
n=1
∫ x
c (an cos nt+ bn sin nt) dt.

逐项微分定理—设 f在 [−π, π]上连续,且 f(π) = f(−π),除有限个点外可导;
又设 f ′(x)在 [−π, π]上可积,则 f ′(x) ∼

∑∞
n=1(−nan sin nx+ nbn cos nx).

L2收敛—设 f(x) ∈ L2([−π, π]) (即 ‖f‖L2([−π,π])
.
=
(∫ π

−π |f(t)|
2 dt
) 1

2
< ∞),记部

分和 SN(x) = a0
2 +

∑N
n=1(an cos nx+ bn sin nx),则 limN→∞ ‖f− SN‖L2([−π,π]) = 0.

Parseval等式—设 f(x) ∈ L2([−π, π]),那么
a20
2 +

∑∞
k=1(a2k + b2k) =

1
π

∫ π
−π |f(x)|

2 dx.
参考: 陈纪修,於崇华,金路: 数学分析 (第二版)下册,高等教育出版社, 2004,第十六章. 哈代,罗戈辛斯基 [著];徐瑞云,王斯雷 [译]: 三角级数论,哈尔滨工业大学
出版社, 2013,定理 55, 59.
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分离变量法 Fourier级数 特征值问题 氢原子光谱 例和习题 阅读和作业

函数项级数的一致收敛及其性质
函数项级数

∑∞
k=1 uk(x)在点集 I上一致收敛的概念: ∀ε > 0, ∃N > 0, ∀n > m ≥ N, ∀x ∈ I,成立

|um(x) + · · ·+ un(x)| ≤ ε.

优级数判别法: ∀x ∈ I, |un(x)| ≤ Mn,级数
∑

Mn 收敛⇒
∑

un(x)一致收敛.

Abel判别法: 设
∑

un(x)在 I上一致收敛;对于固定的 x ∈ I,数列 {vn(x)}(关于 n)单调;函数列 {vn(x)}在 I上一

致有界,则函数项级数
∑

un(x)vn(x)在 I上一致收敛.

Dirichlet判别法: 如果
∑

un(x)的部分和序列在 I上一致有界,对于每个固定的 x ∈ I,数列 {vn(x)}单调,在 I上

vn(x)一致收敛到零,那么函数项级数
∑

un(x)vn(x)在 I上一致收敛.

连续性: 若函数项级数
∑

un(x)在 I上一致收敛,且每一项都连续,则其和连续. (极限与求和换序).

可积性: 若函数项级数
∑

un(x)在 I上一致收敛,且每一项都连续,则
∫ b
a
∑

un(x) dx =
∑∫ b

a un(x) dx.

可微性: 若函数项级数
∑

un(x)在 I上一点收敛,且每一项都可导,函数项级数
∑

u′n(x)在 I上一致收敛,则
d
dx
∑

un(x) =
∑ d

dx un(x).

华东师大《数学分析》第四版下册第 13章
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高等代数: 正规算子及其对角化
设 ϕ是有限维内积空间的线性变换,其伴随算子记为 ϕ∗. 如果 ϕϕ∗ = ϕ∗ϕ,则
称 ϕ是正规算子. 例: 自伴算子 (ϕ∗ = ϕ);正交变换 (酉变换) (ϕ∗ = ϕ−1)
正规矩阵: AA∗ = A∗A (A∗ .

= Ā. 共轭转置). 特列: 实的对称阵, 复的 Hermite
阵; 正交阵; 酉阵
定理 (复数域的情形): 设 V是 n维酉空间, ϕ是 V上的正规算子,则 V有一组
标准正交基,使得在这组基下, ϕ对应的矩阵是对角阵,而基向量恰是 ϕ的 n
个线性无关的特征向量. (量子力学)
推论: i) 任一酉阵都酉相似于对角阵,且每个对角元都是模长为 1的复数 (谱
集在单位圆周上). ii) 每个 Hermite阵都酉相似于实对角阵,且不同特征值对
应特征向量正交 (谱集在实轴上).
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定理 (实数域的情形): 设 V是 n维欧氏空间, ϕ是 V上的正规算子,则存在一
组标准正交基,使得 ϕ在这组基下对应的矩阵具有如下分块形式:
diag{A1, · · · ,Ar, c2r+1, · · · , cn},这里 cj (j = 2r+ 1, · · · , n)都是实数, Ai形如(

ai bi
−bi ai

)
是二阶实矩阵.

推论: i) 实对称阵正交相似于实对角阵,且不同特征值对应特征向量正交.
ii) 设 A是 n阶正交阵,则 A正交相似于上述分块矩阵,其中

c2r+1 = · · · = cs = 1, cs+1 = · · · = cn = −1,而 Ai =

(
cos θi sin θi

− sin θi cos θi

)
.

iii) 任一实斜对称阵正交相似于分块矩阵 diag{B1, · · · ,Br, 0, · · · , 0},其中

Bi =

(
0 bi

−bi 0

)
. 姚慕生: 高等代数学,复旦大学出版社, 1999. 第 9.5, 9.6节.
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泛函分析: 线性自共轭紧算子的谱理论
定理: 设 H是 (复可分)Hilbert空间, A是 H上的 自共轭的紧算子 . 设 {λn : n = 1, 2, · · · }是 A的非零特征值全

体, Pn 是 H到相应于特征值 λn 的特征子空间 (只有有限维)的投影算子, P0
.
= I−

∑
n Pn,那么 P0H必是相应于

特征值为 0的特征子空间. 这时 A的一切非零谱点都是实的特征值,只以 0为极限点,而且 A =
∑

n λnPn. 令

{e(n)k : k = 1, 2, · · · ,mn}是 PnH (n ≥ 1)的完备标准正交基,那么 Ax =
∑

n,k λn · (x, e
(n)
k )e(n)k .

例: 设 K(x, y) ∈ L2([a, b] × [a, b]),且 K(s, t) = K(t, s),那么 L2([a, b])上的有界线性算子 K: (Kf)(s) =
∫ b
a K(s, t)f(t) dt是自共轭的紧算子. 设 {λk}是 K的

全体特征值, λ0 = 0,又记 {e(k)n : n = 0, 1, 2, · · · ; k = 1, 2, · · · ,mn} (m0 可能是无限的)是 λn 对应特征子空间的完备标准正交基,则

Kf =
∑

n λn
∑mn

k=1(f, e
(n)
k )e(n)k .

概念: 伴随算子 A∗ — (Ax, y) = (x,A∗y); 自共轭: A = A∗ (一般来讲,如果 A不是在 H上都有定义 (例如无界算

子),则 D(A∗) ⊃ D(A),如果 A ⊂ A∗,称 A对称). 紧算子 —有界集映为预紧集 (闭包是紧集的集合).
线性算子的正则点: 设 X是 (复)赋范线性空间, B : D(B) ⊂ X → X是线性算子. 设 λ ∈ C,若 λI − B: D(B) → X是单的满射 (1-1对应),且逆映射
(λI− B)−1 : X → D(B) ⊂ X是连续的,则称 λ是 B的正则点. 正则点集记作 ρ(B); σ(B) = C \ ρ(B)叫作 B的谱集. 点谱σp(B)由特征值构成: λI− B不是
单射; 连续谱σc(B): λI − B单,但是不满 ((λI − B)x = f不总是有解);或者 λI − B单而且满,但逆映射 (λI − B)−1 不连续,即 (λI − B)x = f的解 x不连续
依赖于 f. (由逆算子定理,如果 D(B) = X,则最后一种情形不出现.)
参考: 夏道行,吴卓人,严绍宗,舒五昌: 实变函数论与泛函分析,下册 (第二版修订本),高等教育出版社, 2010. 6.9节, p. 342; p. 180, p. 205 (紧算子谱的
Riesz-Schauder理论)
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PDE:紧集上 Dirichlet-Laplace算子的谱

定理: 设 Ω ⊂ Rn是有界开集,对特征值问题: 在 Ω内 −∆w = λw,在 ∂Ω上
w = 0,成立如下结论:
特征值 λ都是实数.
将特征值按重数记作 Σ = {λk}∞k=1,则 0 < λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · · ,且 limk→∞ λk = +∞.
记 λk对应的特征函数为 wk,则 {wk}构成 L2(Ω)的一组完备的标准正交基,且 {wk/

√
λk}是

H1
0(Ω)中完备的标准正交基.
如果 ∂Ω ∈ C∞,则 wk ∈ C∞(Ω̄).
第一特征值 λ1是单重的,而且在 Ω内对应特征函数不变号 (w1 > 0).
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证明概要:
1. 由 Rellich-Kondrachov紧嵌入定理 [1, p.288],恒同映射 i : H1

0(Ω) ↪→ L2(Ω)是紧线性算子;又通过求弱解

u ∈ H1
0(Ω)使得 −∆u = f确定了有界线性算子 L = (−∆)−1 : L2(Ω) → H1

0(Ω), f 1→ u (第十一讲),于是

S = i ◦ L : L2(Ω) → L2(Ω)是有界的紧的线性算子.

2. 证明 S是自共轭算子. 由于 D(S) = L2,只需证明 S = S∗,即 ∀f, g ∈ L2,成立 (Sf, g) = (f, Sg). 回顾齐次

Dirichlet问题−∆u = f的弱解 u ∈ H1
0(Ω)的定义: (∇u,∇w) = (f,w), ∀w ∈ H1

0(Ω),这里 u = Sf. 记 v = Sg,那么

(∇v,∇w′) = (g,w′), ∀w′ ∈ H1
0(Ω). 于是

(Sf, g) = (u, g) = (g, u) −−−→
w′=u

= (∇v,∇u) = (∇u,∇v) −−→
w=v

= (f, v) = (f, Sg).所以由泛函分析结论, S的谱除了

0都是特征值,且特征值以 0为极限点. 设 Swk = µkwk,则对应 λk = 1/µk,故 λk → ∞.

3. 正定性. 由上面计算,只要 f 3= 0,则 u = Sf 3= 0,从而 (Sf, f) = (∇u,∇u) > 0. 故所有特征值 µk > 0, 0不是 S

的特征值 (0是谱点!).

4. 其他性质: λ1 单以及 w1 > 0,以及 wk 的光滑性,参见 [1].

参考: [1] L. C. Evans. Partial Differential Equations, 2ed. AMS, 2010. 第 6.5节, p.356. 对更一般情形的推广,见其参考文献.
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Galerkine方法
求弱解 u ∈ H1

0(Ω)使得 −∆u = f,其中 f ∈ L2(Ω). 弱解定义: 记
B[u, v] = (Du,Dv)L2 =

∫
ΩDu(x) ·Dv(x) dx,则 B[u, v] = F(v) .

= (f, v), ∀v ∈ H1
0(Ω).

取定 H1
0(Ω)的一组基 {wk}∞k=1,记子空间 Sk

.
= span{w1, · · · ,wk}. (推广: 任一可

分 Hilbert空间,例如 H1(Rn),都有可列基底. 未必需要正交. ) 注意
∪∞
k=1Sk = H1

0(Ω).
构造近似解—在 Sk上求解线性代数方程组: B[uk,wj] = F(wj), j = 1, · · · , k. 其
中 uk =

∑k
i=1 ciwi⇒

∑k
i=1 B[wi,wj]ci = F(wj). 如果取 {wk}为标准正交基,可解

得 cj = F(wj). 一般情形,可以说明矩阵 (bij)对称正定,其中 bij = B[wi,wj] (注
意到

∑
i,j bijξiξj = B[

∑
i ξiwi,

∑
j ξjwj] ≥ 0,且 = 0 ⇒

∑
i ξiwi = 0 ⇒ ξi = 0, ∀i,

用到 Poincaré不等式). 所以近似解 uk存在.
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一致估计 (能量积分): B[uk,wj] = F(wj)(j = 1, · · · , k) ⇒ B[uk, uk] = F(uk) ⇒
‖uk‖H1

0
≤ ‖f‖L2(Ω)

Hilbert空间中有界点列必有子列弱收敛−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
泛函分析中序列弱收敛的概念

{uk}存在子列ukl ⇀ ū ∈ H1
0. 由

弱收敛定义, B[ukl,wj]︸ ︷︷ ︸
→B[ū,wj](kl→∞)

= F(wj)(固定 j = 1, 2, · · · ) ⇒ B[ū,wj] = F(wj), ∀j ⇒

B[ū, v] = F(v), ∀v ∈ H1
0. 这就证明了弱解存在性.
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ODE两点边值问题: Sturm-Liouville定理
定理: 设 q(t), r(t) ∈ C([a, b]), p(t) ∈ C1([a, b]),且
∀t ∈ [a, b], p(t) > 0, q(t) ≥ 0, r(t) > 0. 又假定 αi ≥ 0, βi ≥ 0满足
α2i + β2i *= 0, i = 1, 2.考虑边值问题






−(p(t)x′(t))′ + q(t)x(t) = λr(t)x(t), t ∈ [a, b],

α1x(a)− β1x′(a) = 0,

α2x(b) + β2x′(b) = 0,

有如下结论:
所有特征值 λ都是非负实数, λ0 = 0当且仅当 q ≡ 0,而且边界条件中 α1 = 0,α2 = 0;
特征值 λk有可列个 (k = 0, 1, · · · ),关于 k严格递增,且 λk → +∞ (k → ∞);
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每个特征值 λk对应一个特征函数 xk(t),且不同特征值对应的特征函数关于加
权 r的 L2空间 L2r ([a, b])正交:

∫ b
a xk(t)xm(t)r(t) dt = A2kδkm. 通常取

Ak = 1, k = 0, 1, · · · ;

关于特征函数列 {xk(t)}∞k=0展开的一致收敛: 设 f ∈ C1([a, b])且分段二阶可导,
满足边界条件,那么 f(t) =

∑∞
k=0 fkxk(t) (♣)对 t ∈ [a, b],一致绝对收敛到 f(t),

其中系数 fk = 1
A2k

∫ b
a f(t)xk(t)r(t) dt;

平均收敛: 若 f(t) ∈ L2r ([a, b]),则级数 (♣)在 L2r ([a, b])中收敛,且
∫ b
a |f(t)|2r(t) dt =

∑∞
k=0 A2k|fk|2.

注意: 对周期边界条件,区别在于一个非零特征值对应两个互相正交的特征函数. 证明请参考—姜礼尚,孔德兴,

陈志浩: 应用偏微分方程讲义,高等教育出版社, 2008. 第三章,第二节.
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氢原子的能级和稳态 Schrödinger算子的特征值

记号: c -光速; λ -波长; ν -频率; R = 1.09677581× 107m−1 - Rydberg常数;
h - Plank常数; ! = h/2π; e -电荷; m -电子质量; i =

√
−1

1885年: Balmer氢原子光谱波数的实验数据所得公式: n = 3, 4, 5 . . . ,

1
λ
=
ν

c
= R

(
1
22

− 1
n2

)
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1913年: Bohr量子论假设
定态: 原子能够,而且只能够稳定地存在于一列分立的能量 E1,E2, . . .相对应的状态;
跃迁: 原子可通过吸收或发出频率为 ν 的光子从定态 En跃迁到定态 Em. 设 En > Em,则发
出的光子的频率满足 hν = En − Em

⇒Bohr公式: 能级 En = − 2π2me4
h2 · 1

n2 (由此解释 Balmer公式: R = 2π2me4
h3c 与实验值相符)

1926年: Schrödinger方程 i! ∂
∂t
ψ(x, t) =

[
− !2
2m

∆+ V(x)
]
ψ(x, t)

能量 =动能 +势能: E = |p|2
2m + V(r). (p: 粒子的动量)

量子化: E → i! ∂
∂t , p → −i!∇.
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i! ∂
∂t
ψ(x, t) =

[
−

!2

2m
∆+ V(x)

]
ψ(x, t)

ψ : R3 × R → C - 波函数 (概率密度函数:
∫
R3 |ψ(x, t)|2 dx = 1)

在 U ⊂ R3中发现电子的概率:
∫
U |ψ(x, t)|2 dx; 电子的平均 (期望)位置

x̄ =
∫
R3 x|ψ(x, t)|2 dx

V(x) = − e2
|x| : 位于原点的氢原子核的势阱 (Columb定律: F = −e2 x

|x|3 , −∇V = F.)

球坐标: 记 r = |x|,作尺度变换 (重新选取量纲或单位制)使得

e = m = ! = 1 ⇒ iψt = −1
2
∆ψ − 1

r
ψ
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分离变量:

ψ(x, t) = T(t)v(x) ⇒ 2iT′T =
−∆v− 2

r v
v (= λ) ⇒





T(t) = e−

i
2λt, (⇒ λ ∈ R)

−∆v− 2
r v = λv.

注意: 要成立
∫
R3 |v(x)|2 dx < ∞.

特征值问题

−∆v− 2
r
v = λv v(x)=R(r)−−−−−→

球对称解

−Rrr −
2
r
Rr −

2
r
R = λR, r > 0 ,

∫ ∞

0
|R(r)|2r2 dr < ∞,R(0)有限.
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特点: 不是紧集上特征值问题,但可利用势阱得到某种有界性: λ ≥ 0: 连续谱;

λ < 0: 束缚态 (寻找点谱)

λ < 0: 束缚态情形
关键点: 基态的确定 (r → +∞时得到近似方程 Rrr = −λR ⇒ R(r) = e−βr, β .

=
√
−λ)

令 w(r) .
= eβrR(r) ⇒ 1

2
rw′′ + (1− βr)w′ + (1− β)w = 0

幂级数求解: 设 w(r) =
∑∞

k=0 akr
k,代入上述方程,对比系数⇒系数迭代关系

k(k+ 1)
2

ak = (βk− 1)ak−1 , k = 1, 2, . . .
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k(k+ 1)
2

ak = (βk− 1)ak−1, k = 1, 2, . . . λ = −β2, R(r) = e−βrw(r)

∃k ∈ N使得 β = 1
k ⇒ ak = ak+1 = ak+2 = · · · = 0, w = wk(r)是多项式: 即定态

对应特征值 (能级)为 λ = − 1
k2 , v(x) = w(|x|)e−

|x|
k

k λ w(r) v(x)
1 −1 1 e−r

2 −1
4 1− 1

2r e−
r
2 (1− 1

2r)
3 −1

9 1− 2
3r+

2
27r

2 e−
r
3
(
1− 2

3r+
2
27r

2)

β *= 1
k , ∀k ∈ N: k(k+1)

2 ak = (βk− 1)ak−1
k充分大时−−−−−→ k2

2 ak ∼ βkak−1 ⇒ ak ∼
2β
k ak−1 ⇒ w(r) ∼ e2βr ⇒ R(r) ∼ e2βre−βr = eβr,不符合积分有限性
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注:

对氢原子完整求解关于时间周期的空间分离变量的解,有主量子数
n = 1, 2, · · · (能级),角动量量子数 l = 0, 1, · · · , n− 1,磁量子数
m = 0,±1, · · · ,±l;故能级 λn的简并度是

∑n−1
l=0 (2l+ 1) = n2,即它有 n2个独

立的特征函数.

数学: 合流超几何函数 (confluent hypergeometric function) F(α, γ, z),它是复平
面上 ODE: zu′′ + (γ − z)u′ − αu = 0的解;特解: Laguerre多项式
Ln(z) = ez dndzn (e

−zzn).
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图片来源: 天津大学 “无机化学”(慕课)
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常微分方程的幂级数解法

例: 解方程 y′′ − xy = 0.

解: 1. 设未知函数 y具有形式 y =
∑∞

k=0 akxk = a0 + a1x+ a2x2 + · · ·+ anxn + · · · ,
形式上求导,得到 y′′ =

∑∞
k=2 k(k− 1)akxk−2 =

∑∞
k=0(k+ 1)(k+ 2)ak+2xk,而

xy =
∑∞

k=0 akxk+1 =
∑∞

k=1 ak−1xk,从而若 y满足微分方程,就有
2a2 +

∑∞
k=1(k+ 1)(k+ 2)ak+2xk −

∑∞
k=1 ak−1xk = 0.由幂级数的加法,应当成立

2a2 +
∑∞

k=1((k+ 1)(k+ 2)ak+2 − ak−1)xk ≡ 0.由幂级数的唯一性,系数全部是零:
a2 = 0, ak+2 = ak−1

(k+1)(k+2) , k = 1, 2, · · · ,由此,知道 ak−1,就可以确定 ak+2. 所
以知道了 a0, a1, a2,就可以算出所有的系数了:
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a3k =
a3k

3k(3k− 1)
=

1 · 4 · 7 · · · (3k− 2)
(3k)!

a0,

a3k+1 =
a3k−2

3k(3k+ 1)
=

2 · 5 · 8 · · · (3k− 1)
(3k+ 1)!

a1, a3k+2 = 0.

任意给定 a0, a1 (也就是 y(0)和 y′(0),即初值条件),可以把解写为: y = a0y1 + a1y2,
其中

y1 = 1+
∞∑

k=1

1 · 4 · 7 · · · (3k− 2)
(3k)!

x3k, y2 = x+
∞∑

k=1

2 · 5 · 8 · · · (3k− 1)
(3k+ 1)!

x3k+1

是两个特解.
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2. 上述计算只是给出了形式上的幂级数解,至于它们是否收敛,即是否是真正的
函数,还需要判别. 用比值判别法,看 y1中两个相邻项系数的比:

1·4·7···(3k−2)(3k+1)
(3k+3)!

1·4·7···(3k−2)
(3k)!

=
(3k+ 1)

(3k+ 3)(3k+ 2)(3k+ 1)
=

1
(3k+ 2)(3k+ 3)

,

它随着 k → ∞的极限是零. 故该幂级数的收敛区间是整个实数轴. 类似的,可以
判定 y2对于任意 x ∈ R也都收敛.
3. 最后,由于收敛的幂级数可以逐项求导,还可以相加,收敛范围不改变,所以前
面的计算过程是合法的. 这就验证了上述 y确实是解.
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习题 1. (1)求超几何函数

F(α,β, γ; z) .
= 1+

∞∑

n=1

α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)β(β + 1) · · · (β + n− 1)
n!γ(γ + 1) · · · (γ + n− 1)

zn

的收敛半径. 这里参数 γ 不取零和负的整数.

(2)证明: 超几何函数 y = F(α,β, γ; x)是如下微分方程的解:

x(1− x)y′′ + [γ − (α+ β + 1)x]y′ − αβy = 0,

这里 α,β, γ 是参数, x是自变量.
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习题 2. 考虑角形区域 G = {(r cos θ, r sin θ) : r > 0, 0 < θ < ω},其中 ω ∈ (0, 2π)代表角的大小. 当 kπ/ω不是整

数时,定义 uk = rkπ/ω sin(kπθ/ω),当 kπ/ω是整数时,定义 uk = rkπ/ω
(
(ln r) sin(kπθ/ω) + θ cos(kπθ/ω)

)
.

i)证明: uk 都是 G上调和函数,写出它们满足的齐次边界条件. 这些特解在 Ḡ上光滑吗? 这说明了什么问题? 这些特

解是如何得到的?

ii)设 Ω = G ∩ BR(O),在弧 {r = R}上给定非齐次 Dirichlet条件,在 ∂G上给定齐次 Dirichlet条件,求 Ω上该 Laplace

方程的 Dirichlet问题的解.

iii)求解如下问题: ∆u = 0,在 G内; ∂u
∂n = 0,在 r = 0, r = ω上; u(R, θ) = g(θ), 0 ≤ θ ≤ ω.

iv)求解如下问题: ∆u = 0,在 G内; u = 0,在 r = 0上; ∂u
∂n = 0,在 r = ω上; u(R, θ) = g(θ), 0 ≤ θ ≤ ω.

注: 有关非光滑区域上椭圆型方程边值问题,参考: Grisvard, P. Elliptic problems in nonsmooth domains. Monographs and

Studies in Mathematics, 24. Pitman (Advanced Publishing Program), Boston, MA, 1985.

思考总结: 分离变量法的关键是找到贴合区域边界曲线 (面)的正交曲线网坐标系,给出该坐标系下的定解问题,对各

个变量按恰当的顺序依次分离 (需某些边界条件齐次),确定低维的定解问题,求解特征值和特征函数 (出现多种多样

的特殊函数). 最后通过分离变量特解的组合和极限使得解满足其余的非齐次边界条件 (用到特征函数系的正交性和

完备性).

几何问题: 各类正交曲线坐标系的构造 (复变函数理论等).
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习题 3. 设 q(t), r(t) ∈ C([a, b]), p(t) ∈ C1([a, b]),且
∀t ∈ [a, b], p(t) > 0, q(t) ≥ 0, r(t) > 0. 又假定 αi ≥ 0, βi ≥ 0满足
α2i + β2i *= 0, i = 1, 2.考虑作用在满足边界条件 α1x(a)− β1x′(a) = 0和
α2x(b) + β2x′(b) = 0的 C2([a, b]) ∩ L2r ([a, b])类函数 D(L)上的微分算子
Lx .

= − 1
r(t)(p(t)x

′(t))′ + q(t)
r(t) x(t). 证明 L是对称算子: (Lf, g) = (f, Lg), ∀f, g ∈ D(L).

这里 (f, g) =
∫ b
a f(t)g(t)r(t) dt,而 L2r ([a, b])是由满足

∫ b
a |f(t)|2r(t) dt < +∞的函数

组成的 Banach空间.
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

科学是实事求是的学问,越是有学问的人,就越是敢暴露自己,说自己这点不清楚,不清楚经过讨论

就清楚了.

—华罗庚 (1910年 11月 12日—1985年 6月 12日)

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hua/
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学习要点

熟练掌握用分离变量法求解初边值问题形式解的方法

熟练掌握齐次化原理以及边界条件的齐次化

熟练掌握能量积分方法和基本的不等式放缩技巧

对函数项级数形式的解,会证明它是经典解 (函数项级数一致收敛的判别和逐
项求导)
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热传导方程初边值问题求解的基本思路—叠加原理

典型问题: 设 Ω ⊂ Rn是有光滑边界的有界区域, ν(x)是 x ∈ ∂Ω处的外单位法

向, b, c ∈ R不同时为零, (♣)






ut(x, t)− a2∆u(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω̄,

b ∂u∂ν (x, t) + cu(x, t) = µ(x, t), x ∈ ∂Ω, t > 0.

经典解的初边值相容性条件 : 在 ∂Ω× {t = 0}上,
一阶相容性条件: b∂φ

∂ν (x) + cφ(x) = µ(x, 0)才能保证解连续;
二阶相容性条件: 将边界条件关于 t求导,再利用方程⇒
µt(x, 0) = ca2∆φ(x) + cf(x, 0) + ba2 ∂

∂ν∆φ(x) + b ∂
∂ν f(x, 0), x ∈ ∂Ω才能保证

u(x, t) ∈ C2,1
x,t (Ω× [0,∞)).
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边界条件齐次化: 设存在 C2,1
x,t (Ω× [0,∞))中函数 B(x, t)使得

b∂B∂ν (x, t) + cB(x, t) = µ(x, t), ∀x ∈ ∂Ω, t > 0 −−−−→
u→u−B

转化为 (♣)中 µ ≡ 0情形.

分离变量法求解带齐次边界条件的齐次方程的初边值问题:




vt(x, t)− a2∆v(x, t) = 0, x ∈ Ω, t > 0,

v(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω̄,

b ∂v∂ν (x, t) + cv(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.
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齐次化原理
带齐次边界条件和齐次初值条件的非齐次方程的初边值问题:

($)






wt(x, t)− a2∆w(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0,

w(x, 0) = 0, x ∈ Ω̄,

b∂w∂ν (x, t) + cw(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.
齐次化原理: 求解带参数 τ ≥ 0的初边值问题




wt(x, t; τ)− a2∆w(x, t; τ) = 0, x ∈ Ω, t > τ,

w(x, τ ; τ) = f(x, τ), x ∈ Ω̄,

b∂w∂ν (x, t; τ) + cw(x, t; τ) = 0, x ∈ ∂Ω, t > τ

得到解 w(x, t; τ),则 w(x, t) .
=

∫ t
0 w(x, t; τ) dτ 是 ($)的解. (假设 w(x, t; τ)光滑,用含参积分求导验证.)
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解初边值问题的关键—分离变量法求解




vt(x, t)− a2∆v(x, t) = 0, x ∈ Ω, t > 0,

v(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω̄,

b ∂v∂ν (x, t) + cv(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

类比: 解 ODE的线性算子半群方法,此处对应稠定无界闭算子. 联系—矩阵
的指数函数,有界线性算子的指数函数, Hill-Yosida定理 (Evans, PDE, §7.4)
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分离变量法求解初边值问题的基本思路

分离变量法求解 (!)






vt(x, t)− a2∆v(x, t) = 0, x ∈ Ω, t > 0,

v(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω̄,

b ∂v∂ν (x, t) + cv(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

设分离变量的特解 u(x, t) = X(x)T(t)满足方程和边界条件,代入
(!) ⇒ T′(t)

a2T(t) =
∆X(x)
X(x) = −λ ∈ R, [b∂X∂ν (x) + cX(x)]T(t) = 0 ⇒

椭圆型方程的特征值问题 (♥): 在 Ω内 ∆X(x) + λX(x) = 0,在 ∂Ω上 b∂X
∂ν (x) + cX(x) = 0.

ODE初值问题: T′(t) + λa2T(t) = 0, t > 0 ⇒ T(t) = e−λa2tT(0).
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特征值理论⇒ ∃{λk}∞k=0是递增的特征值,对应特征函数为 {Xk(x)},构成
L2(Ω)的标准正交基⇒ (!)的形式解为 u(x, t) =

∑∞
k=0 Ake−a2λktXk(x).

利用初始条件 φ(x) =
∑∞

k=0 AkXk(x)⇒ Ak = (φ,Xk) =
∫
Ω φ(y)Xk(y) dy.

(!)的形式解为 u(x, t) =
∫
ΩG(x, y, t)φ(y) dy,其中

G(x, y, t) .
=

∑∞
k=0 e−a2λktXk(x)Xk(y).

注: 如果上述级数确实收敛,且 λ0 > 0,则解关于时间指数衰减.
习题. 用能量积分方法或极值原理证明: 对问题 (♥),当 bc > 0或 b = 0时,特
征值 λk全部大于零; c = 0时 λ0 = 0,而其它特征值都大于零.
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例:






ut − a2uxx = 0, x ∈ (0, l), t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l],

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0.

−X′′ = λkX,X(0) = X(l) = 0 ⇒ λk =
( kπ

l
)2

,Xk(x) = sin
√
λkx, k = 1, 2, · · ·

形式解 (†): u(x, t) =
∑∞

k=1 Ak exp
{
−
( kaπ

l
)2 t

}
sin kπ

l x,

Ak
.
= 2

l
∫ l
0 φ(x) sin

kπ
l x dx, k = 1, 2, . . .
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解的验证
一致收敛性: 设 φ ∈ L1([0, l]),则 ∀τ > 0,对任意非负整数 m, n,对级数 (†)逐项求导 ∂m

x ∂
n
t ,

得到级数
∑∞

k=1 Ak
( kπ

l
)m

(−1)n
( kaπ

l
)2n

exp
{
−
( kaπ

l
)2 t

}
sin

( kπ
l x+

mπ
2
)
,它在[0, l]× [τ,∞]

上一致收敛.
优级数判别法: ∣∣∣∣∣Ak

(
kπ
l

)m (
−kaπ

l

)2n
∣∣∣∣∣ ≤ Ca,l ‖φ‖L1 k

m+2n,

| sin
(
kπ
l
x+

mπ
2

)
| ≤ 1,

∣∣∣∣∣exp
{
−
(
kaπ
l

)2

t

}∣∣∣∣∣ ≤ exp

{
−
(
kaπ
l

)2

τ

}
≤ Ca,l,τ

k2+m+2n

⇒优级数 Ca,l,τ ‖φ‖L1
∑∞

k=1
1
k2 .
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推论
级数 (†)一致收敛⇒ u(x, t)有定义, 且 u(x, t) ∈ C([0, l]× (0,∞))

u(x, t)满足边界条件 (极限 x → 0, l可以与级数换序)

函数项级数的逐项求导定理⇒ u(x, t) ∈ C∞([0, l]× (0,∞)),且点点满足方程

注意: 解的光滑性体现了热传导/扩散的正则化效应⇒扩散过程对时间的不
可逆性
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初边值问题






ut − a2uxx = 0, x ∈ (0, l), t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ [0, l],

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0.

形式解 (†): u(x, t) =
∑∞

k=1 Ak exp
{
−
( kaπ

l
)2 t

}
sin kπ

l x,

Ak
.
= 2

l
∫ l
0 φ(x)(sin

kπ
l x) dx, k = 1, 2, . . .

设 φ(x) ∈ Cα([0, l]) (0 < α < 1)且满足相容性条件: φ(0) = φ(l) = 0.
目标: 要证明级数 (†)在 [0, l]× [0,∞)上一致收敛 (从而满足初值条件).
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Abel判别法: 设函数项级数
∑∞

k=1 ak(y)在集 Y上一致收敛,对每个固定的
y ∈ Y,数列 {bk(y)}单调,而且函数列 {bk(y)}一致有界,则函数项级数
∑∞

k=1 ak(y)bk(y)在 Y上一致收敛.

应用 Abel判别法: 取 y = (x, t), Y = [0, l]× [0,∞),则 Cα函数 φ的 Fourier级数
∑∞

k=1 Ak sin
kπ
l x在 Y上一致收敛,而 exp

{
−
( kaπ

l
)2 t

}
对固定的 t ≥ 0,关于 k单

调不增,且在 Y上有一致的上界 1和下界 0⇒ (†)在 Y上一致收敛
⇒ u(x, t) ∈ C(Ȳ),且 limt→0+ u(x, t) =

∑∞
k=1 Ak sin

kπ
l x = φ(x)

思考题: (1) 如果初值仅满足 φ(x) ∈ C([0, l])及 φ(0) = φ(l) = 0,如何证明
limt→0+ u(x, t) = φ(x)?
(2)如果初值 φ(x) ∈ L1([0, l]),如何理解初值条件?
注: 更精细的 Fourier分析方法,求和法, Good Kernel等.
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解的唯一性与稳定性: 能量积分方法

典型问题: 设 Ω ⊂ Rn是有光滑边界的有界区域, ν(x)是 x ∈ ∂Ω的外单位法向,
b, c ∈ R+且不同时为零,

(♣)






ut(x, t)− a2∆u(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω̄,

b ∂u∂ν (x, t) + cu(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

定理: 设 u(x, t)是 (♣)的经典解,那么对任意的 T > 0,成立如下不等式

sup
0≤t≤T

∫

Ω
|u(x, t)|2 dx+ 2a2

∫ T

0

∫

Ω
|Du(x, t)|2 dxdt+ 2a2e(T) (1)

≤2(1+ eT)
[∫

Ω
|φ(x)|2 dx+

∫ T

0

∫

Ω
|f(x, t)|2 dxdt

]
,

其中 e(t) .
=






c
b
∫ T
0
∫
∂Ω |u(x, t)|2 dσ(x)dt, 若 b > 0,

0, 若 b = 0.

引入函数空间 C([0, T]; L2(Ω)), L2(0, T;H1(Ω)), L2(0, T; L2(∂Ω))等,在这些空间
交集中的解具有唯一性和稳定性.
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

估计 +分离变量法⇒解的存在性 (Galerkine方法,可用于一般的二阶抛物型
方程.) 参考: Evans, Lawrence C. Partial differential equations. Second edition.
Graduate Studies in Mathematics, 19. American Mathematical Society,
Providence, RI, 2010. [第七章第 1节]
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

解的唯一性与稳定性: 能量积分方法

证明能量估计式的思路
在方程两边乘以适当函数,写为散度形式 (称为附加守恒律方程,或熵–熵流对方程);
在区域上积分,用散度定理;边界项用边界条件控制或化为正定的项;区域内部找到正定项
(能量);方程右端与解有关的项用基本不等式分离,被左边吃掉,或者被其导数控制
(Gronwall不等式);
得到关于能量积分泛函的 ODE;求解 ODE (或用 Gronwall不等式),得到估计式

常用的不等式
Cauchy不等式: ab ≤ εa2 + b2

4ε , (a, b > 0, ε > 0)
证明: 用基本不等式.

Gronwall不等式: 微分形式,积分形式

袁海荣 偏微分方程 2022年 12月 1日 18 / 27



叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

Gronwall不等式

微分形式: 设 η(·)是 [0, T]上非负的绝对连续函数,几乎处处成立微分不等式
η′(t) ≤ φ(t)η(t) + ψ(t),其中 φ(t),ψ(t)是 [0, T]上的非负的可积函数. 那么

η(t) ≤ e
∫ t
0 φ(s) ds

[
η(0) +

∫ t

0
ψ(s) ds

]
.

特别地,如果在 [0, T]上 η′ ≤ φη且 η(0) = 0,则 η(t) ≡ 0, ∀t ∈ [0, T].

证明. 由条件知
d
ds

(
η(s)e−

∫ s
0 φ(r) dr

)
= e−

∫ s
0 φ(r) dr(η′(s)− φ(s)η(s)) ≤ e−

∫ s
0 φ(r) drψ(s),积分就得到

η(t)e−
∫ t
0 φ(r) dr ≤ η(0) +

∫ t
0 e

−
∫ s
0 φ(r) drψ(s) ds ≤ η(0) +

∫ t
0 ψ(s) ds.
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

积分形式: 设 ξ(t)是 [0, T]上非负的可积函数,且存在常数 C1,C2 > 0使得对
几乎所有 t ∈ [0, T],成立

(") ξ(t) ≤ C1

∫ t

0
ξ(s) ds+ C2,

那么对 a.e. t ∈ [0, T],成立

ξ(t) ≤ C2(1+ C1teC1t) .

特别地,如果 ξ(t) ≤ C1
∫ t
0 ξ(s) ds,则 ξ(t) ≡ 0.

证明. 置 η(t) =
∫ t
0 ξ(s) ds,则 η′ ≤ C1η + C2,用微分形式的 Gronwall不等式⇒

η(t) ≤ eC1t(η(0) +C2t) = C2teC1t −−−−−−→
用条件 (!)

ξ(t) ≤ C1η(t) +C2 ≤ C2(1+C1teC1t).

要点: 结合初值,用导数就可以控制函数本身.
参考: Evans, Lawrence C. Partial differential equations. Second edition. Graduate Studies in Mathematics, 19. American Mathematical Society, Providence, RI, 2010.
[p.711]
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

能量估计的推导
典型问题: 设 Ω ⊂ Rn是有光滑边界的有界区域, ν(x)是 x ∈ ∂Ω的外单位法向,
b, c ∈ R+且不同时为零, (注意: c/b ≥ 0的要求符合物理情景,见第五、六讲对
Robin条件物理背景的介绍)

(♣)






ut(x, t)− a2∆u(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω̄,

b ∂u∂ν (x, t) + cu(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

e(T) .
=






c
b
∫ T
0
∫
∂Ω |u(x, t)|2 dσ(x)dt, b > 0,

0, b = 0.

袁海荣 偏微分方程 2022年 12月 1日 21 / 27



叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

定理: 设 u(x, t)是 (♣)的经典解,那么对任意 T > 0,成立如下不等式

sup
0≤t≤T

∫

Ω
|u(x, t)|2 dx+ 2a2

∫ T

0

∫

Ω
|Du(x, t)|2 dxdt+ 2a2e(T)

≤2(1+ eT)
[∫

Ω
|φ(x)|2 dx+

∫ T

0

∫

Ω
|f(x, t)|2 dxdt

]
.

第一步 (乘子 u,写为散度形): 利用 u∆u = udiv(Du) = div(uDu)− |Du|2 ⇒
1
2
d
dtu(x, t)

2 − a2div(u(x, t)Du(x, t)) + a2|Du(x, t)|2 = f(x, t)u(x, t)
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

第二步 (在 Ω× [0, t]积分): ⇒ 1
2
∫
Ω |u(x, t)|2 dx− 1

2
∫
Ω |φ(x)|2 dx+

a2
∫ t
0
∫
Ω |Du(x, s)|2 dxds− a2

∫ t

0

∫

∂Ω
u(x, τ)

∂u
∂ν

(x, τ) dσ(x)dτ
︸ ︷︷ ︸

=−e(t)=− c
b

∫ t
0
∫
∂Ω |u(x,τ)|2 dσ(x)dτ

=

∫ t
0
∫
Ω u(x, τ)f(x, τ) dxdτ ≤ 1

2

(∫ t
0
∫
Ω |u(x, τ)|2 dxdτ +

∫ t
0
∫
Ω |f(x, τ)|2 dxdτ

)
⇒

∫

Ω
|u(x, t)|2 dx

︸ ︷︷ ︸
=E′(t)

+ 2a2
∫ t

0

∫

Ω
|Du(x, s)|2 dxds+ 2a2e(t)

︸ ︷︷ ︸
≥0

≤
∫ t

0

∫

Ω
|u(x, τ)|2 dxdτ

︸ ︷︷ ︸
.
=E(t)

+

∫

Ω
|φ(x)|2 dx+

∫ t

0

∫

Ω
|f(x, τ)|2 dxdτ

︸ ︷︷ ︸
.
=F(t)

(†)
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

第三步 (对下划线项的估计): E′(t) ≤ E(t) + F(t),E(0) = 0
⇒ E(t) ≤

∫ t
0 F(s)e

t−s ds −−−−−−−−−−−→
F(s)关于 s单调不减

≤ F(t)et ⇒ (†)左边

≤ (1+ et)F(t) ≤ (1+ eT)F(T), ∀t ∈ [0, T]

第四步 (一致估计): sup0≤t≤T
∫
Ω |u(x, t)|2 dx ≤ (1+ eT)F(T);

2a2
∫ T
0
∫
Ω |Du(x, s)|2 dxds+ 2a2e(T) ≤ (1+ eT)F(T). 相加后得到结论.
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

倒向热方程 Dirichlet初边值问题解的唯一性

定理: 设 Ω ⊂ Rn 是有界光滑区域, T > 0, u是如下问题的经典解: 在 Ω× [0, T]内 ut −∆u = 0;在 ∂Ω× [0, T]

上 u = 0; u(x, T) = 0, ∀x ∈ Ω. 证明: 在 Ω× [0, T]内 u ≡ 0.

证明: 1. 置 e(t) =
∫
Ω u(x, t)2 dx,其中 0 ≤ t ≤ T. 那么 ė(t) = −2

∫
Ω |Du(x, t)|2 dx,

ë(t) = −4
∫
Ω Du · Dut dx = 4

∫
Ω(∆u)ut dx = 4

∫
Ω(∆u)2 dx. 再用 u满足的齐次 Dirichlet条件和 Green公式,成立

∫
Ω |Du|2 dx = −

∫
Ω u∆u dx ≤

(∫
Ω u2 dx

) 1
2
(∫

Ω |∆u|2 dx
) 1

2 . 于是得到

ė(t)2 = 4
(∫

Ω |Du|2 dx
)2 ≤

(∫
Ω u2 dx

) (
4
∫
Ω |∆u|2 dx

)
= e(t)ë(t). 这就证明了 ∀t ∈ [0, T],成立 ė(t)2 ≤ e(t)ë(t).

2. 如果 ∀t ∈ [0, T],成立 e(t) = 0,则结论成立. 反之,如果存在区间 [t1, t2] ⊂ [0, T]使得 e(t) > 0, ∀t1 ≤ t < t2,且

e(t2) = 0,下面来推出矛盾. 注意 e(T) = 0,所以假设 e(t2) = 0合理. 3. 置 f(t) = ln e(t), (t1 ≤ t < t2),则

f̈(t) = ë(t)
e(t) −

ė(t)2

e(t)2 ≥ 0. 于是 f在区间 [t1, t2)中是凸函数. 从而,对任意的 0 < τ < 1, t1 < t < t2,有

f((1− τ)t1 + τ t) ≤ (1− τ)f(t1) + τ f(t). 两边取指数,就有 e((1− τ)t1 + τ t) ≤ e(t1)1−τ e(t)τ . 令 t → t2,就得到对

0 < τ < 1,成立 0 ≤ e((1− τ)t1 + τ t2) ≤ e(t1)1−τ e(t2)τ = 0. 注意这里 τ ∈ (0, 1)是任意的,就得到 e(t) = 0,

∀t ∈ [t1, t2],与前面假设矛盾!
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

习题 1. 对 R3中的 Schrödinger方程 i ∂ψ
∂t +∆ψ− V(x)ψ = 0,假设解 (波函数)ψ(x, t) ∈ C充分光滑且在无穷远处快

速衰减到零,而 V是有界的实值函数. 记 ψ̄为 ψ的共轭.

(1)证明如下概率流守恒定律: 记 w(x, t) = |ψ(x, t)|2, J = −i(ψ̄Dψ − ψDψ̄),则成立 ∂w
∂t + divJ = 0;

(2) 证明
∫
R3 w(x, t) dx是个与时间 t无关的常数.

习题 2. 设 Ω ⊂ Rn 是有光滑边界的有界区域, ν(x)是 x ∈ ∂Ω的外单位法向. 请试对如下一般二阶抛物型方程的余

法向 (co-normal)初边值问题建立其经典解 u = u(x, t)的能量积分估计:

(♣)






∂
∂t u−

∑n
i,j=1

∂
∂xi

(
aij(x, t) ∂∂xj u

)
+

∑n
i=1 bi(x, t)

∂
∂xi

u+ c(x, t)u = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω̄,
∑n

i,j=1

(
aij(x, t) ∂u∂xj νi(x, t)

)
+ β(x, t)u = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

这里 β(x, t) ≥ 0,存在 λ > 0使得 ∀x ∈ Ω, t > 0, ξ ∈ Rn,
∑n

i,j=1 aij(x, t)ξiξj ≥ λ|ξ|2,而所有系数函数
aij(x, t), bi(x, t), c(x, t)和 β(x, t)都是有界函数. 对自由项 f和 φ,请根据你得到的估计式,说明它们应该在什么函数空

间中?
(提示: 仍用乘子 u. 要用到 Young不等式和 Gronwall不等式.)
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叠加原理与齐次化原理 分离变量法 能量积分 例和习题 阅读和作业

阅读任务和作业

必读—郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp. 166–170; pp. 189-192]

作业— p. 169: 2, 4; p. 191,习题 5.4.5的第 1题.

最后更新: 2022-12-8
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

偏微分方程
第十五讲 热传导方程的极值原理与最大模估计

袁海荣 (华东师范大学数学科学学院)

2022年 12月 6日
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

只要研究某个问题时,能在研究过程中产生出使人感兴趣的数学,那么研究它就是值得的—即使你最

终也没有解决它. 判断一个数学问题是否是好的,其标准就是看它能否产生新的数学,而不是问题本身.

— Andrew John Wiles (1953年 4月 11日— )

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Wiles/
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

学习要点

熟练掌握热传导方程极值原理、边界点引理的结论和证明方法

熟练掌握热传导方程初边值问题解的最大模估计方法

熟练掌握热传导方程初值问题有界解的唯一性证明及最大模估计方法

注意对二阶椭圆型方程极值原理的类比和复习
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

弱极值原理
典型问题: 设 Ω ⊂ Rn是有光滑边界的有界 (开)区域, ν(x)是 x ∈ ∂Ω点的外
单位法向, b, c ∈ R不同时为零, T > 0是给定常

数 (♣)






ut(x, t)− a2∆u(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, T ≥ t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω̄,

b ∂u
∂ν (x, t) + cu(x, t) = µ(x, t), x ∈ ∂Ω, T ≥ t > 0.

抛物边界: ΓT
.
= Q0 ∪ ST (底面 +侧面) (画图! 为阅读后续论证,这几个记号务

必要熟悉. )
带盖内部: QT

.
= {(x, t) : x ∈ Ω, 0 < t≤T}

底: Q0
.
= {(x, 0) : x ∈ Ω̄}

侧边: ST
.
= {(x, t) : x ∈ ∂Ω, 0 < t ≤ T} (注意: Q̄T = QT ∪ ΓT)
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

极值点的局部刻画 (数学分析)
设 u(x) ∈ C2(Ω) (注意 Ω是开集),如果 x̂是 u(x)的极小值点 (极大值点),则
Du(x̂) = 0, D2u(x̂) ≥ (≤)0.
设 u(x, t) ∈ C2(QT),如果 (x̂, T)是 u(x, t)在 QT上的极小值点 (极大值点),则
Dxu(x̂, T) = 0, ∂tu(x̂, T) ≤ (≥)0, D2

xu(x̂, T) ≥ (≤)0.

弱极值原理: 设 u(x, t) ∈ C(QT ∪ΓT)且 ut(x, t), uxixi(x, t) ∈ C(QT), i = 1, · · · , n.
如果 u(x, t)满足微分不等式 ut(x, t)− a2∆u(x, t) ≤ (≥)0, ∀(x, t) ∈ QT ,则
u(x, t)必然在抛物边界 ΓT上取到最大值 (最小值),即

max{u(x, t) : (x, t) ∈ Q̄T} = max{u(x, t) : (x, t) ∈ ΓT}

(min{u(x, t) : (x, t) ∈ Q̄T} = min{u(x, t) : (x, t) ∈ ΓT})
复习二阶椭圆型方程的极值原理;思考: 如何推广到一般的二阶抛物型偏微分算子:

Lu .
= ut −

∑n
i,j=1 aij(x, t)∂iju+

∑n
j=1 bj(x, t)∂ju+ c(x, t)u? 特别是对源项 c(x, t)的正负号是否有必要限制?
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

极值点的局部刻画 (数学分析)
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u(x, t)必然在抛物边界 ΓT上取到最大值 (最小值),即

max{u(x, t) : (x, t) ∈ Q̄T} = max{u(x, t) : (x, t) ∈ ΓT}

(min{u(x, t) : (x, t) ∈ Q̄T} = min{u(x, t) : (x, t) ∈ ΓT})
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

证明—只需对最大值情形证明 (最小值情形: 利用线性,将 u换作 −u)

第一步—松弛: 假设成立严格不等式 ut(x, t)− a2∆u(x, t) < 0, ∀(x, t) ∈ QT.
i) 紧性保证极大值点的存在性: Q̄T = QT ∪ ΓT是紧集, u ∈ C(QT ∪ ΓT) ⇒ u在 Q̄T上有最
大值点.
ii) 设极大值点 (x̂, t) ∈ QT,如果 t ∈ (0, T),则

ut(x̂, t) = 0,D2
xu(x̂, t) ≤ 0 ⇒ (ut − a2∆u)(x̂, t) ≥ 0,与假设矛盾.

iii) 如果 t = T,则 ut(x̂, T) ≥ 0,D2
xu(x̂, T) ≤ 0 ⇒ (ut − a2∆u)(x̂, T) ≥ 0,依然与假设矛盾.

iv) 所以任意极大值点都在抛物边界. 结论成立.
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

第二步—极限: 任取 ε > 0,置 v(x, t) .
= u(x, t)− εt,则 v(x, t)满足微分不等式

vt(x, t)− a2∆v(x, t) ≤ −ε < 0, ∀(x, t) ∈ QT. 由上一步结论,
max{u(x, t) : (x, t) ∈ Q̄T} ≤ max{v(x, t) : (x, t) ∈ Q̄T}+ εT =

max{v(x, t) : (x, t) ∈ ΓT}+ εT ≤ max{u(x, t) : (x, t) ∈ ΓT}+ 2εT ε→0−−→
max{u(x, t) : (x, t) ∈ Q̄T} ≤ max{u(x, t) : (x, t) ∈ ΓT}

≤−−−−→
ΓT⊂Q̄T

max{u(x, t) : (x, t) ∈ Q̄T} ⇒结论成立.
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

边界点引理

区域的内球条件: 设 Ω ⊂ Rn是 (开)区域,如果对任意的 x̂ ∈ ∂Ω,存在一个球
BR(ŷ) ⊂ Ω̄且 ∂Ω ∩ BR(ŷ) = {x̂},就称 Ω满足内球条件.

边界点引理: 设区域 Ω满足内球条件, u(x, t) ∈ C1(QT ∪ ΓT)且
uxixi(x, t) ∈ C(QT), i = 1, · · · , n,还满足微分不等式
ut(x, t)− a2∆u(x, t) ≤ (≥)0, ∀(x, t) ∈ QT . 如果 u(x, t)在 (x̂, t̂)达到严格最大

值 (最小值),其中 x̂ ∈ ∂Ω, t̂ > 0,则
∂u
∂ν

(x̂, t̂) > (<)0 . 这里 ν
.
= (x̂− ŷ)/r,而 ŷ

和 r分别是 Ω在 x̂点的内球的球心和半径.
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

证明: 思路与二阶椭圆型方程的类似,在内球为底的时空柱体上构造辅助函数,
用极值原理.

设 u(x, t)在点 (x̂, t̂) ∈ ST (侧边)取到严格的最大值. 设 Br(ŷ)(r > 0)是 Ω在 x̂

的一个内球. 置 Q .
=

{
(x, t) ∈ QT :

r
2 ≤ |x− ŷ| ≤ r, t̂− τ ≤ t ≤ t̂

}
,其中

τ ∈ (0, t̂). 记 ∂pQ =
{
(x, t̂− τ) : r

2 ≤ |x− ŷ| ≤ r
}

底
∪
{
(x, t) : |x− ŷ| =

r
2 或者 |x− ŷ| = r; t̂− τ ≤ t ≤ t̂

}

侧壁
为环柱体 Q的抛物边界.

考察定义在 Q上函数 w(x) .
= e−λ|x−ŷ|2 − e−λr2 ,它在外侧壁恒为零,且不难算

得 ∆w(x) = 2λ
(
2λ|x− ŷ|2 − n

)
e−λ|x−ŷ|2 ,从而当 λ > 0充分大时,

∆w(x) > 0,w(x) ≥ 0, (∀x : r
2 ≤ |x− ŷ| ≤ r).
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

由于 (x̂, t̂)是 u(x, t)在 QT ∪ ΓT上的严格最大值点,对充分小的 ε > 0,成立
v(x, t) .

= u(x, t) + εw(x) < u(x̂, t̂), ∀(x, t) ∈ ∂pQ \ {(x̂, t̂)}. 在 Q上 v(x, t)满足微
分不等式 vt − a2∆v = ut − a2∆u− εa2∆w ≤ −εa2∆w < 0. 由极值原理, v(x, t)
的最大值必然在 Q的抛物边界 ∂pQ取到. 显然 v(x̂, t̂) = u(x̂, t̂)就是 v(x, t)在
∂pQ上的最大值,所以 0 ≤ ∂v

∂ν (x̂, t̂) =
∂u
∂ν (x̂, t̂) + ε∂w∂ν (x̂),其中 ν = (x̂− ŷ)/r.

计算得 ∂w
∂ν (x̂) = −2λe−λr2(x̂− ŷ) · ν = −2λre−λr2 < 0,所以

∂u
∂ν (x̂, t̂) ≥ −ε∂w∂ν (x̂) > 0.证毕!
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

强极值原理

强极值原理: 设 u(x, t) ∈ C(QT ∪ ΓT)且 ut(x, t), uxixi(x, t) ∈ C(QT), i = 1, · · · , n.
如果 u(x, t)满足微分不等式 ut(x, t)− a2∆u(x, t) ≤ (≥)0, ∀(x, t) ∈ QT ,存在
(x̂, t̂) ∈ QT满足
u(x̂, t̂) = max{u(x, t) : (x, t) ∈ Q̄T} (u(x̂, t̂) = min{u(x, t) : (x, t) ∈ Q̄T}),则
u(x, t) ≡ u(x̂, t̂), ∀x ∈ Ω̄, t ∈ [0, t̂].

注意 — 因果律: 只能判定 t̂时刻之前解是常值,不能确定之后解是否仍为常
值 (侧边的边界条件在未来可能有改变). 请和椭圆型方程的强极值原理对比!

证明: 习题 (选作).
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

强极值原理

强极值原理: 设 u(x, t) ∈ C(QT ∪ ΓT)且 ut(x, t), uxixi(x, t) ∈ C(QT), i = 1, · · · , n.
如果 u(x, t)满足微分不等式 ut(x, t)− a2∆u(x, t) ≤ (≥)0, ∀(x, t) ∈ QT ,存在
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注意 — 因果律: 只能判定 t̂时刻之前解是常值,不能确定之后解是否仍为常
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

有界区域上初边值问题经典解的唯一性

典型问题: 设 Ω ⊂ Rn是具光滑边界的有界 (开)区域, ν(x)是 x ∈ ∂Ω的外单
位法向, b, c ∈ R不同时为零, T > 0是给定常

数 (♣)






ut(x, t)− a2∆u(x, t) = 0, x ∈ Ω, T ≥ t > 0,

u(x, 0) = 0, x ∈ Ω̄,

b ∂u
∂ν (x, t) + cu(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, T ≥ t > 0.

证明其经典解只能是

u(x, t) ≡ 0.

Dirichlet问题 (b = 0, c = 1): 直接用极值原理, ∀(x̂, t̂) ∈ Ω× (0,∞),
0 = minΓ̂t u ≤ u(x̂, t̂) ≤ maxΓ̂t u = 0 ⇒ u ≡ 0.
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

Neumann问题或 Robin问题 (b = 1, c ≥ 0): 设 Ω满足内球条件, u(x, t)是不
恒等于零的经典解,则它在 Q̄T上必有正的最大值或负的最小值.
由强极值原理 ,正的最大值或负的最小值必在抛物边界取到,而且
是严格最大 (最小)的. 不妨设 u(x, t)在 (x̂, t̂) ∈ ST取到正的最大值,由边界条
件和边界点引理, 0 = ∂u

∂ν (x̂, t̂) + cu(x̂, t̂) ≥ ∂u
∂ν (x̂, t̂) > 0,矛盾! 对负的最小值类

似得到矛盾. 故 u的最大值和最小值只能在底 Q0取到. 由于初值为零,必有
u ≡ 0,矛盾!
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

Robin问题 (b = 1, c < 0): 唯一性依然成立 (仅需了解). 思路: 构造重要的刻
画边界的辅助函数 d(x) —设 ∂Ω ∈ C2,基于距离函数 dist(x, ∂Ω)构造出
d(x) ∈ C2(Ω),在 ∂Ω上 Dd = −ν(内单位法向). 对参数 λ, σ充分大,作变换
u(x, t) = eλt+σd(x)v(x, t),这里参数 σ用于转化为 c > 0的情形, λ用于处理变换
导致的方程中的零阶项 (源项).
d(x)的构造及上述性质的证明,以及边界曲面平均曲率、Gauss曲率的计算公式等,参见 Gilbarg, David; Trudinger,

Neil S. Elliptic partial differential equations of second order. Reprint of the 1998 edition. Classics in Mathematics.

Springer-Verlag, Berlin, 2001. [中译本: 叶其孝等译,二阶椭圆型偏微分方程,高等教育出版社, 2016年] (第 14章,

p.332)
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

有界区域上初边值问题经典解的最大模估计 (稳定性)
典型问题: 设 Ω ⊂ Rn是有 C2边界的有界 (开)区域, ν(x)是在 x ∈ ∂Ω的外单
位法向, b, c ∈ R不同时为零, T > 0是给定常数, (∂Ω ∈ C2 ⇒内球条件)

(♣)






ut(x, t)− a2∆u(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, T ≥ t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω̄,

b ∂u
∂ν (x, t) + cu(x, t) = µ(x, t), x ∈ ∂Ω, T ≥ t > 0.

最大模估计: 设 u(x, t)是问题 (♣)的经典解, f,φ, µ都是连续函数,则存在仅
与区域 Ω, a, b, c和 T有关的常数 C > 0,使得

max
Q̄T

|u| ≤ C
(
max
Q̄T

|f|+max
Ω̄

|φ|+ max
∂Ω×[0,T]

|µ|
)
.
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

证明: 辅助函数 +极值原理

Dirichlet问题 (b = 0, c = 1): 置
F .
= maxQ̄T |f|,B

.
= max

{
maxΩ̄ |φ|,max∂Ω×[0,T] |µ|

}
. 引入辅助函数

w±(x, t)
.
= Ft+ B± u(x, t),考虑它满足的定解问题:

i) 在抛物边界 ΓT上 w±(x, t) ≥ 0;
ii) 在区域 QT内 ∂tw± − a2∆w± = F± f(x, t) ≥ 0.
弱极值原理⇒在 Q̄T上
w± ≥ 0 ⇒ |u(x, t)| ≤ Ft+B ⇒ maxQ̄T |u(x, t)| ≤ C(F+B),其中 C = max{1, T}.
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

Robin问题: Ω ⊂ Rn 是有 C2 边界的有界区域, ν(x)是 x ∈ ∂Ω的外单位法向, c ∈ R, T > 0是给定常数,





ut(x, t)− a2∆u(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, T ≥ t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω̄,

∂u
∂ν

(x, t) + cu(x, t) = µ(x, t), x ∈ ∂Ω, T ≥ t > 0.
利用辅助距离函数 d(x),它满足: i) d(x) ∈ C2(Rn); ii) 在 ∂Ω上 d(x) = 0,在Ω内 d(x) > 0; iii) Dd(x) = −ν(x)是 x ∈ ∂Ω处的内单位法向.

引入函数 v(x, t): u(x, t) = v(x, t)eλt+σd(x) , 则 v(x, t)满足定解问题





vt(x, t) − a2∆v(x, t) − 2a2σ〈Dxv,Dd(x)〉 + e(x, t)v = f(x, t)e−σd(x)−λt, x ∈ Ω, T ≥ t > 0,

v(x, 0) = φ(x)e−σd(x), x ∈ Ω̄,

∂v
∂ν (x, t) + (σ + c)v(x, t) = µ(x, t)e−λt, x ∈ ∂Ω, T ≥ t > 0;

e(x, t) .
= λ − a2σ2|Dd(x)|2 − a2σ∆d(x).

置 σ
.
= 1 + |c|, λ

.
= 1 + a2 max

{
σ2|Dd(x)|2 + σ|∆d(x)| : x ∈ Ω̄

}
,则 σ + c ≥ 1, e(x, t) ≥ 1.此外,注意

maxQ̄T
|f(x, t)e−σd(x)−λt| ≤ maxQ̄T

|f(x, t)| = F,

max
{
maxΩ̄ |φ(x)e−σd(x)|,max∂Ω×[0,T] |µ(x, t)e

−λt|
}

≤ max
{
maxΩ̄ |φ(x)|,max∂Ω×[0,T] |µ(x, t)|

}
= B.

置w±(x, t) .
= Ft + B ± v(x, t),那么 (!)






∂tw±(x, t) − a2∆w±(x, t) − 2a2σ〈Dxw±(x, t),Dd(x)〉 + e(x, t)w±(x, t) ≥ 0, x ∈ Ω, T ≥ t > 0,

w±(x, 0) ≥ 0, x ∈ Ω̄,
∂w±
∂ν (x, t) + (σ + c)w±(x, t) ≥ 0, x ∈ ∂Ω, T ≥ t > 0;

结论: w±(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ Q̄T .

注意: 方程有低阶项,不能直接用已有结论.
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

w± = Ft+ B± v , (注意 e(x, t) ≥ 1, σ + c ≥ 1, u(x, t) = v(x, t)eλt+σd(x))

(!)






∂tw±(x, t)− a2∆w±(x, t)− 2a2σ〈Dxw±(x, t),Dd(x)〉+ e(x, t)w±(x, t) ≥ 0, x ∈ Ω, T ≥ t > 0,

w±(x, 0) ≥ 0, x ∈ Ω̄,

∂w±
∂ν

(x, t) + (σ + c)w±(x, t) ≥ 0, x ∈ ∂Ω, T ≥ t > 0;

结论: w±(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ Q̄T.

证明用弱极值原理的证明方法. 反证法: 设 w± 取到负的最小值. i) 在内部 QT 取到,则在最小值点

∂tw±(x, t) ≤ 0, a2∆w±(x, t) ≥ 0,Dxw±(x, t) = 0 ⇒ 2a2σ〈Dxw±(x, t),Dd(x)〉 = 0,而在负的最小值点

e(x, t)w±(x, t) ≤ w±(x, t) < 0 ⇒ ∂tw±(x, t)− a2∆w±(x, t)− 2a2σ〈Dxw±(x, t),Dd(x)〉+ e(x, t)w±(x, t) < 0,与

(!)第一式矛盾.

ii) 若 w± 在侧面 ST 取到负的最小值,则 ∂w±
∂ν

(x, t) ≤ 0,

(σ + c)w±(x, t) ≤ w±(x, t) < 0 ⇒ ∂w±
∂ν

(x, t) + (σ + c)w±(x, t) < 0,与 (!)第二式矛盾. 但在底面 Q0 上

w± ≥ 0,取不到负的最小值,矛盾!

结论: w±(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ Q̄T ⇒ |v(x, t)| ≤ Ft+ B ⇒ |u(x, t)| ≤ C(F+ B), ∀(x, t) ∈ QT ,这里

C = max
{
exp(λt+ σd(x)) : (x, t) ∈ Q̄T

}
max{T, 1}.
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

Cauchy问题有界解的唯一性和稳定性

Cauchy问题 ((): x ∈ Rn, t ≥ 0; ut − a2∆u = f(x, t); u(x, 0) = φ(x).

自由项和解的有界性条件: 存在非负常数 M1使得 |φ(x)| ≤ M1, ∀x ∈ Rn;存在
非负常数 M2使得 |f(x, t)| ≤ M2, ∀x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T. 存在非负常数 M使得
|u(x, t)| ≤ M, ∀x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T.

定理— Cauchy问题满足有界性条件的经典解的最大模估计 : 设
u(x, t) ∈ C(Rn × [0, T])是 Cauchy问题 (()的有界的经典解,则对任意
(x, t) ∈ Rn × [0, T],成立不等式 |u(x, t)| ≤ M1 + tM2.

推论— Cauchy问题满足有界性条件的经典解的唯一性和稳定性.
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

证明: 对任意固定的 (x0, t0),其中 t0 ∈ (0, T],作柱形区域
R0 = {(x, t) : |x− x0| ≤ L, 0 ≤ t ≤ t0}. 这里 L > 0是参数. 做函

数 v(x, t) .
=

4nM
2L2

(
|x− x0|2

2n
+ a2t

)
+M1 + tM2 ,则 v(x, 0) ≥ M1 ≥ φ(x) = u(x, 0);

当 |x− x0| = L时, v(x, t) ≥ M ≥ u(x, t);而在 R0内部,
vt − a2∆v = M2 ≥ f(x, t) = ut − a2∆u. 于是对函数 v− u用极值原理,得到在 R0内
u(x, t) ≤ v(x, t). 类似可得到在 R0内 u(x, t) ≥ −v(x, t),于是
|u(x, t)| ≤ v(x, t), ∀(x, t) ∈ R0. 特别的, |u(x0, t0)| ≤ v(x0, t0) = 4nM

2L2 a
2t0 +M1 + t0M2.

令 L → +∞,就得到 |u(x0, t0)| ≤ M1 + t0M2. 由 (x0, t0)的任意性即得所需估计
式.
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

Cauchy问题解的比较原理: 增长条件
Cauchy问题 ('): x ∈ Rn, t ≥ 0; ut − a2∆u = f(x, t); u(x, 0) = φ(x).

自由项的增长性条件: 存在非负常数 M1, r1 使得 |φ(x)| ≤ M1er1|x|
2
, ∀x ∈ Rn;存在非负常数 M2, r2 使得

|f(x, t)| ≤ M2er2|x|
2 , ∀x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T.

解的增长条件 : 存在非负常数 M, r使得 |u(x, t)| ≤ Mer|x|2 , ∀x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T.

比较原理 : 设函数 u(x, t) ∈ C(Rn × [0, T])满足增长条件,且 ut − a2∆u ≥ 0, u(x, 0) ≥ 0, ∀x ∈ Rn, t ∈ (0, T],那

么 u(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ Rn × (0, T].

推论— Cauchy问题满足增长条件的经典解的唯一性 : 设 u(x, t) ∈ C(Rn × [0, T])是 Cauchy问题

x ∈ Rn, t ≥ 0; ut − a2∆u = 0; u(x, 0) = 0的经典解,满足增长条件,则 u ≡ 0.

推论— Cauchy问题满足增长条件的经典解的最大模估计 : 设 u(x, t) ∈ C(Rn × [0, T])是 Cauchy问题 (')的经

典解,则对任意 (x, t) ∈ Rn × [0, T0],其中 T0 > 0满足 4a2T0 max{r1, r2} < 1,成立不等式

|u(x, t)| ≤ M1(1− 4r1a2t)−
n
2 exp

{
r1|x|2

1−4r1a2t

}
+M2

∫ t
0

(
1− 4r2a2(t− τ)

)− n
2 exp

{
r2|x|2

1−4r2a2(t−τ)

}
dτ .

推论: 当 r1 = r2 = 0时,有 |u(x, t)| ≤ supx∈Rn |φ(x)|+ t sup(x,s)∈Rn×[0,t] |f(x, s)|, ∀(x, t) ∈ Rn × [0, T].

证明: 用比较原理,习题. 辅助函数来源: 热核 (热传导方程 Cauchy问题的基本解,下一讲介绍.)
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

比较原理的证明: 增长条件
比较原理 : 设函数 u(x, t) ∈ C(Rn × [0, T])满足增长条件: 存在非负常数 M, r使得 |u(x, t)| ≤ Mer|x|2 ,

∀x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T,且 ut − a2∆u ≥ 0, u(x, 0) ≥ 0, ∀x ∈ Rn, t ∈ (0, T],那么 u(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ Rn × (0, T].

证明: 关键—局部化 +辅助函数

任取 (x̂, t̂) ∈ Rn × (0, T]. 任取 R充分大,使得 R > |x̂|. 记 Q(R, T) .
=

{
(x, t) : |x| < R, 0 < t ≤ T

}
,其抛物边界

Γ(R, T) = Q(R, T) \ Q(R, T). 先设4a2rT < 1,取 ε > 0满足 4a2r(T+ ε) < 1. 对 δ > 0,置

vδ(x, t)
.
= δ(T+ ε− t)−

n
2 exp

{
|x|2

4a2(T+ ε− t)

}
+ u(x, t). 直接计算,有

i) ∂tvδ(x, t)− a2∆vδ(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ Rn × (0, T], ii) vδ(x, 0) > 0, ∀x ∈ Rn, iii) 当 R充分大时,

vδ(x, t) ≥ 0, ∀|x| = R. 在 Q(R, T)上用弱极值原理,得到 vδ(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ Q(R, T) ⇒ ∀(x, t) ∈
Q(R, T), u(x, t) ≥ −δ(T+ ε− t)−

n
2 exp

{
|x|2

4a2(T+ε−t)

}
⇒ u(x̂, t̂) ≥ −δ(T+ ε− t̂)−

n
2 exp

{
|̂x|2

4a2(T+ε−̂t)

}
.令

δ ↘ 0,得到 u(x̂, t̂) ≥ 0.

当 4a2rT > 1时,取 0 = T0 < T1 < T2 < · · · < Tm−1 < Tm = T,使得 4a2r(Tk − Tk−1) < 1, k = 1, · · · ,m,在
Rn × [Tk−1, Tk]上依次用已证的结论即可. (利用一致估计逐步延拓)
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

热方程齐次 Cauchy问题的非零解: Tychonov反例

例. 记 ϕ(z) =





e−1/z2 , if z .= 0

0, if z = 0,
定义 (♦) u(x, t) .

=






∞∑

n=0

(
dn

dtn
ϕ(t)

)
x2n

(2n)!
, if t > 0,

0, if t = 0.
证明它是 Cauchy问题

x ∈ R, t > 0; ut = uxx; u(x, 0) = 0的一个经典解.

证明 1. 首先形式计算 (♥) limt→0 u(x, t) =
∑∞

n=0
dn
dtn ϕ(t)

∣∣∣
t=0

x2n
(2n)! = 0; (♠)

∂2u
∂x2 =

∑∞
n=0

dn
dtn ϕ(t)(2n)(2n− 1) x

2n−2

(2n)! =
∑∞

n=1
dn
dtn ϕ(t)

x2(n−1)

(2(n−1))! =
∑∞

n=0
dn+1

dtn+1 ϕ(t) x2n
(2n)! =

∂u
∂t .

2. 为说明 (♥)的合理性,只需说明对任意固定的 T > 0, a > 0,级数 (♦)在 [−a, a]× [0, T)上一致收敛. 由函数项级数

求导定理,也只需验证级数 (♠)一致收敛. 所以关键是估计系数 dn
dtn ϕ(t). 注意 ϕ(t) ∈ C∞,但不是解析函数.

3. 对任意固定的 t > 0,考虑复平面上围道 Γ = {z ∈ C : z = t+ t
2 e

iθ, 0 < θ ≤ 2π},它不包含原点. 由 Cauchy积分公

式, dn
dtn ϕ(t) =

n!
2πi

∫
Γ

ϕ(z)
(z−t)n+1 dz, ∀n ∈ N. 于是

∣∣∣ dn
dtn ϕ(t)

∣∣∣ ≤ n!
2π

∫
Γ

e−Re(z−2)

|z−t|n+1 |dz| = n!
2π

( 2
t

)n ∫ 2π
0 e−Rez−2 dθ. 由于

z2 = t2
(
1+ 1

2 e
iθ)2 ⇒ z−2 = t−2 1+ 1

4 e
−2iθ+e−iθ

|(1+ 1
2 e

iθ)2|2 ⇒ Rez−2 ≥ (2t)−2,从而
∣∣∣ dn
dtn ϕ(t)

∣∣∣ ≤ n!
( 2
t

)n e−
1
4t2 .

4. 用 Stirling公式 2nn!
(2n)! ≤

1
n! ,就得到 (♦)在 |x| ≤ a时的优级数 e−

1
4t2

∑∞
n=0

( 1
t

)n a2n
n! = e−

1
4t2 e

a2
t . 注意后者当 t → 0时

收敛到零. 证毕!
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极值原理 初边值问题的唯一性和稳定性 Cauchy问题的唯一性和稳定性 例和习题 阅读和作业

阅读任务和作业

必读—郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp. 177-189]

作业— p.181: 3; p.185: 2；p.188: 3,4.

参考文献

DiBenedetto, Emmanuele. Partial differential equations. Second edition. Cornerstones. Birkhäuser Boston, Ltd.,

Boston, MA, 2010.

最后更新: 2022-11-21
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

偏微分方程
第十六讲 热传导方程的初值问题和 Fourier变换
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

里奇流差不多是汉密尔顿一手一脚发展出来的. 这种方法基于微分方程而非标准的拓扑方法,是热

方程的一种几何形式. ⋯⋯有别于使热均匀地分布,它把在几何空间中凹凸状物和不规则的东西都变得光

滑. 曲率大的区域的曲率逐渐变小,最后整体的曲率就变得均匀如球面了,而球面就是曲率为正常数的曲

面. 不过,有些凸状物比较顽固,不容易被熨平. 恰恰相反,会出现尖刺和折叠,数学上称之为 “奇点”,需要

特殊的处理. ⋯⋯但有一种奇点即像雪茄一般的凸状物,却不能用割补的方法除去. 在里奇流流动的过程

中,曲率一般而言在平均化,但在这些突触中却会不受控制地变大. 汉密尔顿指出,所谓 “雪茄”的出现,乃

是证明庞加莱猜想最大的障碍.

—丘成桐《我的几何人生》pp. 267-268

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Yau/
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

学习要点

熟练掌握 Fourier变换及其基本性质

熟练掌握利用 Fourier变换求解热传导方程初值问题的方法

熟练掌握齐次化原理

了解算子分裂法的基本思想

熟练掌握 Poisson公式、它的意义及其验证

了解非齐次热传导方程初值问题解的验证
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

Rn上的 Fourier变换

Fourier变换: 设 f ∈ L1(Rn),称函数 F [f](y) = f̂(y) .
=

∫

Rn
e−iy·xf(x) dx 为 f

的 Fourier变换 ,其中 y · x是向量 y, x ∈ Rn的内积.

f的 Fourier逆变换定义为 F−1[f](x) = f̌(x) .
=

1
(2π)n

∫

Rn
eix·yf(y) dy.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

设 f ∈ L1(Rn),则 f̂和 f̌都是 Rn上的一致连续的函数.

证明: |̂f(x+ h)− f̂(x)| =
∣∣∣
∫
Rn f(y)

(
e−ih·y − 1

)
e−ix·y dy

∣∣∣ ≤
∫
Rn |f(y)||e−ih·y − 1| dy ≤

∫
|y|≤r |f(y)||e

−ih·y − 1| dy+ 2
∫
|y|>r |f(y)| dy. ∀ε > 0,

取 r充分大使得第二项小于 ε; 对这样取定的 r,再令 |h|充分小,
使 |e−ih·y − 1| ≤ ε; 注意这里 |h|的大小与 x无关. 从而
|̂f(x+ h)− f̂(x)| ≤ (1+ ‖f‖L1)ε, 即 f̂一致连续. 对 f̌的证明完全相同. (注意: 用
Lebesgue控制收敛定理得不到一致连续性).

[参见: 袁海荣编,调和分析与偏微分方程讲义,第一讲. http://math.ecnu.edu.cn/ ̃hryuan]
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

[ Riemann-Lebesgue引理]
设 f ∈ L1(Rn),则 lim|ξ|→∞ f̂(ξ) = 0且 lim|ξ|→∞ f̌(ξ) = 0.
证明 逼近思想. 1. 对一元函数 f(x) = χ[a,b](x), 它是闭区间 [a, b]的特征函
数, 直接计算就得到 χ̂[a, b](ξ) =

e−ibξ−e−iaξ

−iξ ,所以结论成立.
2. 利用 Fourier变换变量分离的特性, 若 f(x) =

∏d
j=1 χ[aj, bj](x) ∈ L1(Rd), 那

么 f̂(ξ) =
∏d

j=1
e−ibjξj−e−iajξj

−iξj ,所以结论成立 (在 |ξ| → ∞过程中若某个分
量 ξj = 0, 利用 L’Hospital法则, 对应因式是个有界量, 不影响结论). 特别地,
定理结论对阶梯函数 g (有限个方体的特征函数的线性组合)仍然成立.
3. ∀f ∈ L1(Rd), ∀ε > 0, 存在阶梯函数 g使得 ‖f− g‖L1 ≤ ε, 从而
|̂f(ξ)| ≤ |(̂f− g)(ξ)|+ |ĝ(ξ)| ≤ ‖f− g‖L1 + |ĝ(ξ)| ≤ ε+ |ĝ(ξ)|.于
是 lim sup|ξ|→∞ |̂f(ξ)| ≤ ε. 利用 ε的任意小性即得所证.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

例 对任意 t > 0, 成立 (e−t|x|2)
∧
(y) = (πt )

n
2 e−

|y|2
4t .

解: 1. 对任意 b > 0, a ∈ R, 首先计算
∫
R e

iax−bx2 dx. 我们有
∫

R
eiax−bx2 dx = e

−a2
4b

∫

Γ
.
=
{
z∈C: Imz= −a

2
√
b

}
e−z2

√
b
dz (z =

√
bx− ia

2
√
b
)

= e
−a2
4b

(∫

R
e−x2 dx

)
1√
b

(全纯函数的 Cauchy 积分定理)

= e
−a2
4b

(π
b

) 1
2
. (回忆

∫ ∞

−∞
e−x2 dx =

√
π)

2. 从而,对任意 t > 0 ,可得
∫
Rn e−ix·y−t|x|2 dx =

∏n
j=1
∫
R e

−ixjyj−tx2j dxj =
(
π
t
) n

2 e−
|−y|2
4t .由此,根据定义,即

知 (e−t|x|2)
∧
(y) =

(
π
t
) n

2 e−
|y|2
4t .此外,还可看出 (e−t|x|2)

∨
(y) =

( 1
4πt
) n

2 e−
|y|2
4t . (后面会用)
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

复习 (实分析): 简单函数 (simple function) —形如
∑N

k=1 akχEk 的 Rn → C的函
数,其中 ak ∈ C, Ek ⊂ Rn是 Lebesgue可测且测度有限的. 阶梯函数 (step
function) —上述 Ek是长方体的简单函数.
定理: 设 f是 Rn上可测函数,则存在一列阶梯函数 {ψk}几乎处处收敛到 f.
定理: 简单函数、阶梯函数和具有紧致支集的连续函数都在 L1(Rn)中稠密.

复习 (复分析): Cauchy积分定理—复平面内单连通区域上的全纯函数在任一
围线 (分段光滑的简单闭曲线)上的积分为零.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

[Plancherel定理] 设 u ∈ L1
⋂
L2(Rn),

则 û, ǔ ∈ L2(Rn),且 ||u||L2(Rn) = (2π)−
n
2 ||û||L2(Rn) = (2π)

n
2 ||ǔ||L2(Rn).

[Parseval等式]
∫
Rn u(x)v(x) dx = (2π)−n ∫

Rn û(x)¯̂v(x) dx, ∀ u, v ∈ L1 ∩ L2(Rn).

[Fourier积分定理] 设 u ∈ L1 ∩ L2(Rn),那么 (û)∨ = u.
证明见参考文献. 意义: 由于 L1 ∩ L2在 L2中稠密,根据稠定有界线性算子保
范延拓定理,可对任意 L2函数,定义其 Fourier变换. Fourier变换可以保范延
拓为 (复) L2(Rn)上的线性保距酉算子.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

若 u, Dαu ∈ L2(Rn) (其中 α是多重指标),则几乎处处成立 D̂αu(y) = (iy)αû(y).

证明 逼近方法. 先设 u ∈ C∞
0 (Rn), 分部积分得到

D̂αu(y) =
∫
Rn e−ix·yDαu(x) dx = (−1)|α|

∫
Rn Dα

x (e−ix·y)u(x) dx =
(−1)|α|

∫
Rn(−iy)αe−ix·yu(x) dx = (iy)α

∫
Rn e−ix·yu(x) dx = (iy)αû(y).然后逼近: 对

任意满足 Dαu ∈ L2(Rn)的 L2(Rn)中的函数 u,利用稠密性, 找到一族函
数 uk ∈ C∞

0 (Rd), 使得 uk
L2→ u, Dαuk

L2→ Dαu. 由 Fourier变换保 L2范数的性
质, 就有 Fuk

L2→ Fu, F(Dαuk)
L2→ F(Dαu). 通过取一个子列, 可设上述收敛还

是几乎处处意义下成立的. 从而将已证上式应用于 uk并两边取极
限 k → ∞即可.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

[卷积与 Fourier变换] 设 u, v ∈ L1 ∩ L2(Rn), 则 û ∗ v = ûv̂.

卷积: (u ∗ v)(x) .
=
∫
Rn u(x− y)v(y) dy (满足交换律,结合律)

推论: F−1(uv) = F−1u ∗ F−1v .

证明 û ∗ v(ξ) =
∫
Rn e−ix·ξ (∫

Rn u(x− y)v(y) dy
)
dx =

∫
Rn

(∫
Rn e−i(x−y)·ξu(x− y)dx

)
e−iy·ξv(y) dy = û(ξ)v̂(ξ). (用到了 Fubini定理和

Lebesgue测度的平移不变性)
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

复习: 实分析与泛函分析

积分和级数的收敛定理: 设 (X,X , µ)是个测度空间.

序列单调收敛定理: 设 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · 是可测的非负递增函数列,则
∫
X limn→∞ fn dµ = limn→∞

∫
X fn dµ.

级数单调收敛定理: 设 fn : X → [0,+∞]可测,则
∫
X
∑∞

n=1 fn dµ =
∑∞

n=1
∫
X fn dµ.

Fatou引理: 设 fn : X → [0,+∞]可测,则
∫
X lim infn→∞ fn dµ ≤ lim infn→∞

∫
X fn dµ.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

序列的控制收敛定理: 设 fn : X → C是几乎处处收敛到 f的可测函数列,且存
在绝对可积的函数 g : X → [0,+∞],使得几乎处处成立 |fn| ≤ g,则
∫
X limn→∞ fn dµ = limn→∞

∫
X fn dµ.

级数的控制收敛定理: 设 fn : X → C是可测函数,且
∑∞

n=1
∫
X |fn| dµ < ∞,则

∑∞
n=1 fn(x)对几乎所有的 x都绝对收敛,且

∑∞
n=1
∫
X fn dµ =

∫
X
∑∞

n=1 fn dµ.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

Egorov定理: 设 fn : X → C是可测函数, A是 X的测度有限的子集,对几乎所
有的 x ∈ A, {fn(x)}收敛. 那么对任意 ε > 0,存在一个测度至多为 ε的子集 Dε,
使得在 A \ Dε上 fn一致收敛到 f.

Lusin定理: 设 X是局部紧的 Hausdorff空间,且是 σ-紧的, µ是 Radon测度,而
f : X → R的支集具有有限测度. 那么对任意 ε > 0,存在函数 g ∈ Cc(X → R),
使得集合 µ({x ∈ X : g ,= f}) ≤ ε.

稠密性定理: 仅取有限个值的可测函数叫作简单函数. 支集具有有限测度的简
单函数在 Lp(X,X , µ) (0 < p < ∞)中稠密;简单函数 (不需要支集测度有限)
在 L∞中稠密.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

稠定有界线性算子的保范延拓定理: 设 U,V是赋范线性空间, L : U → V是有
界线性算子. 记 Ū和 V̄是 U,V分别完备化后得到的 Banach空间,则存在有界
线性算子 L̄ : Ū → V̄,使得 L̄|U = L,且 ‖L̄‖ = ‖L‖.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

Fubini-Tonelli定理: 设 (X,X , µ)和 (Y,Y , ν)是 σ-有限的测度空间,其乘积测
度空间为 (X× Y,X × Y , µ× ν).

Tonelli定理: 设 f : X× Y → [0,+∞]可测,则
∫
X×Y f d(µ× ν) =

∫
X

(∫
Y f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X f(x, y) dµ(x)

)
dν(y);

Fubini定理:设 f : X× Y → C绝对可积,则
∫
X×Y f d(µ× ν) =

∫
X

(∫
Y f(x, y) dν(y)

)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X f(x, y) dµ(x)

)
dν(y),且内层积分均几乎

处处绝对可积,外层积分均绝对可积.

如果 (X,X , µ)和 (Y,Y , ν)是完备的测度空间,则将乘积 σ-代数 X × Y 换作它
的完备化后上述结论依然成立.

注意: 称一个测度空间是完备的,如果每个零测集的子集仍然可测.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

齐次热传导方程的 Cauchy问题
目标问题: x ∈ Rn, t ≥ 0; ut(x, t) = a2∆u(x, t); u(x, 0) = φ(x).

用 Fourier变换法求出形式解: 将 u(x, t)对 x作 Fourier变换 (t看作参数;或者
在方程两端乘以乘子 e−ix·y,然后关于 x ∈ Rn积分),记
û(y, t) =

∫
Rn e−ix·yu(x, t) dx,它满足如下以 t为自变量的无数个一阶常系数线性

ODE (y ∈ Rn是参数): d
dt û(y, t) = −a2|y|2û(y, t), û(y, 0) = φ̂(y)⇒ û(y, t) =

e−a2|y|2tφ̂(y) −−−−−−−−−→
Fourier积分定理

u(x, t) = F−1
y [e−a2|y|2tφ̂(y)](x) =−−−−−−−−−−−−→

F−1(uv)=F−1u∗F−1v

(
F−1
y [e−a2|y|2t] ∗ F−1[φ̂]

)
(x) =

(
F−1
y [e−a2|y|2t] ∗ φ

)
(x)

(e−ε|y|2)
∨
(x)=( 1

4πε
)
n
2 e−

|x|2
4ε

−−−−−−−−−−−−−−−→
ε=a2t

u(x, t) =
[( 1

4a2πt
) n

2 exp
(
− |·|2

4a2t

)
∗ φ(·)

]
(x).
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

Poisson公式: u(x, t) =
(

1
4a2πt

) n
2
∫

Rn
exp

(
− |x− y|2

4a2t

)
φ(y) dy

该公式表明: 扰动 (热)具有无限传播速度.

Gauss核或热核: Gt(x)
.
=
( 1
4a2πt

) n
2 exp

(
− |x|2

4a2t

)
, F [Gt(x)] = exp(−a2t|y|2)

非常重要的特殊函数: 正态分布 N(0, 2a2t)的概率密度函数.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

算子分裂法: 基本思想

典型目标问题—发展型方程的初值问题:
d
dt
u(t) + A(u(t)) = 0, u(0) = u0, t ≥ 0.

基本假设: 算子 A(u) = A1(u) + · · ·+ Al(u). 算子分裂法基本想法:

简化问题: j = 1, . . . , l:
d
dt
uj + Aj(uj) = 0, uj(0) = u0 . 记对应解为 uj(t) = Sjtu0 .

原问题近似解: ũ(n(t) .
= [Sl$t · · · S1$t]

nu0 (注意符号$t是一个整体,代表离散后的时间步长)

原问题解:

u(t) = lim
t=n$t

$t→0, n→∞

ũ(n(t)

思考题: 是否只适用于自治系统?
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

常系数线性常微分方程组 Cauchy问题
原问题: ut +Cu = 0, u(0) = u0, C = A+ B都是 N阶方阵⇒ u(t) = exp(−t(A+ B))u0 = [exp(−(t(A+ B))]nu0

分解的问题:





vt + Av = 0, v(0) = v0;

wt + Bw = 0, w(0) = w0;
⇒





v(t) = S1t v0 = exp(−tA)v0 =

∑∞
m=0

(−t)m

m! Amv0,

w(t) = S2t w0 = exp(−tB)w0 =
∑∞

m=0
(−t)m

m! Bmw0,

近似解: t = n(t, ũ(n(t) = [exp(−(tA) exp(−(tB)]nu0
问题: 记算子 U$t

.
= exp(−(t(A+ B)), V$t

.
= exp(−(tA) exp(−(tB),是否有

lim
t=n$t

$t→0, n→∞

(
u(n(t)− ũ(n(t)

)
= lim

t=n$t
$t→0, n→∞

(
Un

$t − Vn
$t

)
u0 = 0? (1)

技巧
︷ ︸︸ ︷

Un
!t − Vn!t =

n−1∑

m=0

(
Um+1
!t Vn−(m+1)

!t − Um
!tV

n−m
!t

)
=
∑n−1

m=0 U
m
!t(U!t − V!t)V

n−1−m
!t ⇒ (算子范数)

∥∥∥Un
!t − Vn!t

∥∥∥ ≤

∑n−1
m=0

∥∥U!t
∥∥m ∥∥U!t − V!t

∥∥ ∥∥V!t
∥∥n−1−m ≤ nmax{

∥∥U!t
∥∥ ,
∥∥V!t

∥∥}n−1 ∥∥U!t − V!t
∥∥≤ n

∥∥U!t − V!t
∥∥

︸ ︷︷ ︸
须估计此项!

exp(t(‖A‖ + ‖B‖))

(注: 由算子范数的性质,
∥∥U!t

∥∥ = ‖exp(−$t(A + B))‖ ≤ exp($t(‖A‖ + ‖B‖));
∥∥V!t

∥∥ ≤ ‖exp(−$tA)‖ ‖exp(−$tB)‖ ≤ exp($t ‖A‖) exp($t ‖B‖)).
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

‖U$t − V$t‖的估计:

U$t = I−(t(A+ B) + 1
2 ((t)2(A+ B)2 + O((t3)

U$t − V$t = I−(t(A+ B) + 1
2 ((t)2(A+ B)2 + O((t3)− [I−(tA+ 1

2 ((t)2A2 + O((t3)][I−(tB+
1
2 ((t)2B2 + O((t3)] = 1

2 ((t)2 (BA− AB)
︸ ︷︷ ︸
.
=[B,A](交换子)

+O((t3) = − 1
2 [A,B]((t)2 + O((t3)

⇒
∥∥∥Un

$t − Vn
$t

∥∥∥ ≤ n ‖U$t − V$t‖ exp(t(‖A‖+ ‖B‖)) 用n$t=t−−−−−→≤ 1
2 t(t exp(t(‖A‖+ ‖B‖)) ‖[A,B]‖+ tO((t)2 =

O((t)⇒ (1)得证:

lim
t=n$t

$t→0, n→∞

[exp(−(tA) exp(−(tB)]nu0 = u(t).

结论: 算子分裂法对常系数线性常微分方程组确实有效!

注意,上述就是 Lie群 Lie代数理论中关于指数映射的 Lie乘积公式: 设 A,B是 n阶 (复)方阵,则

exp(A+ B) = limm→∞
(
exp( A

m ) exp(
B
m )
)m

.将其推广到 Hilbert空间中某类无界算子,就称为 Trotter乘积公式. 由此

可定义量子力学中的路径积分. 参考: Gustafson, Stephen J.; Sigal, Israel Michael: Mathematical concepts of quantum

mechanics. Third edition. Universitext. Springer, Cham, 2020. (第 15.3节)
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

高维热方程的 Cauchy问题 ut = ∆u, u(0) = u0. 以二维空间为例

分裂的问题:



vt = vxx, v(0) = v0(x, y); (y是参数)

wt = wyy, w(0) = w0(x, y), (x是参数)

一维情形的 Poisson公式−−−−−−−−−−−−−→
Gt(x)= 1√

4πt
exp

(
− x2

4t

)





v(x, y, t) = S1t v0 =

∫
R Gt(x− ξ)v0(ξ, y) dξ

w(x, y, t) = S2t w0 =
∫
R Gt(y− η)w0(x, η) dη

Gt ∗ Gs = Gt+s, 即
∫

R
Gt(x− y)Gs(y) dy = Gt+s(x) ⇒

∫
R Gt(x− y)Gs(y− z) dy = Gt+s(x− z)

证: 用 Fourier变换, (Gt ∗ Gs)∧(ξ) = Ĝt(ξ)Ĝs(ξ) = e−ξ2te−ξ2s = e−ξ2(t+s) = (Gt+s)∧(ξ).

近似解 (请自己写出 n = 1, 2的情形,方便理解): [S2$tS1$t]
nu0 =

∫
R2n G$t(x− ξn)G$t(ξn − ξn−1) · · ·G$t(ξ2 −

ξ1)G$t(y− ηn)G$t(ηn − ηn−1) · · ·G$t(η2 − η1)u0(ξ1, η1) dξn · · · dξ1dηn · · · dη1 =
∫
R2 Gn$t(x− ξ1)Gn$t(y− η1)u0(ξ1, η1) dξ1dη1 =

∫
R2

(
1√
4πt

)2
exp

(
− (x−ξ)2+(y−η)2

4t

)
u0(ξ, η) dξdη

.
= Gt ∗ u0,这

里 Gt(x, y) =
(

1√
4πt

)2
exp

(
− x2+y2

4t

)

由于近似解与 n和(t无关,可猜测解就是 u(x, y, t) = Gt ∗ u0. 当 u0 ∈ L∞ ∩ L1(R2)时可直接验证.

结论: 算子分裂法对热方程 Cauchy问题适用. (其他方法: 高维 Fourier变换;自相似解或基本解;梯度流或欧拉

法)

一般情形 Poisson公式: u(x, t) = Gt ∗ u0(x) =
(

1√
4πt

)n ∫
Rn exp

(
− |x−y|2

4t

)
u0(y) dy.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

非齐次热方程的齐次初值问题
目标问题 (♦):





ut(x, t) = a2∆u(x, t) + f(x, t), x ∈ Rn, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, x ∈ Rn.

齐次化原理—考虑无限个齐次方程的 Cauchy问题:

设 w(x, t; s), ∀t ≥ s (s ≥ 0是参数)是





∂tw(x, t; s)− a2∆xw(x, t; s) = 0, x ∈ Rn, t > s,

w(x, s; s) = f(x, s), x ∈ Rn
的经典解,则

u(x, t) .
=
∫ t
0 w(x, t; s) ds是 (♦)的经典解. 证明: 含参变量积分求导.

由 Poisson公式,作时间平移 t → t− s,得到 w(x, t; s) = [Gt−s(·) ∗ f(·, s)](x) =
∫
Rn Gt−s(x− y)f(y, s) dy.于是 (♦)

的形式解是 u(x, t) =
∫ t

0

∫

Rn
Gt−s(x− y)f(y, s) dy ds =

∫ t

0

1
(4πa2(t− s))n/2

∫

Rn
e−

|x−y|2

4a2(t−s) f(y, s) dyds.

结论: 初值问题





ut(x, t) = a2∆u(x, t) + f(x, t), x ∈ Rn, t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Rn
的解具有形式

u(x, t) =
∫
Rn

1
(4πa2t)n/2 e

− |x−y|2

4a2 t φ(y) dy+
∫ t
0

1
(4πa2(t−s))n/2

∫
Rn e

− |x−y|2

4a2(t−s) f(y, s) dyds.
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再次复习: 含参量反常积分的性质
复习含参量反常积分的性质 (华东师大《数学分析》(第四版)下册定理 19.10, 19.11, p.196)

连续性: 设 f(x, y)在 I× [c,+∞)上连续,若含参反常积分 Φ(x) =
∫∞
c f(x, y) dy在 I上一致收敛,则 Φ(x)在 I

上连续.

可微性: 设 f(x, y)与 fx(x, y)在区域 I× [c,+∞)上连续,若 Φ(x) =
∫∞
c f(x, y) dy在 I上收敛,

∫∞
c fx(x, y) dy在

I上一致收敛,则 Φ(x)在 I上可微,且 Φ′(x) =
∫∞
c fx(x, y) dy.

一致收敛 (p. 193): 设 f(x, y)是定义在无界区域 R = I× [c,∞)上的函数,其中 I是一个区间,若对每一个固定

的 x ∈ I,反常积分 Φ(x) .
=
∫∞
c f(x, y) dy都收敛,就称之为含参反常积分. 若对任意 ε > 0,存在常数M > c,使

得对任意的 A1,A2 > M,对一切 x ∈ I,都有
∣∣∣
∫ A2
A1

f(x, y) dy
∣∣∣ < ε,就称含参反常积分

∫∞
c fx(x, y) dy在 I上一致

收敛到 Φ(x).

优函数判别法: 设存在函数 g(y),使得 |f(x, y)| ≤ g(y), ∀(x, y) ∈ I× [c,+∞),且
∫∞
c g(y) dy收敛,则

∫∞
c f(x, y) dy在 I上一致收敛.

注意: 实际应用中, x, y都是多元的,一致收敛等概念要对应推广,证明对应作修改,但没有本质的区别. 由于连续

和可微是局部性质,可要求 I是个含有内点的紧集. 对瑕积分有类似结论.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

齐次热方程 Cuachy问题解的存在性定理 (有界连续初值情形): 考虑初值问

题





ut(x, t) = a2∆u(x, t), x ∈ Rn, t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Rn,
设 φ(x) ∈ C ∩ L∞(Rn),那么

u(x, t) =
∫
Rn

1
(4πa2t)n/2 e

− |x−y|2

4a2t φ(y) dy是 Rn × (0,+∞)上的 C∞函数,且满足齐次
热方程. 进一步,还成立 u ∈ C(Rn × [0,+∞))且 u(x, 0) = φ(x).

证明: 关键点—变量替换得到

u(x, t) =
∫
Rn

1
(4πa2t)n/2 e

− |x−y|2

4a2t φ(y) dy = π−
n
2
∫
Rn φ(x− 2ay

√
t)e−|y|2 dy;结合含参量

反常积分的可微性 (用前一表达式,判定被积函数求导后反常积分是否一致收
敛,找可积优函数),以及含参量反常积分的连续性 (用后一表达式,找可积优函
数).
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

任取 0 < T1 < T2 < +∞及 R > 0,设 |x| ≤ R, T1 ≤ t ≤ T2. 对任意多重指标
α = (α0,α1, · · · ,αn),记 ∂α = ∂α0+α1+···+αn

∂tα0∂xα1
1 ···∂xαn

n
,那么

∫
Rn φ(y)∂α

[( 1
4a2πt

) n
2 exp

(
− |x−y|2

4a2t

)]
dy =

∫
Rn φ(y)Pα(x− y, 1√

t) exp
(
− |x−y|2

4a2t

)
dy =

∫
Rn φ(x− y)Pα(y, 1√

t) exp
(
− |y|2

4a2t

)
dy,

这里 Pα(y, 1√
t)是 y和 1/

√
t的多项式,次数和系数都只与 α和 n有关. 记 |Pα|

为 |y|, 1/
√
t的多项式,其系数为 Pα中相应系数的绝对值,而且将 Pα中的形如

yβ 的因子用 |y||β|取代. 于是,成立
∣∣∣φ(x− y)Pα(y, 1√

t) exp
(
− |y|2

4a2t

)∣∣∣ ≤

M|Pα|(|y|, 1√
T1
) exp

{
− |y|2

4a2T2

}
.
= h(y) ∈ L1(Rn). 这里 M = ‖φ‖L∞ . 于是求导后含

参反常积分一致收敛⇒ u ∈ C∞(Rn × (T1, T2)) ⇒ u ∈ C∞(Rn × (0,+∞)).
直接计算⇒ Gauss核满足热方程: ∂tGt(x)− a2∆Gt(x) = 0 ⇒ u(x, t)在
Rn × (0,+∞)上满足齐次热方程.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

满足初值条件且有界: 设 φ ∈ C(Rn)且有界 M,则含参反常积分
u(x, t) = π−

n
2
∫
Rn φ(x− 2ay

√
t)e−|y|2 dy在 Rn × [0,+∞)上一致收敛. 所以

u ∈ C(Rn × [0,+∞)). 又显然成立 |u(x, t)| ≤ M .
= ‖φ‖L∞(Rn) , ∀x ∈ Rn, t ≥ 0.

(有界解!)
优函数:

∣∣∣φ(x− 2ay
√
t)e−|y|2

∣∣∣ ≤ M exp{−|y|2} .
= h(y). 注意 h(y) ∈ L1(Rn)就是

优函数.

满足初值: 若 φ ∈ C(Rn) ∩ L∞(Rn),可直接用 Lebesgue控制收敛定理证明
limt→0+ u(x, t) = φ(x).
控制函数是上述 h(y).由 φ的连续性,固定 y时
limt→0+ φ(x− 2ay

√
t)e−|y|2 = φ(x)e−|y|2 ,注意到 π−

n
2
∫
Rn e−|y|2 dy = 1,从而

limt→0+ u(x, t) = φ(x).
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

也可以用极限的 ε− δ定义,证明: 若 φ ∈ C ∩ L∞(Rn),则对任意的 x ∈ Rn,
t → 0+时, u(x, t)收敛到 φ(x). 进一步,如果 φ(x)一致连续,则 u(·, t)也一致收
敛到 φ. (习题!)

袁海荣 偏微分方程 2022年 12月 8日 28 / 44



Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

Gauss核 Gt(x) = Φ(x, t) .
= 1

(4πa2t)n/2 e
− |x|2

4a2t 是问题




Φt − a2∆Φ = 0, x ∈ Rn, t > 0,

Φ = δ0, Rn × {t = 0}
的 Green函数,其中 δ0是 Rn中在原点的

Dirac测度.
按照定义,要证明 limt→0+

∫
Rn Φ(y, t)φ(y) dy = φ(0).由于 Φ(x, t) = Φ(−x, t),这就是要求

limt→0+ u(0, t) = limt→0+
∫
Rn Φ(−y, t)φ(y) dy = φ(0),对此上面已经证明,故结论成立.

这表明,信号 (扰动)的无限传播速度

意义: 用 C∞函数近似有界连续函数 φ(x) (C∞(Rn)在 C ∩ L∞(Rn)中稠
密); 刻画 Brown运动的概率密度函数
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

定理 (非齐次热方程初值问题经典解的存在性)

设 f ∈ C2,1
x,t (Rn × [0,+∞))且具有紧支集,则函数

u(x, t) =
∫ t

0

1
(4πa2(t− s))n/2

∫

Rn
e−

|x−y|2

4a2(t−s) f(y, s) dyds

满足:

i) u ∈ C2,1
x,t (Rn × (0,+∞));

ii) ut(x, t)− a2∆u(x, t) = f(x, t), ∀x ∈ Rn, t > 0;

iii) lim(x,t)→(x0,0),x∈Rn,t>0 u(x, t) = 0.

难点: 关于 y的积分是无界区域上反常积分;关于 s的积分是瑕积分.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

由于 f有紧的支集,上述定义 u(x, t)的含参积分中,关于 y的积分不是反常积
分,换元 z = (x− y)/

√
4a2(t− s)得到关于 s的积分也不是瑕积分:

u(x, t) =
∫ t
0
∫
Rn Φ(y, s)f(x− y, t− s) dyds =

π−n/2 ∫ t
0
∫
Rn e−|y|2f(x−

√
4a2(t− s)y, t− s) dyds. 由此直接用含参积分求导公式,

可得到 ut(x, t) =
∫ t
0
∫
Rn Φ(y, s)ft(x− y, t− s) dyds+

∫
Rn Φ(y, t)f(x− y, 0) dy,以及

对 i, j = 1, · · · , n, uxixj(x, t) =
∫ t
0
∫
Rn Φ(y, s)fxixj(x− y, t− s) dyds. 由含参积分的

连续性,可知 ut,D2
xu,以及 u,Dxu ∈ C(Rn × (0,+∞)). 于是

ut(x, t)−a2∆u(x, t) =
∫ t
0
∫
Rn Φ(y, s)

[
(∂t−a2∆x)f(x−y, t−s)

]
dyds+

∫
Rn Φ(y, t)f(x−

y, 0) dy =
∫ t
τ

∫
Rn Φ(y, s)

[
(−∂s − a2∆y)f(x− y, t− s)

]
dyds+

∫ τ
0
∫
Rn Φ(y, s)

[
(−∂s −

a2∆y)f(x− y, t− s)
]
dyds+

∫
Rn Φ(y, t)f(x− y, 0) dy .

= Iτ + Jτ + K.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

由于对任意 s > 0,
∫
Rn Φ(y, s) dy = 1 (习题),故

|Jτ | ≤
(
‖ft‖L∞ +

∥∥D2f
∥∥
L∞
) ∫ τ

0
∫
Rn Φ(y, s) dyds ≤ Cτ.利用分部积分,我们有

Iτ =
∫ t
τ

∫
Rn

[( ∂

∂s
− a2∆y

)
Φ(y, s)

︸ ︷︷ ︸
=0

]
f(x− y, t− s) dyds+

∫
Rn Φ(y, τ)f(x− y, t−

τ) dy−
∫
Rn Φ(y, t)f(x− y, 0) dy =

∫
Rn Φ(y, τ)f(x− y, t− τ) dy− K. 故对 x ∈ Rn,

t > 0,有 ut(x, t)− a2∆u(x, t) = limτ→0
∫
Rn Φ(y, τ)f(x− y, t− τ) dy = f(x, t). 这里

最后的极限可用 ε− δ方法证明.
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Fourier变换 算子分裂法 齐次化原理和 Poisson公式 经典解的存在性定理 (I) 经典解的存在性定理 (II) 例和习题 阅读和作业

事实上,
∣∣∫

Rn Φ(y, τ)f(x− y, t− τ) dy− f(x, t)
∣∣ ≤

∫
Rn Φ(y, τ)|f(x− y, t− τ)− f(x, t)| dy =

1
πn/2

∫
Rn e−|ξ|2

∣∣∣f(x− ξ
√
4a2τ , t− τ)− f(x, t)

∣∣∣ dξ ≤
2‖f‖L∞
πn/2

∫
|ξ|>h e

−|ξ|2 dξ + 1
πn/2

∫
|ξ|≤h e

−|ξ|2
∣∣∣f(x− ξ

√
4a2τ , t− τ)− f(x, t)

∣∣∣ dξ. 对任意
ε > 0,取定充分大的 h使得前一项 ≤ ε/2,在后一项中,由 f的连续性,当 τ 充
分小时 ≤ ε/2,得证. (也可以直接用控制收敛定理证明.)

注意 |u(x, t)| ≤
∫ t
0
∫
Rn Φ(y, s)|f(x− y, t− s)| dyds ≤ t ‖f‖L∞ → 0 (当 t → 0+时),

所以性质 iii)成立.
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注意: 以下对自由项和解附加指数增长性条件后,讨论 Cauchy问题解的存在性.

齐次热方程 Cuachy问题解的存在性定理 (增长条件情形): 考虑初值问题





ut(x, t) = a2∆u(x, t), x ∈ Rn, t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Rn,
设 φ(x) ∈ C(Rn)且满

足 增长性条件: 存在非负常数M, r使得 |φ(x)| ≤ Mer|x|
2
, ∀x ∈ Rn , (!) 那么 u(x, t) =

∫
Rn

1
(4πa2 t)n/2

e
− |x−y|2

4a2 t φ(y) dy是 Rn × (0, T0)上的 C∞ 函数,

且满足齐次热方程. 这里 T0 = 1/(4a2r). 进一步,还成立 u ∈ C(Rn × [0, T0))且 u(x, 0) = φ(x). (注意: 存在时长 T0 只和 r有关,与 M无关)

证明: 关键点—变量替换得到 u(x, t) =
∫
Rn

1
(4πa2 t)n/2

e
− |x−y|2

4a2 t φ(y) dy = π
− n

2
∫
Rn φ(x − 2ay

√
t)e−|y|2 dy+含参量反常积分的可微性 (用前一表达式,

判定被积函数求导后反常积分是否一致收敛,找可积优函数)+含参量反常积分的连续性 (用后一表达式,找可积优函数)

任取 0 < T1 < T2 < T0 及 R > 0,设 |x| ≤ R, T1 ≤ t ≤ T2. 对任意多重指标 α = (α0,α1, · · · ,αn),记 ∂α = ∂α0+α1+···+αn
∂tα0∂x

α1
1 ···∂xαnn

,那么

∫
Rn φ(y)∂α

[(
1

4a2πt

) n
2 exp

(
− |x−y|2

4a2 t

)]
dy =

∫
Rn φ(y)Pα(x − y, 1√

t ) exp

(
− |x−y|2

4a2 t

)
dy =

∫
Rn φ(x − y)Pα(y, 1√

t ) exp

(
− |y|2

4a2 t

)
dy,这里

Pα(y, 1√
t )是 y和 1/

√
t的多项式,次数和系数都只与 α和 n有关. 记 |Pα|为 |y|, 1/

√
t的多项式,其系数为 Pα 中相应系数的绝对值,而且将 Pα 中的形

如 yβ 的因子用 |y||β| 取代. 于是,成立
∣∣∣∣φ(x − y)Pα(y, 1√

t ) exp

(
− |y|2

4a2 t

)∣∣∣∣ ≤ M|Pα|(|y|, 1√
T1

) exp

{
r|x − y|2 − |y|2

4a2T2

}
. 对于任意 ε > 0,成立

|x − y|2 = |x|2 + |y|2 − 2x · y ≤ |x|2 + |y|2 + ε|y|2 + 1
ε |x|

2 = (1 + ε)|y|2 + (1 + 1
ε )|x|

2,于是,取 ε > 0充分小使得
−σ

.
= r(1 + ε) − 1

4a2T2
< 0, (这就是取 T0 = 1/(4a2r)的原因; r = 0情形更简单,稍修改即成立,)则

∣∣∣∣φ(x − y)Pα(y, 1√
t ) exp

(
− |y|2

4a2 t

)∣∣∣∣ ≤ Mer(1+ε−1)|x|2 |Pα|(|y|, 1√
T1

) exp

{(
r(1 + ε) − 1

4a2T2

)
|y|2

}
≤ H|Pα|(|y|, 1√

T1
)e−σ|y|2 .

= h(y),其

中 H = Mer(1+ε−1)|R|2 . 注意到 h(y) ∈ L1(Rn),可知求导后含参反常积分一致收敛⇒ u ∈ C∞(Rn × (T1, T2)).
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复习: 热方程 Cauchy问题解的比较原理
Cauchy问题 (+): x ∈ Rn, t ≥ 0; ut − a2∆u = f(x, t); u(x, 0) = φ(x).

自由项的增长性条件: 存在非负常数 M1, r1 使得 |φ(x)| ≤ M1er1|x|
2
, ∀x ∈ Rn;存在非负常数 M2, r2 使得

|f(x, t)| ≤ M2er2|x|
2 , ∀x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T.

解的增长条件 : 存在非负常数 M, r使得 |u(x, t)| ≤ Mer|x|2 , ∀x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T.

比较原理 : 设函数 u(x, t) ∈ C(Rn × [0, T])满足增长条件,且 ut − a2∆u ≥ 0, u(x, 0) ≥ 0, ∀x ∈ Rn, t ∈ (0, T],那

么 u(x, t) ≥ 0, ∀(x, t) ∈ Rn × (0, T].

推论— Cauchy问题满足增长条件的经典解的唯一性 : 设 u(x, t) ∈ C(Rn × [0, T])是 Cauchy问题

x ∈ Rn, t ≥ 0; ut − a2∆u = 0; u(x, 0) = 0的经典解,满足增长条件,则 u ≡ 0.

推论— Cauchy问题满足增长条件的经典解的最大模估计 : 设 u(x, t) ∈ C(Rn × [0, T])是 Cauchy问题 (+)的经典

解,则对任意 (x, t) ∈ Rn × [0, T0],其中 T0 > 0满足 4a2T0 max{r1, r2} < 1,成立不等式

|u(x, t)| ≤ M1(1− 4r1a2t)−
n
2 exp

{
r1|x|2

1−4r1a2t

}
+M2

∫ t
0

(
1− 4r2a2(t− τ)

)− n
2 exp

{
r2|x|2

1−4r2a2(t−τ)

}
dτ .

推论: 当 r1 = r2 = 0时,有 |u(x, t)| ≤ supx∈Rn |φ(x)|+ t sup(x,s)∈Rn×[0,t] |f(x, s)|, ∀(x, t) ∈ Rn × [0, T].
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方程和初值的验证

直接计算⇒ Gauss核满足热方程: ∂tGt(x)− a2∆Gt(x) = 0 ⇒ u(x, t)在 Rn × (0, T0]上满足齐次热方程.

满足初值条件: 设 φ ∈ C(Rn)满足增长性条件,则含参反常积分 u(x, t) = π− n
2
∫
Rn φ(x− 2ay

√
t)e−|y|2 dy在

{(x, t) : |x| ≤ R, 0 ≤ t ≤ T1}上一致收敛,其中 R > 0, T1 ∈ (0, 1/(8ra2))任意取定.

优函数:
∣∣∣φ(x− 2ay

√
t)e−|y|2

∣∣∣ ≤ M exp{r|x− 2ay
√
t|2 − |y|2} ≤ M exp{2r|x|2 + 8a2rt|y|2 − |y|2} ≤

Me2rR2
exp{(8ra2T1 − 1)|y|2} = Me2rR2

exp{−σ|y|2} .
= h(y),其中 −σ = 8ra2T1 − 1 < 0. 注意 h(y) ∈ L1(Rn)就

是优函数.

初值 φ ∈ C(Rn) ∩ L∞(Rn)时整体解存在性: 由解的最大模估计, u(x, t)当 0 ≤ t ≤ T0 时仍连续有界,故满足与

(!)类似的增长性条件 (其中取 M = ‖φ‖L∞ ,但 r = 0). 以 u(x, T0)为初值在 [T0, 2T0]上求解,以 u(x, 2T0)为初

值在 [2T0, 3T0]上求解⋯⋯⇒ u(x, t)在 Rn × [0,∞)上有定义且满足齐次热方程. (或直接利用 Poisson公式在 [0,∞)上的

有效性.)
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非齐次热方程齐次 Cauchy问题经典解的存在性
非齐次热方程齐次初值问题解的存在性定理: 考虑初值问题




vt(x, t) = a2∆v(x, t) + f(x, t), x ∈ Rn, T ≥ t ≥ 0,

v(x, 0) = 0, x ∈ Rn,
设 f(x, t),Dxf(x, t) ∈ C(Rn × [0, T])且满足增长性条件: 存在

非负常数 M, r使得 |f(x, t)|+ |Dxf(x, t)| ≤ Mer|x|2 , ∀x ∈ Rn, t ∈ [0, T],

置v(x, t) .
=
∫ t
0

(
1

4a2π(t−τ)

) n
2 ∫

Rn f(y, τ)e
− |x−y|2

4a2(t−τ) dy dτ = π− n
2
∫ t
0

∫
Rn f(x− 2ay

√
t− τ , τ)e−|y|2 dydτ ,那么

vt,Dxv,D2
xv ∈ C(Rn × (0, T0)),且满足非齐次热方程. 这里 T0 = min{1/(8a2r), T}. 此外,还成立

v ∈ C(Rn × [0, T0))且 v(x, 0) = 0.

v ∈ C(Rn × [0, T0))且 v(x, 0) = 0的证明与前面类似. (利用

|f(x− 2ay
√
t− τ , τ)|e−|y|2 ≤ Me2r|x|2 e(8a2r(t−τ)−1)|y|2 ,而 8a2r(t− τ)− 1 ≤ 8a2rt− 1 < 8a2rT0 − 1 < 0,用

Lebesgue控制收敛定理.)

可微性的关键点: 对 Poisson公式作参变量求导时,利用了 Gauss核的正则性;但这里积分核带有奇性因子

(1/
√
t− τ)n,不能用第一个表达式. 如果要用第二个表达式,就必须要求 f(x, t)关于 x连续可导,先把一阶导数转

化到 f上,再利用 f(x− 2ay
√
t− τ , τ)中 x与 y的对称性,利用分部积分转化到 e−|y|2 上.
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v(x, t) = π− n
2
∫ t
0

∫
Rn f(x− 2ay

√
t− τ , τ)e−|y|2 dydτ 形式上用 (变积分限)含参积分求导公式,得到

∂v
∂t (x, t) = f(x, t)−

∫ t
0

adτ
π

n
2
√
t−τ

∫
Rn〈Dxf(x− 2ay

√
t− τ , τ), y〉e−|y|2 dy;

∂v
∂xj

(x, t) = π− n
2
∫ t
0

∫
Rn

∂
∂xj

f(x− 2ay
√
t− τ , τ)e−|y|2 dydτ 分部积分−−−−−−−−−−−−→

∂f
∂yj

= ∂f
∂xj

·(−2a
√
t−τ)

= −π− n
2

2a

∫ t
0

1√
t−τ

∫
Rn

∂
∂yj

f(x−

2ay
√
t− τ , τ)e−|y|2 dydτ = −

∫ t
0

dτ
aπ

n
2
√
t−τ

∫
Rn f(x− 2ay

√
t− τ , τ)yje−|y|2 dy, j = 1, · · · , n;

∂2v
∂xj∂xk

(x, t) = −
∫ t
0

dτ
aπ

n
2
√
t−τ

∫
Rn

∂f
∂xk

(x− 2ay
√
t− τ , τ)yje−|y|2 dy, j, k = 1, · · · , n;

(如果再作分部积分,将会出现不收敛的瑕积分
∫ t
0

dτ
t−τ . 所以不能把 f关于 x的导数都搬到 e−|y|2 上去.)

利用增长条件,不难验证上述形式计算式最右边的表达式都是收敛的积分;

由第一式和第三式右端,直接看出,如果能证明上述式子,就有 vt − a2∆v = f.

证明 ∂v
∂t (x, t) = f(x, t)−

∫ t
0

adτ
π

n
2
√
t−τ

∫
Rn〈Dxf(x− 2ay

√
t− τ , τ), y〉e−|y|2 dy. (第二、三式证明的思路类似,但细节较为复杂,略去)

取定 (x, t) ∈ Rn × (0, T0/2],给出证明. 然后利用最大模估计,延拓到 (T0/2, T0], [T0, 3
2 T0], · · ·

取 h 0= 0充分小,则 v(x,t+h)−v(x,t)
h = I1 + I2,其中 (按 h > 0的情形来写;对于 h < 0,为保证开方有意义,要适当修

改) I1 = 1
h
∫ t+h
t

dτ

π
n
2

∫
Rn f(x − 2ay

√
t + h − τ , τ)e−|y|2 dy; I2 =

∫ t
0

dτ

π
n
2

∫
Rn

1
h

[
f(x − 2ay

√
t + h − τ , τ) − f(x − 2ay

√
t − τ , τ)

]
e−|y|2 dy

目的: 证明 limh→0 I1 = f(x, t), limh→0 I2 = −π
− n

2
∫ t
0
∫
Rn
〈
Dxf(x − 2ay

√
t − τ , τ), ay√

t−τ

〉
e−|y|2 dydτ.

当 f(x, t)有界时 (即 r = 0),利用 Cauchy问题解的最大模估计,可延拓解的存在范围到 t ∈ [0,∞).
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关于 I1: 变量替换

s = t+h−τ⇒ I1
.
= 1

h

∫ t+h
t

dτ
π

n
2

∫
Rn f(x−2ay

√
t+ h− τ , τ)e−|y|2 dy = 1

h

∫ h
0

dτ
π

n
2

∫
Rn f(x−2ay

√
s, t+h− s)e−|y|2 dy.

置 g(x, t; h, s) .
= 1

π
n
2

∫
Rn f(x− 2ay

√
s, t+ h− s)e−|y|2 dy,其中 s ∈ [0, h] (注意 h > 0的假设). 对固定的 (x, t),找

控制函数
∣∣∣f(x− 2ay

√
s, t+ h− s)e−|y|2

∣∣∣ ≤ Me2r|x|2 e(8a2rs−1)|y|2 ,而当 0 < s < T0 ≤ 1/(8a2r)时后者可积,且对固

定的 x, y, t,当 h → 0 (从而 s → 0)时 f(x− 2ay
√
s, t+ h− s)e−|y|2 → f(x, t)e−|y|2 ,由 Lebesgue控制收敛定理,

limh→0 g(x, t; h, s) = 1
π

n
2

∫
Rn f(x, t)e−|y|2 dy = f(x, t). 于是利用极限的 ε− δ语言,可知

limh→0 I1 = limh→0
1
h

∫ h
0 g(x, t; h, s) ds = f(x, t).

关于 I2: Lagrange中值定理⇒I2
.
=
∫ t
0

dτ
π

n
2

∫
Rn

1
h

[
f(x− 2ay

√
t+ h− τ , τ)− f(x− 2ay

√
t− τ , τ)

]
e−|y|2 dy =

π− n
2
∫ t
0

∫
Rn

〈
Dxf(x− 2ay

√
t+ θh− τ , τ), − ay√

t+θh−τ

〉
e−|y|2 dydτ (注意 θ ∈ (0, 1), h > 0,所以对 τ ∈ [0, t]作积

分时,被积表达式有意义). 显然对固定的 (x, y, t, τ),当 h → 0时被积函数〈
Dxf(x− 2ay

√
t+ θh− τ , τ), − ay√

t+θh−τ

〉
e−|y|2 → −

〈
Dxf(x− 2ay

√
t− τ , τ), ay√

t−τ

〉
e−|y|2 . 再看控制函数,由

增长性条件,∣∣∣
〈
Dxf(x− 2ay

√
t+ θh− τ , τ), − ay√

t+θh−τ

〉
e−|y|2

∣∣∣ ≤ Me2r|x|2+(8ra2t−1)|y|2 |y|√
t−τ

≤ Cx,t,r,a,Me−σ|y|2 1√
t−τ
关于

(y, τ) ∈ Rn × [0, t]可积,其中 σ > 0. 从而由 Lebesgue控制收敛定理,
limh→0 I2 = −π− n

2
∫ t
0

∫
Rn

〈
Dxf(x− 2ay

√
t− τ , τ), ay√

t−τ

〉
e−|y|2 dydτ.

h < 0情形的验证: 习题.
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热方程 Cauchy问题经典解的存在性: 增长条件情形

定解问题 (♥):





ut(x, t) = a2∆u(x, t) + f(x, t), x ∈ Rn, T ≥ t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Rn.

定义 (经典解): 设函数 u(x, t) ∈ C(Rn × [0, T))具有如下性质: i)正则性:

ut(x, t),Du(x, t),D2u(x, t) ∈ C(Rn × (0, T)); ii)在 Rn × (0, T)上满足 (♥)中的方程; iii) u(x, 0) = φ(x), ∀x ∈ Rn,

就称 u是定解问题 (♥)的一个 经典解.

解的存在性定理: 设初值 φ(x) ∈ C(Rn)满足增长性条件: 存在非负常数 M, r使得 |φ(x)| ≤ Mer|x|2 ,自由项

f ∈ C(Rn × [0, T))满足 Dxf(x, t) ∈ C(Rn × [0, T)),以及增长性条件: 存在非负常数 M, r使得

|f(x, t)|+ |Dxf(x, t)| ≤ Mer|x|2 , ∀x ∈ Rn, t ∈ [0, T),则定解问题 (♥)在存在唯一的满足增长性条件的经典解 u(x, t),

其中 x ∈ Rn, 0 ≤ t ≤ T0
.
= min{1/(8a2r), T}. (如果 r = 0,则 T0 = T.)

u(x, t) =
∫
Rn

1
(4πa2t)n/2 e

− |x−y|2

4a2 t φ(y) dy+
∫ t
0

1
(4πa2(t−s))n/2

∫
Rn e

− |x−y|2

4a2(t−s) f(y, s) dyds.
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例 (解的衰减): 对初值问题





ut(x, t) = a2∆u(x, t), x ∈ Rn, t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Rn,
设 φ(x) ∈ C(Rn) ∩ L1(Rn) ∩ L∞(Rn),证明:

‖u(·, t)‖L∞(Rn) = O(t−
n
2 ), (t → ∞).

证明: 根据 Poisson公式, |u(x, t)| =
∣∣∣∣

1
(4πa2t)

n
2

∫
Rn φ(y)e−

|x−y|2

4a2 t dy
∣∣∣∣ ≤

1
(4πa2t)

n
2

∫
Rn |φ(y)| dy = ‖φ‖L1(Rn) (4πa2t)

− n
2 .

习题 1.证明: Gauss核 Φ(x, t) =






1
(4πt)n/2 e

− |x|2
4t , (x ∈ Rn, t > 0),

0, (x ∈ Rn, t < 0)
满足: 对任意 t > 0,成立

∫
Rn Φ(x, t) dx = 1.
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Black-Scholes期权定价公式
问题: 在 0 ≤ S < ∞, 0 ≤ t ≤ T上求解定解问题: (请复习第六讲,了解建模过程. 这里 σ, r,K都是常数.)

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2

∂2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0, V|t=T =

{
(S − K)+, (看涨期权)

(K − S)+, (看跌期权)
V|S=0 =

{
0, (看涨期权)

K. (看跌期权)

第一步: 自变量代换. 置 x .
= ln S, τ

.
= T − t,原问题化为如下常系数抛物型方程的 Cauchy问题: (注意,记号 u(x)+ .

= max{u(x), 0})

(♦)
∂V

∂τ
−

1

2
σ2 ∂

2V

∂x2
−
(
r −

σ2

2

)
∂V

∂x
+ rV = 0, V|τ=0 =

{
(ex − K)+, (看涨期权)

(K − ex)+. (看跌期权)

第二步: 未知函数变换. 置 V .
= ueατ+βx ,选取适当的 α和 β,使得上述方程转化为热传导方程. 由于

Vτ = eατ+βx [uτ + αu] , Vx = eατ+βx [ux + βu] , Vxx = eατ+βx
[
uxx + 2βux + β2u

]
,代入 (♦) ⇒

uτ − σ2
2 uxx −

[
βσ2 + r − σ2

2

]
ux +

[
r − β

(
r − σ2

2

)
− σ2

2 β2 + α

]
u = 0.为了让 βσ2 + r − σ2

2 = 0,要取 β = 1
2 − r

σ2 .为了让 u的系数为 0,需

要 α = −r + β

(
r − σ2

2

)
+ σ2

2 β2 = −r − 1
2σ2

(
r − σ2

2

)2
⇒

∂u

∂τ
−

σ2

2

∂2u

∂x2
= 0. 初值变为 (以看涨期权为例)

u|τ=0 = e−βx V|τ=0 = e−βx (ex − K
)+ " ϕ(x).

第三步: Poisson公式⇒ u(x, τ) =
∫+∞
−∞

1
σ
√

2πτ
e
− (x−ξ)2

2σ2τ
[
e−βξ

(
eξ − K

)+]
dξ =

∫+∞
ln K

1
σ
√

2πτ
e
− (x−ξ)2

2σ2τ
[
e(1−β)ξ − Ke−βξ

]
dξ,其

中 β = − 1
σ2

(
r − σ2

2

)
.
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第四步: 回到原未知量. V(x, τ) = e
−rτ− 1

2σ2 (r−σ2
2 )2τ− 1

σ2 (r−σ2
2 )x

u(x, τ) .
= I1 + I2,

I1 =
1

σ
√
2πτ

∫ +∞

ln K
exp

[
−

(x − ξ)2

2στ
+

( 1

2
+

r

σ2

)
ξ − rτ −

τ + 2x

2σ2

(
r −

σ2

2

)]
dξ

=
1

σ
√
2πτ

∫ +∞

ln K
exp





−

(x − ξ)2

2στ
+

τ(σ2 + 2r)ξ

2σ2τ
−

2σ2τ2r

2σ2τ
−

[
τ

(
r − σ2

2

)]2

2σ2τ
−

τ(2r − σ2)x

2σ2τ





dξ

=
1

σ
√
2πτ

∫ +∞

ln K
exp





−

(x − ξ)2

2στ
+

(σ2 + 2r)τ(ξ − x)

2σ2τ
+ x −

[
τ

(
r + σ2

2

)]2

2σ2τ





dξ

=
ex

σ
√
2πτ

∫ +∞

ln K
exp





−

[
x − ξ + τ

(
r + σ2

2

)]2

2σ2τ





dξ =

ex

σ
√
2πτ

∫ x−ln K+
(
r+σ2

τ

)

−∞
e
− 1

2

(
η√
τσ

)2

dη

(
令 η

.
= x − ξ +

(
r +

σ2

2

))

记 N(x) .
= 1√

2π

∫ x
−∞ e−

s2
2 ds 为标准正态分布的概率分布函数,则 I1 = exN




x−ln K+

(
r+σ2

2

)
τ

σ
√

τ



 .同理 I2 = −Ke−rτN




x−ln K+

(
r−σ2

2

)
τ

σ
√

τ



 .

第五步: 回到原自变量 (S, t),则 V(S, t) = SN




ln S−ln K+

(
r+σ2

2

)
(T−t)

σ
√

T−t



−Ke−r(T−t)N




ln S−ln K+

(
r−σ2

2

)
(T−t)

σ
√

T−t



 . (Black-Scholes期权定价公式)
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

正如积分线性偏微分方程的最有成效的方法并非靠发展这个问题中的一般概念,而是从处理特殊的

物理问题得出的,所以看来非线性偏微分方程理论也最好是通过对一个特殊的物理问题作深入的、考虑到

所有附加条件的处理来得到,而且实际上,一个特殊问题的求解,它构成本文的对象,需要新的方法和观念,

它们也很可能在普遍的问题中发挥作用.

—《论有限振幅平面空气波的传播》(1860年发表)

—黎曼 (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826年 9月 20日—1866年 7月 20日)

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Riemann/
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

学习要点

熟练掌握一维波动方程的通解,会应用通解求解 Cauchy问题、半有界弦初边
值问题、中心球面波、Goursat问题等典型问题

理解行波的概念、波的相互作用及其物理意义

熟练掌握一维波动方程的有限传播速度性质

熟练掌握齐次化原理
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

一维齐次波动方程的 Cauchy问题: d’Alembert公式
典型问题—区域: −∞ < x < +∞, t > 0;方程: utt − a2uxx = 0;初值条件:
u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x).
复习—特征线方法: 只依赖于两个自变量 (x, y)的二阶线性 PDE

a11(x, y)uxx(x, y) + 2a12(x, y)uxy(x, y) + a22(x, y)uyy(x, y)

+ b1(x, y)ux(x, y) + b2(x, y)uy(x, y) + c(x, y)u(x, y) = f(x, y).

特征方程 : a11(x, y)dy2 − 2a12(x, y)dxdy+ a22(x, y)dx2 = 0 .
双曲型方程: a11a22 − a212 < 0 ⇒ 特征方程有两个独立的首次积分 λ(x, y), µ(x, y).
特征曲线: 固定 c1, c2 ∈ R,称平面曲线 λ(x, y) = c1和 µ(x, y) = c2为上述 PDE的特征线.
标准形: 通过自变量的变换 ξ = λ(x, y), η = µ(x, y),可将上述 PDE化为标准形
2uξη +低阶项 = ĝ(ξ, η).
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

一维波动方程的特征线—第一族: ξ = x− at;第二族: η = x+ at. 标准
形: uξη = 0 ⇒ u(ξ, η) = F(ξ) + G(η).

⇒ u(x, t) = F(x− at) + G(x+ at) (物理意义: 右行和左行行波 (travelling
wave); a > 0 –波速; F,G –波形).

寻找 F, G满足初始条
件⇒ F(x) = 1

2φ(x)−
1
2a
∫ x
x0 ψ(s) ds+

c
2a , G(x) =

1
2φ(x) +

1
2a
∫ x
x0 ψ(s) ds−

c
2a

⇒ d’Alembert公式 u(x, t) =
φ(x− at) + φ(x+ at)

2
+

1
2a

∫ x+at

x−at
ψ(s) ds.
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

一维非齐次波动方程的 Cauchy问题: 齐次化原理

典型问题 (♣) —区域: −∞ < x < ∞, t > 0;方程: utt − a2uxx = f(x, t);初值条
件: u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x).
叠加原理: u = v+ w
问题 I: —区域: −∞ < x < ∞, t > 0;方程: vtt − a2vxx = f(x, t);初值条件:
v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0.
齐次化原理—无限叠加: ∀τ ≥ 0,求解函数 v(x, t; τ)满足问题 I’: —区域:
−∞ < x < ∞, t > τ ;方程: vtt(x, t; τ)− a2vxx(x, t; τ) = 0;初值条件:

v(x, τ ; τ) = 0, vt(x, τ ; τ) = f(x, τ). v(x, t) =
∫ t

0
v(x, t; τ) dτ
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

v(x, t; τ)的求解: 置 t′ = t− τ⇒求解函数 ṽ(x, t′; τ) .
= v(x, t′ + τ ; τ)满足问

题—区域: −∞ < x < ∞, t′ > 0;方程: ṽt′t′(x, t′; τ)− a2ṽxx(x, t′; τ) = 0;初值条
件: ṽ(x, 0; τ) = 0, ṽt′(x, 0; τ) = f(x, τ).
d’Alembert公
式 ⇒ ṽ(x, t′; τ) = 1

2a
∫ x+at′
x−at′ f(s, τ) ds⇒ v(x, t; τ) = 1

2a
∫ x+a(t−τ)
x−a(t−τ) f(s, τ) ds.

v(x, t) =
1
2a

∫ t

0

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(s, τ) ds dτ =

1
2a

∫∫

G(x,t)

f(s, τ) dsdτ.

G(x,t)
.
=

{
(s, τ) ∈ R2 : 0 ≤ τ ≤ t; x+ a(τ − t) ≤ s ≤ x− a(τ − t)

}
是 (s, τ)平

面上以 (x, t)为顶点, s轴上区间 [x− at, x+ at]为底边的实心三角形区域.
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

问题 II: —区域: −∞ < x < ∞, t > 0;方程: wtt − a2wxx = 0;初值条件:
w(x, 0) = φ(x),wt(x, 0) = ψ(x).

问题 (♣)解的公式

u(x, t) =
φ(x− at) + φ(x+ at)

2
+

1
2a

∫ x+at

x−at
ψ(s) ds+

1
2a

∫∫

G(x,t)

f(s, τ) dsdτ.
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

一维波动方程 Cauchy问题的适定性: 连续函数空间

典型问题 (♣) —区域: −∞ < x < ∞, t > 0;方程: utt − a2uxx = f(x, t);初值条
件: u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x).
解的公式

u(x, t) =
φ(x− at) + φ(x+ at)

2
+

1
2a

∫ x+at

x−at
ψ(s) ds+

1
2a

∫∫

G(x,t)

f(s, τ) dsdτ

存在性: 设 φ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R), f ∈ C1(R× [0,∞)),则上式定义的函数
u(x, t) ∈ C2(R× [0,∞))是问题 (♣)的经典解.
证明: 直接用含参变量积分的连续性和求导公式.
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

唯一性: 设 u是经典解,用特征线法得到必有 u ≡ 0.

(∂t − a∂x)(∂t + a∂x)u = 0 ⇒





(∂t − a∂x)v = 0,

(∂t + a∂x)u = v.
零初始条件

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0 ⇒ v(x, 0) ≡ 0 对第一个方程−−−−−−−−−−−−−−→
用一阶 PDE的特征线方法

v(x, t) ≡

0 u(x,0)=0−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
对第二个方程用一阶 PDE的特征线方法

u(x, t) ≡ 0.

C2空间中的稳定性: 给定 T > 0. 设 k → ∞时,在 C2(R)中 φk → φ,在 C1(R)
中 ψk → ψ,在 C1(R× [0, T])中 fk → f. 记 uk为问题 (♣)中自由项分别为
φk,ψk, fk的解. 那么在 C2(R× [0, T])中 uk → u.
证明: 用定积分与一致收敛连续函数列极限换序定理.
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

有限传播速度: 依赖区域、影响区域、决定区域
典型问题 (♣) —区域: −∞ < x < ∞, t > 0;方程: utt − a2uxx = f(x, t);初值条
件: u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x).

解的公式 u(x, t) =
φ(x− at) + φ(x+ at)

2
+

1
2a

∫ x+at

x−at
ψ(s) ds+

1
2a

∫∫

G(x,t)

f(s, τ) dsdτ

依赖区域 : 给定时空点 (x0, t0), (其中 t0 > 0), x轴上区间 [x0 − at0, x0 + at0]称
为 (x0, t0)对初值的依赖区域.
决定区域 : 设 [c, d]是 x轴上的一个区间, xOt平面上的区域
{
(x, t) : c+ at ≤ x ≤ d− at, 0 ≤ t ≤ d−c

2a
}
称为区间 [c, d]的决定区域.

影响区域 : 设 [c, d]是 x轴上的一个区间, xOt平面上的区域
{
(x, t) : c− at ≤ x ≤ d+ at, 0 ≤ t

}
称为区间 [c, d]的影响区域.
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

有限传播速度—双曲型方程的本质特点 : x+ at = c —过点 (c, 0)的第一族
特征线; x− at = c —过点 (c, 0)的第二族特征线; a > 0 —波速
波动方程的解具有局部特性
在数值计算、能量积分、适定性分析中有本质性的应用 (例如,有限差分格式的
Courant-Friedrichs-Lewy条件)
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

半直线上一维波动方程的初边值问题: 波的反射

带齐次 Dirichlet边界条件的半直线上一维波动方程的初边值问题 (♠) —区
域: 0 < x < ∞, t > 0;方程: utt − a2uxx = 0;边值条件: u(0, t) = 0;初值条件:
u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x).

相容性条件: 零阶— φ(0) = 0,保证解连续; 一阶— ψ(0) = 0,保证解连续
可导; 二阶— φ′′(0) = 0,保证解二阶连续可导.
延拓法 (源像法).
将 φ和 ψ关于 x = 0作奇延拓得到 R上的奇函数 Φ和 Ψ.
考虑 Cauchy问题—区域: −∞ < x < ∞, t > 0;方程: utt − a2uxx = 0;初值条件:
u(x, 0) = Φ(x), ut(x, 0) = Ψ(x).
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

d’Alembert公式⇒ u(x, t) = 1
2 [Φ(x− at) + Φ(x+ at)] + 1

2a
∫ x+at
x−at Ψ(s) ds =





1
2 [φ(x− at) + φ(x+ at)] + 1

2a
∫ x+at
x−at ψ(s) ds, x > at; (由初值确定的右行波区域)

1
2 [φ(x+ at)− φ(at− x)] + 1

2a
∫ at+x
at−x ψ(s) ds, 0 ≤ x ≤ at (左行波与反射波相互作用区域).

思考: 对应的依赖区域、决定区域和影响区域如何确定?

定理: 若 φ ∈ C2([0,∞)), ψ ∈ C1([0,∞))且满足零阶、一阶、二阶相容性条件,
则上式给出了问题 (♠)的经典解.
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

球面波
三维波动方程的径向对称初值问题 (♥):



utt − a2∆u = 0, t > 0, r = |x|, x ∈ R3,

u|t=0 = ϕ(r), ut|t=0 = ψ(r).
球对称解: u = u(r, t).
在 R3的球坐标下,三维波动方程的球对称解满足方程
∂2u
∂t2

= a2
(
∂2u
∂r2

+
2
r
∂u
∂r

)
. 置 u(r, t) = eα(r)v(r, t) ,其中 α(r)是待定函数. 那

么 v满足方程 ∂2v
∂t2 = a2

{
∂2v
∂r2 +

[
2α′(r) + 2

r
]
∂v
∂r +

[
α′′(r) + α′(r)2 + 2

rα
′(r)

]
v
}
.

当 α(r) = − ln r,即 v = ru时可得一维波动方程 vtt = a2vrr. 设 u有界,则得到
边界条件 v(0, t) = 0,初值条件: v(r, 0) = rϕ(r), vt(r, 0) = rψ(r).

袁海荣 偏微分方程 2022年 12月 15日 15 / 21



初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

u(r, t) = 1
r [f(r− at) + g(r+ at)]. 发散波: f(r− at); 汇聚波: g(r+ at); 1

r :
波形的衰减 (r > 1)或扩张 (r < 1)因子.

问题 ♥的公式:

u(r, t) =






1
2r
[
(r+ at)ϕ(r+ at) + (r− at)ϕ(r− at)

]
+ 1

2ar
∫ r+at
r−at ξψ(ξ) dξ, t ≤ r

a ,

1
2r
[
(r+ at)ϕ(r+ at)− (at− r)ϕ(at− r)

]
+ 1

2ar
∫ r+at
at−r ξψ(ξ) dξ, t > r

a .
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

Goursat问题
Goursat问题: 特征线上给定边值—





utt − a2uxx = 0,

u|x−at=0 = φ(x), u|x+at=0 = ψ(x), φ(0) = ψ(0).
用通解法: 将定解条件代入一维波动方程的通解 u(x, t) = F(x− at) + G(x+ at),由

u|x−at=0 = F(0) + G(2x) = φ(x), u|x+at=0 = F(2x) + G(0) = ψ(x),可知 F(x) = ψ( x
2 )− G(0),

G(x) = φ( x
2 )− F(0). 特别地, F(0) + G(0) = 1

2 [φ(0) + ψ(0)]. 于是 u(x, t) = φ(
x+ at

2
) + ψ(

x− at
2

)− φ(0).

用一维齐次波动方程解的平行四边形法则 (d’Alembert公式的几何意义): 对任何以四条特征线为边的平行四边

形,解 u在对顶点值的和相等,即 u(x, t) + u(x+ aξ − aη, t− ξ − η) = u(x+ aξ, t− ξ) + u(x− aη, t− η).
(ξ, η)特征坐标下直接证明
用 d’Alembert公式
在特征四边形内对波动方程用散度定理
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

Riemann问题
Riemann问题—初值是分片常数的 Cauchy问题:




utt − a2uxx = 0, −∞ < x < +∞, t > 0

u(x, 0) =





u−, x < 0,

u+, x > 0,
ut(x, 0) =





v−, x < 0,

v+, x > 0,

这里 u± 和 v± 都是常数.

d’Alembert公式⇒ u(x, t) =






u− + v−t, if x < −at,
u++u−

2 + (v+−v−)x
2a + (v++v−)t

2 , if − at < x < at

u+ + v+t, if x > at.
置 u = wt, v = −wx,将一维波动方程 wtt − a2wxx = 0转化为一阶双曲组 (以下方法适用于非线性问题)

守恒律形式: ut + a2vx = 0, vt + ux = 0 ;特征值: λ = ±a.

特征形式:





(ut − aux)− a(vt − avx) = 0,

(ut + aux) + a(vt + avx) = 0.
Riemann不变量: r1

.
= u− av, r2

.
= u+ av.

对角化形式: ∂r1
∂t − a ∂r1

∂x = 0, ∂r2
∂t + a ∂r2

∂x = 0. r1 沿特征线 x + at = c是常数⇒ r1 = f(x + at); r2 沿特征线 x − at = c是常数

⇒ r2 = g(x − at)
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

Darboux问题

例:求解 Daboux问题






utt = uxx, 0 < x < t,

u|x=0 = φ(t), t ≥ 0,

u|x=t = ψ(t), t ≥ 0,

其中 φ(0) = ψ(0). 如果 φ和 ψ都只在 [0, a]上有定义,指出此定

解条件的决定区域.

解.利用通解表达式,不难算得 u(x, t) = ψ( x+t
2 )− ψ( t−x

2 ) + φ(t− x).

决定区域: 由直线 x = 0, x = t, x+ t = 2a, x = t− a围成的四边形.

要点: 画图,对特征线和有限传播速度的准确把握;波的结构.
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

波的干涉

习题 1. 求解如下初值问题:





utt = uxx, −∞ < x < +∞, t > 0,

u|t=0 = φ(x), ut|t=0 = ψ(x),

其中 φ(x) =






ul, if x < −1,

um, if − 1 < x < 1,

ur, if x > 1,

ψ(x) =






vl, if x < −1,

vm, if − 1 < x < 1,

vr, if x > 1,

而 ul, um, ur, vl, vm, vr 都是常数.
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

习题 2. 求解





uxx − uyy + cos x = 0, y > 0,−∞ < x < +∞,

u(x, 0) = 0, uy(x, 0) = 4x.

习题 3. 求解





uxx + 2uxy − 3uyy = 0,

u(x, 0) = 3x2, uy(x, 0) = 0.
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初值问题 初边值问题 Goursat问题 Riemann问题 例和习题 阅读和作业

阅读任务和作业
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

⋯⋯有时候反复阅读证明过程也难解其意,这种情况下,我便会尝试在笔记本中抄写这些数学证明.

在抄写过程中,我会发现证明中有些地方不尽如人意,于是转而寻求是否存在更好的证明方法. 如果能顺利

找到还好,若一时难以觅得,则多会陷入苦思,至无路可走、油尽灯枯才会作罢. 按照这种方法,读至一章末

尾,已是月余,开篇的内容则早被忘到九霄云外. 没办法,只好折返回去从头来过. 之后，我又注意到书中整

个章节的排列顺序不甚合理. 比如,我会考虑将定理七的证明置于定理三的证明之前的话,是否更加合适.
于是我又开始撰写调整章节顺序的笔记. 完成这项工作后,我才有真正掌握第一章的感觉,终于松了一口

气,同时又因太耗费精力而心生烦忧. ⋯⋯
—小平邦彦 (Kunihiko Kodaira, 1915年 3月 16日—1997年 7月 26日)

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Kodaira/
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

学习要点

掌握用球平均函数求解 Euler-Poisson-Darboux方程初值问题的计算

掌握三维和二维波动方程 Cauchy问题解的 Poisson公式和 Kirchhoff公式

理解 Huygens原理和波的弥散现象,熟练掌握依赖区域、决定区域、影响区域
的概念

熟练掌握用方程和初值条件的具体特点以及公式计算解
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

线性初值问题的分解
定理: 设 Lu .

=
∑

|α|≤l aα(x)Dα
x u.如果 w(x, t)是初值问题





∂mw
∂tm

+ Lw = 0, t > 0,
∂ jw
∂t j

(x, 0) = 0, j = 0, 1, . . . ,m− 2,
∂m−1w
∂tm−1

(x, 0) = ϕ(x)

的光滑解,则 u(x, t) .
= ∂m−1−kw

∂tm−1−k (x, t) (k = 0, 1, . . . ,m− 1)是初值问题





∂mu
∂tm

+ Lu = 0, t > 0,
∂ ju
∂t j

(x, 0) = 0, j ∈
{
0, 1, . . . ,m− 1

}
\ {k},

∂ku
∂tk

(x, 0) = ϕ(x)

的解.

(即最高阶的初值条件才是本质的;所有低阶的非零初值问题的解可通过对其关于 t求导得到.)
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

证明: i)算子 L的系数与 t无关⇒ ∂
∂tL = L ∂

∂t⇒ u满足方程: ∂mt u+ Lu = 0.
ii)初值条件: ∂ku

∂tk (x, 0) =
∂m−1w
∂tm−1 (x, 0) = ϕ(x).

iii)其它初值条件: 当 j < k时, m− k− 1+ j < m− 1,从而
∂ ju
∂t j (x, 0) =

∂m−1−k+jw
∂tm−1−k+j (x, 0) = 0. iv) 当 j > k时, m− 1− k+ j ≥ m;由 j ≤ m− 1

有 j− k− 1 ≤ m− 2,对方程 ∂mt u+ Lu = 0求导 j− k− 1次,得到
∂ ju
∂t j (x, 0) =

∂m−1−k+jw
∂tm−1−k+j (x, 0) = −L∂ j−k−1w

∂t j−k−1 (x, 0) = −L0 = 0.证毕!

注意: 该定理可推广到初边值问题.
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

函数的球面平均与 Euler-Poisson-Darboux方程初值问题

定义: 设 g ∈ C(Rn), g的球面平均函数定义为
w(x, r) = Mg(x, r)

.
= 1

ωnrn−1

∫
Sr(x) g(y) dσ(y).

这里 ωn = (2π)
n
2/Γ(n/2)是 Rn中单位球面的面积 (Γ(s)是 Euler的 Gamma函

数), Sr(x) = {y ∈ Rn : |y− x| = r}. 如果取 Rn的球坐标为
x1 = r cos θ1, x2 = r sin θ1 cos θ2, · · · , xn−1 =

r sin θ1 sin θ2 · · · sin θn−2 cos θn−1, xn = r sin θ1 sin θ2 · · · sin θn−2 sin θn−1 ,其中
0 ≤ θ1, · · · , θn−2 ≤ π, 0 ≤ θn−1 < 2π,则 Sr(x)的面积元是
dσ = rn−1∏n−2

k=1 sin
n−k−1 θk dθ1 · · · dθn−1.
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

球面平均函数的性质: 设 g ∈ C2(Rn),则 w(x, r) = Mg(x, r) ∈ C2(Rn × (0,∞)),
且满足:
i) limr↘0 w(x, r) = g(x), ∀x ∈ Rn. (即可定义 w(x, 0) = g(x).)
ii) ∂w∂r (x, 0) = 0, ∀x ∈ Rn.
iii) (Euler-Poisson-Darboux方程)

∂2w
∂r2

(x, r) +
n− 1
r

∂w
∂r

(x, r)−∆w(x, r) = 0, ∀x ∈ Rn, r > 0.

换句话说,将 r视作时间变量, w(x, r) = Mg(x, r)给出了 Euler-Poisson-Darboux
方程上述初值问题的解.
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

证明:利用 w(x, r) = 1
ωn

∫
S1(0) g(x+ rξ) dσ(ξ), 由含参积分求导,可知 g ∈ C2时

w ∈ C2. i)用 g的连续性即可. ii) 由含参积分求导,
∆w(x, r) = 1

ωn

∫
S1(0)∆g(x+ rξ) dσ(ξ) = 1

|Sr(x)|
∫
Sr(x)∆g(y) dσ(y). 另外,

∂w
∂r (x, r) =

1
|S1(0)|

∫
S1(0)Dg(x+ rξ) · ξ dσ(ξ) = 1

|Sr(x)|
∫
Sr(x)Dg(y) · ν(y) dσ(y) =

1
|Sr(x)|

∫
Br(x) divDg(y) dy=

1
ωnrn−1

∫
Br(x)∆g(y) dy. (思考: 为什么第二个等号处不直

接用散度定理,而要转化到 Sr(x)上的积分后才可以用散度定理?) 于是
∂w
∂r (x, 0) = limr↘0

∂w
∂r (x, r) = limr↘0

r
n

(
1

ωn
n rn
∫
Br(x)∆g(y) dy

)
= 0

n∆g(x) = 0.

iii) ∂2w
∂r2 (x, r) = − n−1

ωnrn
∫
Br(x)∆g(y) dy+ 1

ωnrn−1
∂
∂r
∫ r
0

(∫
Sλ(x)∆g(y) dσ(y)

)
dλ =

− n−1
ωnrn
∫
Br(x)∆g(y) dy+ 1

ωnrn−1

∫
Sr(x)∆g(y) dσ(y) = −n−1

r
∂w
∂r (x, r) +∆w(x, r). 证毕.
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

推论: 设 g ∈ C2(Rn),取 r = at,则函数 v(x, t) .
= Mg(x, at) ∈ C2(Rn × [0,∞)),且

满足:
i) v(x, 0) = g(x), ∀x ∈ Rn;
ii) ∂v∂t (x, 0) = 0;
iii) ∂2v

∂t2 (x, t) +
n−1
t
∂v
∂t (x, t)− a2∆v(x, t) = 0, ∀x ∈ Rn, t > 0.

袁海荣 偏微分方程 2022年 12月 20日 9 / 33



初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

典型问题 I: 在 R3 × {t > 0}中 utt − a2∆u = 0,且 u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = g(x).

解法: 作 v(x, t) .
= Mg(x, at),则 v(x, 0) = g(x),而

且 ∂2v
∂t2 (x, t) +

2
t
∂v
∂t (x, t)− a2∆v(x, t) = 0, ∀x ∈ R3, t > 0. 置u(x, t) .

= tv(x, t),那
么 utt = (tv)tt = tvtt + 2vt = ta2∆v = a2∆(tv) = a2∆u,所以方程成立. 此外,
u(x, 0) = 0 · g(x) = 0, ut(x, 0) = v(x, 0) + 0 · vt(x, 0) = g(x). 所以

u(x, t) =
1

4πa2t

∫

S(x,at)
g(y) dσ(y) 给出了问题 I的解.
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

典型问题 II: 在 R3 × {t > 0}中 vtt − a2∆v = 0,且 v(x, 0) = ϕ(x), vt(x, 0) = 0.

解法: 由初值问题的分解,考虑问题: 在 R3 × {t > 0}中 wtt − a2∆w = 0,且
w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = ϕ(x). 则 v(x, t) = ∂tw(x, t)就是问题 II的解. 故

v(x, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2t

∫

S(x,at)
ϕ(y) dσ(y)

)
给出了问题 II的解.
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

典型问题 III: 在 R3 × {t > 0}中 htt − a2∆h = f(x, t),且 h(x, 0) = 0,
ht(x, 0) = 0.

解法: 齐次化原理. 对参数 τ ≥ 0,考虑 h(x, t; τ)满足的定解问题 IV:在
R3 × {t > τ}中 htt(x, t; τ)− a2∆h(x, t; τ) = 0,且 h(x, τ ; τ) = 0,
ht(x, τ ; τ) = f(x, τ),则 h(x, t) =

∫ t
0 h(x, t; τ) dτ 是问题 III的解.
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

对问题 IV,置 t′ = t− τ ,由问题 I的解的公式,可得
h(x, t; τ) = 1

4πa2(t−τ)
∫
S(x,a(t−τ)) f(y, τ) dσ(y) =

1
4πa
∫
S(x,a(t−τ))

f(y,τ)
|x−y| dσ(y) =

1
4πa
∫
S(x,a(t−τ))

f(y,t− |x−y|
a )

|x−y| dσ(y).于是

h(x, t) = 1
4πa
∫ t
0
∫
S(x,a(t−τ))

f(y,t− |x−y|
a )

|x−y| dσ(y)dτ 换元 r .=a(t−τ)−−−−−−−−→
dτ=− 1

adr
=

1
4πa2

∫ at
0
∫
S(x,r)

f(y,t− |x−y|
a )

|x−y| dσ(y)dr = 1
4πa2

∫
B(x,at)

f(y,t− |x−y|
a )

|x−y| dy.故 Kirchhoff公式

h(x, t) =
1

4πa2

∫

B(x,at)

f(y, t− |x−y|
a )

|x− y| dy 给出了问题 III的解.
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

三维波动方程 Cauchy问题的解
定理: 设 ϕ(x) ∈ C3(R3), ψ(x) ∈ C2(R3), f(x, t) ∈ C2(R3 × [0,+∞)),则 Cauchy

问题






utt − a2∆u = f(x, t), x ∈ R3, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R3,

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R3

有经典解 u(x, t) ∈ C2(R3 × [0,∞)),

且 u(x, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2t

∫

S(x,at)
ϕ(y) dσ(y)

)
+

1
4πa2t

∫

S(x,at)
ψ(y) dσ(y) +

1
4πa2

∫

B(x,at)

f(y, t− |y−x|
a )

|y− x|
dy.

证明: 可用含参积分求导验证;或说明在定理假设下,前述推导都是严格成立
的. 注意: 初值 ϕ ∈ C3 ⇒ u ∈ C2,在连续函数空间中有正则性损失. 但能量积
分方法⇒ Sobolev空间中无损失! 所以 Sobolev空间框架更适合描述和研究
高维波动方程.
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

注意: 第三项的重积分叫推迟势. (物理意义: 设 f(y, t) = 4πa2δ(y− x′)δ(t− t′)
是 Dirac测度,则推迟势就是对应的非齐次波动方程 Cauchy问题的Green函

数 G(x, t; x′, t′) =
δ
([

t− |x−x′|
a

]
−t′
)

|x−x′| =
δ
(
t′−
[
t− |x−x′|

a

])

|x′−x| ,分子表明在 t时刻在 x点观测
的结果来自于与 x相距 R = |x− x′|处的源 x′在更早时刻 t′ = t− R

a 受到的扰
动,是因果律的数学体现.)

参考: Jackson, John David: Classical Electrodynamics. Third edition. John Wiley
& Sons, 1999. [6.4节]
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

Huygens原理

R3中波动方程的 Cauchy问题 utt − a2∆u = 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
经典解的 Poisson公式

u(x, t) =
∂

∂t

(
1

4πa2t

∫

S(x,at)
ϕ(y) dσ(y)

)
+

1
4πa2t

∫

S(x,at)
ψ(y) dσ(y) .

= I+ II.

这里 I = ∂
∂t

(
1
4π
∫
S(0,1) tϕ(x+ atω) dσ(ω)

)
=

1
4π

(∫
S1(0) ϕ(x+ atω) dσ(ω) +

∫
S1(0) tDϕ(x+ atω) · (aω) dσ(ω)

)
=

1
4π(at)2

∫
S(x,at)

(
ϕ(y) + Dϕ(y) · (y− x)

)
dσ(y).
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

依赖区域: 对于空间点 x ∈ R3,初始空间中的球面S(x, at)称作点 x在时刻 t
的依赖区域.

决定区域: 对于区域 Ω ⊂ R3, R3 × R+的子集 JΩ
.
=
{
(x, t) : S(x, at) ⊂ Ω

}
称

为 Ω的决定区域.

影响区域: 对于区域 Ω ⊂ R3, R3 × R+的子集 EΩ
.
=
{
(x, t) : S(x, at) ∩ Ω ,= ∅

}

称为 Ω的影响区域.
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

Huygens原理: 对三维空间中的波动现象,在空间有界集上的扰动对于空间中
的任一点 x的影响只能持续有限的一段时间.
证明: 设 U ⊂ R3是产生扰动的有界闭集, ∀x ∈ R3,定义 r1

.
= infy∈U |x− y|,

r2
.
= supy∈U |x− y|.于是当 at < r1或 at > r2时,对任意 y ∈ U,都有 x /∈ S(y, at),

即 S(x, at) ∩ U = ∅,所以 x不在 U的影响区域中,从而感受不到来自 U的扰动
的影响. (见上述解的公式!) (画图,类比一维 D’Alembert公式理解.)
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

三维波动方程 Cauchy问题解的大时间衰减率

R3中波动方程的 Cauchy问题 utt − a2∆u = 0, u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x)
经典解的 Poisson公式

u(x, t) =
1

4π(at)2

∫

S(x,at)

(
ϕ(y) + Dϕ(y) · (y− x)

)
dσ(y)

+
1

4πa2t

∫

S(x,at)
ψ(y) dσ(y).

定理: 设 ϕ ∈ C3
0(R3), ψ ∈ C2

0(R3), (它们都有紧致支集,)则
|u(x, t)| = O(t−1) (t → ∞).
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

证明: (用 Huygens原理). 由于 ϕ,ψ有紧支集,它们在一个球 BR(0)外为零,且
存在常数 M使得 ∀z ∈ R3, |ϕ(z)|+ |Dϕ(z)|+ |ψ(z)| ≤ M. 于是
|u(x, t)| =

∣∣∣ 1
4π(at)2

∫
S(x,at)

(
ϕ(y) + Dϕ(y) · (y− x) + tψ(y)

)
dσ(y)

∣∣∣ ≤
1

4πa2t2
∫
S(x,at)∩BR(0)

(
M+Mat+Mt

)
dσ ≤ M(1+t+at)|S(0,R)|

4πa2t2 = O(t−1) (t → +∞). 这
里利用了几何结论: t充分大时 |S(x, at) ∩ BR(0)| ≤ |∂BR(0)| = 4πR2;注意 t很
小时 |S(x, at) ∩ BR(0)| = O(t2).
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

典型问题 I:求函数 u(x, y, t),使得在 R2 × {t > 0}中 utt − a2(uxx + uyy) = 0,且
u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = ψ(x, y).
解法: Hadamard降维法. 二维波动方程的解必然是三维波动方程的解,
u(x, y, t) = u(x, y, z, t) = u(x, y, 0, t). 用 Poisson公式,

u(x, y, t) =
1

4πa2t

∫

S((x,y,0);at)
ψ(ξ, η) dσ(ξ, η, ζ)

二维球面 S((x, y, 0); at)在 xy平面的投影为 Σ(x,y)
at

.
= {(ξ, η) ∈ R2 : |ξ − x|2 + |η − y|2 ≤ (at)2}−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→

第一型曲面积分化为重积分,注意球面 S有关于平面 ζ = 0对称的两部分

=
2

4πa2t

∫

Σ(x,y)
at

ψ(ξ, η)
dξdη√

(at)2−(ξ−x)2−(η−y)2
at

=
1

2πa

∫

Σ(x,y)
at

ψ(ξ, η) dξdη√
(at)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2
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初值问题的分解 球平均法 三维波动方程 二维波动方程 例和习题 阅读和作业

=
1

2πa

∫ at

0

∫ 2π

0

ψ(x+ r cos θ, y+ r sin θ)√
(at)2 − r2

r dθdr

−sds=rdr−−−−−−−→
s .=
√

(at)2−r2
=

1
2πa

∫ at

0

∫ 2π

0
ψ(x+

√
(at)2 − s2 cos θ, y+

√
(at)2 − s2 sin θ) dθds

︸ ︷︷ ︸
♥

.

这里蓝色式子使用了面积微元的投影公式: dξdη = dσ cos(∠(ν, eζ)),这里 ∠(ν, eζ)
是曲面的外单位法向与 ζ 轴的夹角,从而 cos(∠(ν, eζ)) = ν3,即曲面
{(ξ, η, ζ) ∈ R3 : (ξ − x)2 + (η − y)2 + ζ2 = (at)2}外单位法向 ν = (ξ−x,η−y,ζ)

at 的第

三个分量 ζ
at =

√
(at)2−(ξ−x)2−(η−y)2

at . 故问题 I的解的公式为

u(x, y, t) =
1

2πa

∫

Bat(x,y)

ψ(ξ, η) dξdη√
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

.
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典型问题 II:在 R2 × {t > 0}中 vtt − a2∆v = 0,且 v(x, y, 0) = ϕ(x, y),
vt(x, y, 0) = 0.

解法: 由初值问题的分解,考虑问题: 在 R2 × {t > 0}中 wtt − a2∆w = 0,且
w(x, y, 0) = 0, wt(x, y, 0) = ϕ(x, y). 则 v(x, y, t) = ∂tw(x, y, t)就是问题 II的解.

故 v(x, t) =
∂

∂t

(
1

2πa

∫

Bat(x,y)

ϕ(ξ, η) dξdη√
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

)
给出了问题 II的

解. 可用上一页 (♥)式将导数展开.
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典型问题 III:在 R2 × {t > 0}中 htt − a2∆h = f(x, y, t),且 h(x, y, 0) = 0,
ht(x, y, 0) = 0.

解法: 齐次化原理. 对参数 τ ≥ 0,考虑 h(x, y, t; τ)满足的定解问题 IV:在
R2 × {t > τ}中 htt(x, y, t; τ)− a2∆h(x, y, t; τ) = 0,且 h(x, y, τ ; τ) = 0,
ht(x, y, τ ; τ) = f(x, y, τ),则 h(x, y, t) =

∫ t
0 h(x, y, t; τ) dτ 是问题 III的解.

对问题 IV,置 t′ = t− τ ,由问题 I的解的公式,可得

h(x, y, t) =
1

2πa

∫ t

0

(∫

Ba(t−τ)(x,y)

f(ξ, η, τ ) dξdη√
a2(t− τ)2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

)
dτ.
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结论: 二维波动方程的 Cauchy问题 utt − a2(uxx + uyy) = 0,且
u(x, y, 0) = ϕ(x, y), ut(x, y, 0) = ψ(x, y)的解为

u(x, y, t) =
1

2πa

∫

Bat(x,y)

ψ(ξ, η) dξdη√
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

+ ϕ(x, y)

+
at
2π

∫

Bat(x,y)

(
ϕξ(ξ, η)(ξ − x) + ϕη(ξ, η)(η − y)

)
dξdη(

(ξ − x)2 + (η − y)2
)√

a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2
.

点 (x, y)在时刻 t的依赖区域是圆盘 Bat(x, y); 对 Ω ⊂ R2,称
JΩ

.
=
{
(x, y, t) ∈ R2 × R+ : Bat(x, y) ⊂ Ω

}
为 Ω的决定区域,

EΩ
.
=
{
(x, y, t) ∈ R2 × R+ : Bat(x, y) ∩ Ω ,= ∅

}
为 Ω的影响区域.
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波的弥散: 对于 (x, y) ∈ R2,存在 r0 ≥ 0,使得当 r ≥ r0时, Br(x, y) ∩ Ω ,= ∅,即
若 (x, y, t0) ∈ EΩ,则 ∀t ≥ t0,有 (x, y, t) ∈ EΩ. 这意味着: 平面上的局部的扰动
必然会影响到平面上的任一点,而且一旦影响到,其影响将永远持续下去.
(解释物理现象: 水面波)
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设 a, c都是正的常数,求解如下初值问题:





utt − a2(uxx + uyy)− c2u = 0, x, y ∈ R, t > 0,

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), ut(x, y, 0) = 0.

解: (降维法). 置 v(x, y, z, t) = u(x, y, t)e
c
a z, 则 v满足

vtt − a2(vxx + vyy + vzz) = 0, v(x, y, z, 0) = e
c
a zϕ(x, y), vt(x, y, z, 0) = 0.

于是 v(x, y, z, t) = 1
4πa2

∂
∂t

(
1
t

∫
Sat(x,y,z)

e
c
a ζϕ(ξ, η) dσ

)
. 这里 ζ = ±

√
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2,从而

dσ =

√
1+

(
∂ζ
∂ξ

)2
+
(

∂ζ
∂η

)2
dξdη = at√

a2t2−(ξ−x)2−(η−y)2
dξdη. 由此, v(x, y, z, t) =

1
4πa2

∂
∂t

{
1
t

∫
Bat(x,y)

[
e

c
a

(
z+
√

a2t2−(ξ−x)2−(η−y)2
)

+ e
c
a

(
z−
√

a2t2−(ξ−x)2−(η−y)2
)]

atϕ(ξ,η)√
a2t2−(ξ−x)2−(η−y)2

dξdη
}

=

1
2πa e

c
a z ∂

∂t

∫
Bat(x,y)

ch
(

c
a

√
a2t2−(ξ−x)2−(η−y)2

)
ϕ(ξ,η)√

a2t2−(ξ−x)2−(η−y)2
dξdη. 故所求的解为

u(x, y, t) =
1

2πa
∂

∂t

∫

Bat(x,y)

ch
(

c
a

√
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

)
ϕ(ξ, η)

√
a2t2 − (ξ − x)2 − (η − y)2

dξdη. 这里 chx .
= 1

2 (e
x + e−x)是双曲余

弦函数.
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Lorentz变换下波动方程的不变性

Lorentz变换 (相对论) —记时间为 x0. 设在某时刻 (如 x0 = 0 (即 t = 0)时),惯性系 K与 K̄的时空坐标系重合,

然后 K̄以匀常速度 V = (V1,V2,V3)相对于 K作匀速直线运动. 以 (x0, x1, x2, x3)与 (x̄0, x̄1, x̄2, x̄3)分别表示 K与
K̄中的时空坐标,则它们之间的关系由如下 Lorentz变换给出:

x̄0 = γ

(
x0 −

V1

c2
x1 −

V2

c2
x2 −

V3

c2
x3
)
,

x̄i = −γVix0 +
3∑

j=1

(
γ − 1
|V|2

ViVj + δij

)
xj, (i = 1, 2, 3).

这里 c是光速, γ = 1√
1−
(

|V|2
c2

) , δij 是 Kronecker符号.

证明: c → +∞时上述 Lorentz变换的极限就是伽利略变换.

证明: 波动方程 1
c2

∂2u
∂t2 −∆u = 0在 Lorentz变换下形式保持不变.
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高维 Riemann问题
证明: 对任意 λ > 0,若 u(x, y, t)是二维波动方程 utt = a2(uxx + uyy)的解,则 uλ(x, y, t) .

= u(λx,λy,λt)也是该方

程的解.

置 ξ = x
t , η = y

t . 设 u(x, y, t) = v( xt ,
y
t ),称 v为自相似解. 请证明 v(ξ, η)满足偏微分方程

(ξ2 − a2)vξξ + 2ξηvξη + (η2 − a2)vηη + 2ξvξ + 2ηvη = 0.

证明: 当 ξ2 + η2 < a2 时上述方程是椭圆型的;当 ξ2 + η2 > a2 时它是双曲型的.

在平面上四个象限分别给定常数初值,即 u(x, y, 0) =






c1, if x > 0, y > 0,

c2, if x < 0, y > 0,

c3, if x < 0, y < 0,

c4, if x > 0, y < 0,

ut(x, y, 0) = 0,其中

cj ∈ R, j = 1, 2, 3, 4. 求在此初值条件下,在 |x| > at或 |y| > at时的解.

思考题: 求上述 Riemann问题的整体解. (*相当困难.)
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高维 Riemann问题

置 ξ = x
t , η = y

t . 设 u(x, y, t) = tv( xt ,
y
t ). 若 u(x, y, t)是二维波动方程 utt = a2(uxx + uyy)的解,请证明 v(ξ, η)满

足偏微分方程 (ξ2 − a2)vξξ + 2ξηvξη + (η2 − a2)vηη = 0. 请给出该方程的分类.

在平面上四个象限分别给定常数初值, u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) =






c1, if x > 0, y > 0,

c2, if x < 0, y > 0,

c3, if x < 0, y < 0,

c4, if x > 0, y < 0,

其中

cj ∈ R, j = 1, 2, 3, 4. 求在此初值条件下,在 |x| > at或 |y| > at时的解.

思考题: 求上述 Riemann问题的整体解. (*相当困难.)

参考: Chen, Shuxing: Multidimensional Riemann problem for semilinear wave equations. Comm. Partial Differential Equations, 17 (1992), no.5-6, 715–736.
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Mathematics is not a deductive science - that’s a cliché. When you try to prove a theorem, you don’t just list

the hypotheses, and then start to reason. What you do is trial-and-error, experimentation, guesswork.

— Paul Halmos (1916年 3月 3日—2006年 10月 2日)

传记: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Halmos/
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学习要点

熟练掌握分离变量法和解的验证

准确理解解的物理意义和对应的物理现象

了解特殊函数的来源
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波动方程初边值问题的分解
典型问题: 区域— Ω ⊂ Rn有界区域, (x, t) ∈ Ω× R+; 方
程— utt − a2∆u = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0; 初
值— u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω; 边
值— b∂u(x,t)∂ν(x) + cu(x, t) = µ(x, t), x ∈ ∂Ω, t > 0. 要求: a, b, c ∈ R且 a > 0,b, c
不同时为 0.
分离变量法求解步骤
第一步: 边界条件齐次化 —找到 w(x, t) ∈ C2使得 b∂w(x,t)∂ν(x) + cw(x, t) = µ(x, t),
x ∈ ∂Ω, t > 0. 考虑 u− w满足的边值问题.
一般方法: b %= 0时,若 ∂Ω ∈ C2, µ ∈ C2,求解一阶线性方程的 Cauchy问题,得
到局部解后作 C2延拓到 Ω; b = 0时,取 w = µ/c. 注意具体问题具体分析.
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第二步: 问题的分解






utt − a2∆u = f(x, t),

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x),

b∂u(x,t)∂ν(x) + cu(x, t) = 0

⇒

(I)






utt − a2∆u = 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x),

b∂u(x,t)∂ν(x) + cu(x, t) = 0

(II)






utt − a2∆u = f(x, t),

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0,

b∂u(x,t)∂ν(x) + cu(x, t) = 0
问题 (I)分解为

(III)






utt − a2∆u = 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ψ(x),

b∂u(x,t)∂ν(x) + cu(x, t) = 0

(IV)






vtt − a2∆v = 0,

v(x, 0) = ϕ(x), vt(x, 0) = 0,

b∂v(x,t)∂ν(x) + cv(x, t) = 0.
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(II)—用齐次化原理转化为 (III)型问题; (IV) —转化为 (III)型问题




wtt − a2∆w = 0,

w(x, 0) = 0,wt(x, 0) = ϕ(x),

b∂w(x,t)∂ν(x) + cw(x, t) = 0

v = ∂tw.

第三步: 分离变量法求解 (III)型问题 (→特征值问题 +函数项级数).

第四步: 利用叠加原理得到原问题的解.
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波动方程初边值问题的分离变量解法

典型问题: 区域— Ω ⊂ Rn有界区域, (x, t) ∈ Ω× R+; 方
程— utt − a2∆u = 0, x ∈ Ω, t > 0; 初值— u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω;
边值— b∂u(x,t)∂ν(x) + cu(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0. (设 bc ≥ 0.)

分离变量法求解步骤

第一步: 分离变量的特解—设 u(x, t) = X(x)T(t),满足齐次方程和齐次边值条

件,则 (♣)





∆X+ λX = 0, x ∈ Ω,

b∂X∂ν (x) + cX(x) = 0, x ∈ ∂Ω;
(♠)





T′′(t) + a2λT(t) = 0, t > 0,

T(0) = 0.
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第二步: 特征值问题
(♣)的特征值 (0 ≤)λ0 ≤ λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λk ≤ · · · 及对应特征函数 {Xk(x)}∞k=0.

特征函数系的完备性和正交性:
∫
Ω Xk(x)Xl(x) dx =





1, k = l,

0, k %= l.
(♠)的特解 Tk(t) = sin a

√
λkt ⇒ 特解 uk(x, t) = (sin a

√
λkt)Xk(x).

第三步: 形式解 u(x, t) =
∑∞

k=0 Ak(sin a
√
λkt)Xk(x).

系数公式: Ak =
1

a
√
λk

∫
Ω ψ(x)Xk(x) dx, k = 0, 1, · · ·

第四步: 解的验证. 在 ψ和 ∂Ω的适当条件下,得到函数项级数的一致收敛性
和逐项求导性.
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两端固定的弦的振动

问题 (M): utt − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0; u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x);
u(0, t) = 0 = u(l, t).

特征值问题: X′′(x) + λX(x) = 0,X(0) = X(l) = 0. 通解: 如果 λ < 0,
X(x) = C1e−

√
−λx + C2e

√
−λx;如果 λ = 0, X(x) = C1 + xC2;如果 λ > 0,

X(x) = C1 sin
√
λx+ C2 cos

√
λx ⇒特征值 λk =

( kπ
l
)2,特征函数

Xk(x) = sin kπ
l x, k = 1, 2, · · ·

T′′(t) + λa2T(t) = 0⇒ Tk(t) = Ak cos
kaπ
l t+ Bk sin

kaπ
l t. 特解

uk(x, t) =
(
Ak cos

kaπ
l t+ Bk sin

kaπ
l t
)
sin kπ

l x.
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形式解 u(x, t) =
∑∞

k=1
(
Ak cos

kaπ
l t+ Bk sin

kaπ
l t
)
sin kπ

l x. 初值条件⇒ Fourier级
数
∑∞

k=1 Ak sin
kπ
l x = ϕ(x),

∑∞
k=1

kaπ
l Bk sin

kπ
l x = ψ(x)⇒

Ak =
2
l
∫ l
0 ϕ(x) sin

kπ
l x dx, Bk =

2
kaπ
∫ l
0 ψ(x) sin

kπ
l x dx.

注意: 将初值奇延拓到 (−l, l),用 Fourier正弦展开;此外
∫ l
0 sin

kπ
l x sin

mπ
l x dx =

l
2δkm. 积化和差公式:

sinα sin β = 1
2(cos(α− β)− cos(α + β)), cosα cos β =

1
2(cos(α + β) + cos(α− β)), sinα cos β = 1

2(sin(α + β) + sin(α− β)).
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解的验证—引理: 设 ϕ(x) ∈ C3,ψ(x) ∈ C2,且
ϕ(0) = ϕ(l) = ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0,则系数 Ak,Bk确定的级数∑∞

k=1 k2|Ak|,
∑∞

k=1 k2|Bk|收敛.
证明: 对 Fourier系数公式用分部积分,再用 Cauchy-Schwarz不等式和 Bessel
不等式.

结论: 若 ϕ(x) ∈ C3,ψ(x) ∈ C2,且成立相容性条件
ϕ(0) = ϕ(l) = ϕ′′(0) = ϕ′′(l) = ψ(0) = ψ(l) = 0,则上述形式解一致收敛,可逐
项求两阶导数,从而给出了问题 (M)的经典解.

对初值的正则性的要求 (ϕ ∈ C3,ψ ∈ C2),相比 D’Alembert公式给出的高,但
和高维波动方程初值问题的 Poisson公式的要求相同.
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应用: 吉他、钢琴、长笛和单簧管

吉他: utt − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0;

u(x, 0) = ϕ(x) =






h
λl x, 0 < x < λl,

h
(1−λ)l(l− x), λl < x < l,

ut(x, 0) = 0; u(0, t) = 0 = u(l, t)

(0 < λ < 1)

Bk = 0, Ak =
2h

λ(1−λ)k2π2 sin(λkπ) ⇒
u(x, t) =

∑∞
k=1

2h
λ(1−λ)k2π2 sin(λkπ) cos

( kaπ
l t
)
sin
( kπx

l
)

该级数一致收敛. 当 λ = p/q ∈ Q时,如果 k是 q的倍数,则对应频率的振动不
出现. (实际演奏中常取 λ = 1/3.) 物理解释: 对应驻波的节点是 x = p

q l,初值条
件使得该点不可能是节点,从而该频率的波不出现.
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钢琴: utt − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0; u(x, 0) = 0,

ut(x, 0) = ψ(x) =





1, s < x < s+ h,

0, 其它;
u(0, t) = 0 = u(l, t). 这里区间

[s, s+ h] ⊂ [0, l]是弦槌敲击的范围, h是弦槌的长度. s = l/7使得 k为 7倍数
的非简谐音不出现,即 x = l/7时 sin(kπx/l) = 0.

u(x, t) =
∑∞

k=1 Bk cos
( kaπ

l t
)
sin
( kπx

l
)
,

Bk =
2

akπ
∫ s+h
s sin kπ

l x dx =
2l

ak2π2

[
cos kπs

l − cos kπ(s+h)
l

]
.
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长笛 (flute): ρtt − c2ρxx = 0, 0 < x < l, t > 0;
ρ(x, 0) = ϕ(x), ρt(x, 0) = ψ(x); ρ(0, t) = 0 = ρ(l, t) (c2 = p′(ρ0) =音速; 源
于可压缩欧拉方程组在均匀状态 ρ = ρ0, u = 0的线性化.)

单簧管 (黑管 clarinet): ρtt − c2ρxx = 0, 0 < x < l, t > 0;
ρ(x, 0) = ϕ(x), ρt(x, 0) = ψ(x); ∂xρ(0, t) = 0 = ρ(l, t).
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. .. .
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. .
阅读和作业

声学: 基音与泛音
弦的固有频率: 频率 ωk =

aλk
2π = ka

2l ; a =
√

T/ρ (张力 T,线密度 ρ);关系: ωk = kω1 (乐音);基音: ω1;泛音: ωk.

声音: 气体的振动 (压强扰动的传播) — ∂tρ+ ρ0∂xv = 0, ρ0∂tv+ p′(ρ0)∂xρ = 0 (ρ—密度的扰动量; v—速度

的扰动量; p0 = p(ρ0)—压强与密度的本构关系); a =
√

p′(ρ0)—音速.

描述声音的客观量— 频率 (单位时间振动次数 =1/周期,单位: 赫兹. 人耳能听到的范围: 20-20000Hz;平常说话

的频率 500-3000Hz); 声强 (沿给定方向单位面积单位时间内声波传过的能量,单位: 瓦/平方米;分贝

=10 log 声强
参考声强 . 0分贝 =刚能听到的声音; 60分贝 =正常交谈的声音); 音值 (声音持续时间长短).

A sin(2πωt)— A振幅 (决定声强); ω—频率.

描述声音的主观量— 音调 (pitch,与频率有关,音调高：空灵，清凉，纤细;音调低：雄浑，澎湃，粗犷); 音色 (tone,

主要由其泛音决定); 响度 (loudness,人耳感受到的声音强弱,它是人对声音大小的一个主观感觉量.)

人们很早就发现,一根空弦所发出的声音与同一根空弦但长度减半后发出的声音有非常悦耳的效果,或者说接近

于“共鸣”，后来这两个音被称为具有八度音的关系. 八度音是在听觉和谐方面关系最密切的音. 频率是 2倍的两

个振动 (声音)称为一个八度.

十二平均律: 88键钢琴第 n个音符 (note)的频率: 2(n−49)/12 × 440Hz. 目的: 在一个八度间得到尽量多的和弦.
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非齐次边界条件或外力引起的共振现象





utt − a2uxx = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 < x < l,

u(0, t) = 0, ux(l, t) = A sinωt, t > 0.





假设: a, A, ω都是非零常数, ω > 0;

弦左端固定,右端受到竖直方向周期外力作用.

第一步: 边界条件齐次化. 置 U(x, t) = Ax sinωt, v = u− U,则




vtt − a2vxx = Aω2x sinωt, 0 < x < l, t > 0,

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = −Aωx, 0 < x < l,

v(0, t) = 0, vx(l, t) = 0, t > 0.

第二步: 分解— v = v1 + v2.

(I)






v1,tt − a2v1,xx = 0, 0 < x < l, t > 0,

v1(x, 0) = 0, v1,t(x, 0) = −Aωx, 0 < x < l,

v1(0, t) = 0, v1,x(l, t) = 0, t > 0.

(II)






v2,tt − a2v2,xx = Aω2x sinωt, 0 < x < l, t > 0,

v2(x, 0) = 0, v2,t(x, 0) = 0, 0 < x < l,

v2(0, t) = 0, v2,x(l, t) = 0, t > 0.
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(I)






v1,tt − a2v1,xx = 0, 0 < x < l, t > 0,

v1(x, 0) = 0, v1,t(x, 0) = −Aωx, 0 < x < l,

v1(0, t) = 0, v1,x(l, t) = 0, t > 0.

特征值和特征函数: X′′ + λX = 0, X(0) = X′(l) = 0⇒ λn =
(
(2n−1)π

2l

)2
, Xn(x) = sin

√
λnx, n = 1, 2, · · ·

形式解 v1(x, t) =
∑∞

n=1 bn sin a
√
λnt sin

√
λnx, 其中 bn =

−
∫ l
0 Aωx sin

√
λnx dx

a
√

λn
∫ l
0 sin2

√
λnx dx

= (−1)n2Aω

alλ3/2
n

.

(II)






v2,tt − a2v2,xx = Aω2x sinωt, 0 < x < l, t > 0,

v2(x, 0) = 0, v2,t(x, 0) = 0, 0 < x < l,

v2(0, t) = 0, v2,x(l, t) = 0, t > 0.

⇒






wtt(x, t; τ) − a2wxx(x, t; τ) = 0, 0 < x < l, t > τ,

w(x, τ ; τ) = 0, wt(x, τ ; τ) = Aω2x sinωτ, 0 < x < l,

w(0, t; τ) = 0, wx(l, t; τ) = 0, t > τ.

w(x, t; τ) =
∑∞

n=1 bn sin(a
√
λn(t − τ))Xn(x), bn = 1

a
√

λn

∫ l
0 f(x,τ)Xn(x) dx∫ l

0 Xn(x)2 dx
.
= 1

a
√

λn
fn(τ).

fn(τ)
.
=

∫ l
0 Aω2x sinωτ sin

√
λnx dx∫ l

0 sin2
√

λnx dx
= (−1)n+1 2Aω2

lλn
sinωτ . 解为

v2(x, t) =
∫ t
0 w(x, t; τ) dτ =

∑∞
n=1

1
a
√

λn

∫ t
0 fn(τ) sin(a

√
λn(t − τ)) dτ)Xn(x).

关键: 积化和差计算
∫ t
0 sinωτ sin(a

√
λn(t − τ)) dτ =





− a

√
λn

ω2−λna2
sinωt + ω

ω2−λna2
sin(at

√
λn), ω %=

√
λna,

1
2ω sinωt − 1

2 t cosωt, ω =
√
λna.

非共振情形: ω %∈ {
√
λna}∞n=1. 此时 v2(x, t) = 2Aω2

al
∑∞

n=1(−1)n+1λ
− 3

2n

(
−

√
λna

ω2−λna2
sinωt + ω

ω2−λna2
sin(at

√
λn)

)
sin

√
λnx.

共振情形: ∃n0 ∈ N使得 ω =
√
λn0 a. 此时 v2(x, t) = (−1)n0+1 2Aω2

alλ
3
2n0

(
1
2ω sinωt − 1

2 t cosωt
)
sin

√
λn0 x +

2Aω2
l

∑
n%=n0,n≥1(−1)n 1

λn(ω2−λna2)
sin

√
λnx sinωt + 2Aω2

al
∑

n %=n0,n≥1(−1)n+1 1
λ
3/2
n (ω2−λna2)

sin
√
λnx sin

√
λnat.
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矩形膜的振动

(A):






utt = a2(uxx + uyy), 0 < x < l, 0 < y < h, t > 0;

u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = ψ(x, y),

u(x, 0, t) = u(x, h, t) = 0, u(0, y, t) = u(l, y, t) = 0.
物理意义: 边界固定的膜在初始冲击下的自由振动.
设 u(x, y, t) = R(x, y)T(t). 特征值问题 (♦):
T′′ + λa2T = 0, T(0) = 0; Rxx + Ryy + λR = 0, 0 < x < l, 0 < y <
h; R(x, 0) = R(x, h) = 0, R(0, y) = R(l, y) = 0.
继续用分离变量法: 设 R(x, y) = X(x)Y(y).

X′′(x) + µX(x) = 0, 0 < x < l;X(0) = X(l) = 0; Y′′(y) + (λ− µ)Y(y) = 0, 0 < y < h; Y(0) = Y(h) = 0.

特征值和特征函数: µk =
( kπ

l

)2
,Xk(x) = sin kπ

l x, k = 1, 2, · · · ;
λkm − µk =

(mπ
h

)2
, Ym(x) = sin mπ

h y,m = 1, 2, · · ·
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问题 (♦)的解: λkm =
[( k

l
)2

+
(m
h
)2]

π2, Rkm(x, y) = sin kπ
l x sin

mπ
h y,

k,m = 1, 2, · · ·⇒Tkm(t) = sin at
√
λkm

形式解 (♥): u(x, y, t) =
∑∞

k,m=1 Akm sin kπ
l x sin

mπ
h y sin at

√
λkm,

Akm
.
= 4

lha
√
λkm

∫ l
0
∫ h
0 ψ(x, y) sin

kπ
l x sin

mπ
h y dydx.

设 ψ ∈ C3([0, l]× [0, h])且满足相容性条
件: ∀x ∈ [0, l],ψ(x, 0) = ψyy(x, 0) = ψ(x, h) = ψyy(x, h) = 0; ∀y ∈ [0, h],
ψ(0, y) = ψxx(0, y) = ψ(l, y) = ψxx(l, y) = 0,则由 Bessel不等式,级数
∑∞

k,m=1(|Akm|λ2km)2 ≤ C
∥∥D3

x,yψ
∥∥2
L2 < ∞ ⇒ (♥)是问题 (A)的经典解. (事实上,

∑
|Akm||λkm| =

∑
|Akm||λkm|2|λkm|−1 ≤

(∑
|Akm|2|λkm|4

) 1
2 (
∑

km |λkm|−2)
1
2 < ∞,

从而形式解表达式逐项求导两次后仍一致收敛. 对多重级数的收敛性,可用反
常 (重)积分是否收敛来判别.)
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注意：(1)相容性条件的推导中，需要对方程关于 t再求导一次,并用 ψ(x, 0) = 0类
型的相容条件 (对其关于切向 x求导两次)
(2)利用 λkm ∼ k2 + m2

(3)对 x求导三次,分部积分时用相容性条件,再用 Bessel不等式;类似的考虑对 y
求导三次的式子,用 Bessel不等式,再把所得结果加起来. 故 C = C(l, h).
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圆膜振动 (鼓)

膜振动问题:






utt = uxx + uyy, x2 + y2 < 1, t > 0;

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), ut(x, y, 0) = ψ(x, y), x2 + y2 < 1;

u(x, y, t) = 0, x2 + y2 = 1, t > 0.

分离变量 (I): u(x, y, t) = U(x, y)T(t) ⇒






Uxx + Uyy + λU = 0, x2 + y2 < 1;

U(x, y) = 0, x2 + y2 = 1;

T′′(t) + λT(t) = 0, t ∈ [0,+∞)
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分离变量 (II):极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ ⇒




∂2U
∂r2 (r, θ) +

1
r
∂U
∂r (r, θ) +

1
r2
∂2U
∂θ2 (r, θ) + λU(r, θ) = 0, 0 < r < 1, 0 ≤ θ ≤ 2π;

U(1, θ) = 0, 0 ≤ θ ≤ 2π;

U(r, θ) = U(r, θ + 2π), θ ∈ R;

limr↘0U(r, θ)有界, 0 ≤ θ ≤ 2π.

设 U(r, θ) = R(r)Θ(θ) ⇒ R′′(r)+ 1
r R

′(r)+λR(r)
1
r2
R(r) = −Θ′′(θ)

Θ(θ) = µ ⇒ Θ′′(θ) + µΘ(θ) =

0, Θ(θ) = Θ(θ + 2π)⇒ µk = k2, Θk(θ) = ak cos kθ + bk sin kθ, k = 0, 1, 2, · · ·

⇒





R′′(r) + 1

r R
′(r) +

(
λ− k2

r2

)
R(r) = 0, r ∈ (0, 1),

limr↘0 R(r)有界, R(1) = 0.
(Bessel方程) (幂级数解法;复

平面上的 ODE的解析解理论)
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Bessel方程: R′′(r) + 1
r R

′(r) +
(
λ− k2

r2

)
R(r) = 0, r ∈ (0, 1).

Bessel函数: Jk(r) = 1
2π
∫ 2π
0 cos(ks− r sin s) ds, k = 0, 1, 2, · · ·

Jk(r)有正零点列 {λ(l)
k }∞l=1,满足 (i) λ(1)

k < λ(2)
k < + · · · ; (ii) λ(l)

k → +∞ (l → +∞).
函数列 {Jk

(
λ(l)
k r
)
}∞l=1是在区间 [0, 1]上关于权函数 ϕ(r) = r的正交函数系;它们恰好是问

题





R′′(r) + 1

r R
′(r) +

(
λ− k2

r2

)
R(r) = 0, r ∈ (0, 1),

limr↘0 R(r)有界, R(1) = 0
的特征函数系,相应特征值是

{(
λ(l)
k

)2}∞

l=1
.

对应 λ = (λ(l)k )2, T′′(t) + λT(t) = 0的解是
Tk,l(t) = Ak,l cosλ

(l)
k t+ Bk,l sinλ

(l)
k t, k = 0, 1, 2, · · · , l = 1, 2, · · ·
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膜振动问题形式解
u(r, θ, t) =

∑∞
l=1

(
A0,l cosλ

(l)
0 t+ B0,l sinλ

(l)
0 t
)
J0(λ

(l)
0 r) +

∑∞
k=1
∑∞

l=1(Ak,l cos kθ+

Bk,l sin kθ) cosλ
(l)
k tJk(λ

(l)
k r) +

∑∞
k=1
∑∞

l=1(Ck,l cos kθ +Dk,l sin kθ) sinλ
(l)
k tJk(λ

(l)
k r).

初值: ϕ(r, θ) = u(r, θ, 0) =
∑∞

l=1 A0,lJ0(λ
(l)
0 r) +

∑∞
k=1
∑∞

l=1(Ak,l cos kθ + Bk,l sin kθ)Jk(λ
(l)
k r);

ψ(r, θ) = ut(r, θ, 0) =∑∞
l=1 B0,lλ

(l)
0 J0(λ

(l)
0 r) +

∑∞
k=1
∑∞

l=1 λ
(l)
k (Ck,l cos kθ + Dk,l sin kθ)Jk(λ

(l)
k r).利用公

式
∫ 1

0

[
Jk(λ

(l)
k r)

]2
r dr =

1
2

[
J′k(λ

(l)
k )
]2

,以及特征函数系正交性,得到所有系数

Ak,l,Bk,l,Ck,l,Dk,l. (特别注意: 弦音是乐音,鼓声是噪声 (无基音和泛音的倍数
关系)).
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. .. .. .. .. .
分离变量法

. .. .. .. .. .. .. .
弦振动

. .. .
共振

. .. .. .. .. .. .. .. .
膜振动

. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

以下 k, l = 1, 2, · · · ,

A0,l =
1

π
[
J′0(λ

(l)
0 )
]2

∫ 2π

0

∫ 1

0
ϕ(r, θ)J0(λ(l)

0 r)r drdθ,

B0,l =
1

πλ(l)
0

[
J′0(λ

(l)
0 )
]2

∫ 2π

0

∫ 1

0
ψ(r, θ)J0(λ(l)

0 r)r drdθ,

Ak,l =
2

π
[
J′k(λ

(l)
k )
]2

∫ 2π

0

∫ 1

0
ϕ(r, θ)Jk(λ(l)

k r)r cos kθ drdθ,

Bk,l =
2

π
[
J′k(λ

(l)
k )
]2

∫ 2π

0

∫ 1

0
ϕ(r, θ)Jk(λ(l)

k r)r sin kθ drdθ,

Ck,l =
2

πλ(l)
k

[
J′k(λ

(l)
k )
]2

∫ 2π

0

∫ 1

0
ψ(r, θ)Jk(λ(l)

k r)r cos kθ drdθ,

Dk,l =
2

πλ(l)
k

[
J′k(λ

(l)
k )
]2

∫ 2π

0

∫ 1

0
ψ(r, θ)Jk(λ(l)

k r)r sin kθ drdθ.
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. .. .. .. .. .
分离变量法

. .. .. .. .. .. .. .
弦振动

. .. .
共振

. .. .. .. .. .. .. .. .
膜振动

. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

阻尼与解的衰减

习题 1. 设 α和 a都是正的常数. 证明初边值问题






utt − a2uxx + 2αut = 0, 0 < x < l, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 < x < l,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0

的解是

u(x, t) = e−αt
∑

n< αl
aπ

(
ane−

√
α2−λna2t + bne

√
α2−λna2t

)
sin

nπ
l
x+ e−αt(an0 + tbn0) sin

n0π
l

x

+ e−αt
∑

n> αl
aπ

(
an cos

√
λna2 − α2t+ bn sin

√
λna2 − α2t

)
sin

nπ
l
x, (n0

.
=
αl
aπ

,如果
αl
aπ
不是整数,则蓝色项不出现),

其中 λn =
(
nπ
l

)2
, ãn = 2

l
∫ l
0 ϕ(x) sin

nπ
l x dx, b̃n = 2

l
∫ l
0 ψ(x) sin nπ

l x dx,而






an = 1
2

(
ãn − 1√

α2−λna2
(ãn + b̃n)

)
,

bn = 1
2

(
ãn + 1√

α2−λna2
(ãn + b̃n)

)
,

如果 n < αl
aπ ;





an = ãn,

bn = αãn + b̃n,
如果 n = αl

aπ ;






an = ãn,

bn = 1√
λna2−α2

(αãn + b̃n),
如果 n > αl

aπ .

注意: 阻尼导致出现负特征值,从而时间趋于无穷大时,解依指数速率衰减到零.
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. .. .. .. .. .
分离变量法

. .. .. .. .. .. .. .
弦振动

. .. .
共振

. .. .. .. .. .. .. .. .
膜振动

. .. .
例和习题

. .
阅读和作业

习题 2. 请用分离变量法研究区间 0 < x < π上的一维波动方程 utt − a2uxx = 0的初边值问题,其中边界条件是

u(0, t) = 0, αux(π, t)− u(π, t) = 0. 请特别注意 α > π和 α ≤ π时解的不同形态.
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. .. .. .. .. .
分离变量法

. .. .. .. .. .. .. .
弦振动

. .. .
共振

. .. .. .. .. .. .. .. .
膜振动

. .. .
例和习题

. .
阅读和作业
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

偏微分方程
第二十讲 波动方程的能量积分方法

袁海荣 (华东师范大学数学科学学院)

2022年 12月 27日
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

通过对这一模型 (超音速绕流问题)的分析,谷超豪老师对偏微分方程今后的发展趋向有了一个宏观的

预测,这就是——从方程到方程组;从线性到非线性 (拟线性);从给定边界到自由边界;从定型到变型;从局

部到整体;从低维到高维,等等. 这些都为偏微分方程后来的发展所证实了,也一直指导着我们复旦大学偏
微分方程的研究工作.

这样一个物理模型,所涉及的数学问题既多又难,是不可能一下子就解决的. 研究工作应该由简到繁,

由浅入深,逐步深入,关键是如何选择最初的突破口. 当时,谷超豪老师带领我们着手主攻的问题限于超音

速尖头物体平面、无旋、等熵绕流的局部解. ⋯⋯我们所选的这一个突破口在当时应该是处于前沿的位置

的. ⋯⋯在这个方向上的成果,一开始是由模型问题驱动的,但一旦有了突破,就要从个别到一般,从具体到
抽象,在认识上不断深化,这是数学思维的特点. 另一方面,应用中还有其他一些重要问题也引导到各种不

同类型的边值问题及自由边界问题的求解,需要有一个统一的理论. 后来,我们对一般的二自变数拟线性双

曲组的各种边值问题及自由边界问题建立了迄今为止最完善的局部解理论,可应用于出现激波、接触间断

及中心波等重要的情况,所用的方法也不再依靠具体模型的具体特点,而是具有一般性的意义. ⋯⋯到了

1985年才在美国 Duke大学数学丛书中用英文出版了有关的专著,现已成为这一领域中的一个基本的文献.

—李大潜《积微集——漫谈关于偏微分方程的研究》(2008年)
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

陈恕行院士、洪家兴院士
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

学习要点

熟练掌握波动方程初边值问题和初值问题的能量积分方法

理解能量估计对于解决适定性的意义和 Sobolev空间研究框架的起源

掌握常用的不等式及估计方法

体会波的有限传播速度等定性性质对于定量分析的意义
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

典型问题: 设 Ω ⊂ Rn是有界光滑区域, ν 是 ∂Ω上外单位法向; b, c是不同时

为零的非负常数,波速 a > 0,






utt − a2∆u = f(x, t), x ∈ Ω, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Ω,

b ∂u
∂ν (x, t) + cu(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0.

能量泛函: 设 u(x, t)是经典解,定义 E0(t)
.
=

∫
Ω |u(x, t)|2 dx,

E1(t)
.
=

∫
Ω

(
|ut(x, t)|2 + a2|Du(x, t)|2

)
dx, e(t) .

=




a2c
b
∫
∂Ω |u(x, t)|2 dσx, b > 0,

0, b = 0,
E(t) .

= E0(t) + E1(t) + e(t). (注意: b, c非负

保证了 e(t) ≥ 0.)
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

L2估计:
E′
0(t) = 2

∫
Ω ut(x, t)u(x, t) dx ≤

∫
Ω |ut(x, t)|2 dx+

∫
Ω |u(x, t)|2 dx ≤ E0(t) + E1(t).

H1估计: E′
1(t) = 2

∫
Ω

(
ututt + a2Du · Dut

)
dx 散度定理,分部积分−−−−−−−−−−−−−→

Du·Dut=div(utDu)−ut∆u
=

2
∫
Ω ut

(
utt − a2∆u

)
︸ ︷︷ ︸

=f(x,t)

dx+ 2a2
∫

∂Ω
utDu · ν dσx

︸ ︷︷ ︸
边界项

≤ E1(t) +
∫
Ω |f(x, t)|2 dx− e′(t)
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

边界项的估计: 2a2
∫
∂Ω utDu · ν dσx = −e′(t)

Dirichlet条件— b = 0时边界条件为
u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0 ⇒ ut(x, t) = 0 ⇒

∫
∂Ω utDu · ν dσx ≡ 0;

Neumann条件 (b )= 0, c = 0) —此时边界条件是
Du · ν(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t ≥ 0 ⇒

∫
∂Ω utDu · ν dσx ≡ 0;

Robin条件 (b > 0, c > 0) — e′(t) = 2a2
b
∫
∂Ω(cu(x, t))ut(x, t) dσx =

2a2
∫
∂Ω− ∂u

∂ν (x, t)ut(x, t) dσx = −2a2
∫
∂Ω utDu · ν dσx.
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

总的能量估计: E′(t) = E′
0(t) + E′

1(t) + e′(t) ≤ E0(t) + 2E1(t) +
∫
Ω |f(x, t)|2 dx ≤

2E(t) +
∫
Ω |f(x, t)|2 dx 积分因子 e−2t

−−−−−−−−−−→
或 Gronwall不等式

E(t) ≤E(0)e2t +
∫ t

0

∫

Ω
|f(x, t)|2e2(t−s) dxds

≤e2T
(
E(0) +

∫ T

0

∫

Ω
|f(x, t)|2 dxdt

)
, ∀0 ≤ t ≤ T.

推论: 初边值问题解的唯一性和稳定性;定义恰当的 Sobolev空间,迹定理,非
特征边界等
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

典型问题: 波速 a > 0,





utt − a2∆u = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Rn.

注意—直接应用能量积分方法的困难: 设 u(x, t)是经典解,不能保证它在全
空间 Rn上 L2可积,从而能量泛函无定义. 克服此难点的关键: 利用波的有限
传播速度性质,考虑初始空间的一个紧集的决定区域,将问题局部化.

对任意的数 R > 0, 定义锥
KR

.
=

{
(x, t) ∈ Rn × R+ : |x| ≤ R− at, 0 ≤ t ≤ R

a
}
,它是初始时刻的闭球

B(0;R)的决定区域.

定义 KR在时刻 t的截面 Ωt
.
= {x ∈ Rn : |x| ≤ R− at}.

能量泛函: E0(t)
.
=

∫
Ωt
|u(x, t)|2 dx, E1(t)

.
=

∫
Ωt

(
|ut(x, t)|2 + a2|Du(x, t)|2

)
dx,

E(t) .
= E0(t) + E1(t) .
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

L2估计: 难点—积分区域随时间变化,多元的变积分限含参积分求导法则.
(此处用球坐标化为一元情形: E0(t)

.
=

∫ R−at
0

(∫
S(0,1) |u(rω, t)|

2 dσω
)
rn−1 dr.)

E′
0(t) =− a(R− at)n−1

∫

S(0,1)
|u((R− at)ω, t)|2 dσω

+ 2
∫ R−at

0

(∫

S(0,1)
u(rω, t)ut(rω, t) dσω

)
rn−1 dr

=− a
∫

S(0,R−at)
|u(x, t)|2 dσx + 2

∫

Ωt

u(x, t)ut(x, t) dx

≤
∫

Ωt

|u(x, t)|2 dx+
∫

Ωt

|ut(x, t)|2 dx−a
∫

∂Ωt

|u(x, t)|2 dσx≤ E0(t) + E1(t)

⇒ [E0(t)e−t]′ ≤ E1(t)e−t ⇒ E0(t) ≤ E0(0)et +
∫ t

0
E1(s)et−s ds.
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

H1 估计 (利用了内积是几何量,数值不依赖于球坐标或直角坐标)

E′1(t) =
d

dt

{∫ R−at

0

[∫

S(0,1)

(
|ut(rω, t)|2 + a2|Du(rω, t)|2

)
dσω

]
rn−1 dr

}

= −a(R − at)n−1
∫

S(0,1)

(
|ut((R − at)ω, t)|2 + a2|Du((R − at)ω, t)|2

)
dσω (= −a

∫

S(0,R−at)
(|ut(x, t)|2 + a2|Du(x, t)|2) dσx)

+ 2
∫ R−at

0

[∫

S(0,1)

(
ut(rω, t)utt(rω, t) + a2Du(rω, t) · Dut(rω, t)

)
dσω

]
rn−1 dr (= 2

∫

Ωt
(ututt + a2Du · Dut)(x, t) dx)

= −a
∫

∂Ωt
(|ut(x, t)|2 + a2|Du(x, t)|2) dσx + 2

∫

Ωt
ut(utt − a2∆u)(x, t) dx + 2a2

∫

Ωt
div(utDu)(x, t) dx (Du · Dut = div(utDu) − ut∆u)

= −a
∫

∂Ωt
(|ut(x, t)|2 + a2|Du(x, t)|2) dσx + 2

∫

Ωt
(utf)(x, t) dx + 2a2

∫

∂Ωt
utDu · ν(x, t) dσx (散度定理 ↑,基本不等式 ↓)

≤ −a
∫

∂Ωt
(|ut(x, t)|2 + a2|Du(x, t)|2) dσx +

∫

Ωt
|ut(x, t)|2 dx +

∫

Ωt
|f(x, t)|2 dx + a

∫

∂Ωt

(
|ut(x, t)|2 + a2|Du(x, t)|2

)
dσx

=

∫

Ωt
|ut(x, t)|2 dx +

∫

Ωt
|f(x, t)|2 dx

≤ E1(t) +

∫

Ωt
|f(x, t)|2 dx ⇒

d

dt
(E1(t)e

−t) ≤ e−t
∫

Ωt
|f(x, t)|2 dx ⇒ E1(t) ≤ E1(0)e

t +
∫ t

0

∫

Ωs
|f(x, s)|2et−s dxds.

封闭 L2 估计:

E0(t) ≤ E0(0)e
t +

∫ t

0
E1(s)e

t−s ds ≤ E0(0)e
t +

∫ t

0

(
E1(0)e

s +
∫ s

0

∫

Ωτ

|f(x, τ)|2es−τ dxdτ
)
et−s ds
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

封闭 L2 估计:

E0(t) ≤ E0(0)et +
∫ t

0
E1(s)et−s ds ≤ E0(0)et +

∫ t

0

(
E1(0)es +

∫ s

0

∫

Ωτ

|f(x, τ)|2es−τdxdτ
)
et−s ds

=
(
E0(0) + tE1(0)

)
et + et

∫ t

0

( ∫ s

0

( ∫

Ωτ

|f(x, τ)|2 dx
)
e−τdτ

)
ds (分部积分)

=
(
E0(0) + tE1(0)

)
et + et

{
s
( ∫ s

0

( ∫

Ωτ

|f(x, τ)|2 dx
)
e−τdτ

)∣∣∣∣
s=t

s=0
−

∫ t

0
s
( ∫

Ωs

|f(x, s)|2 dx
)
e−sds

}

=
(
E0(0) + tE1(0)

)
et + et

{
t
∫ t

0

( ∫

Ωτ

|f(x, τ)|2 dx
)
e−τdτ −

∫ t

0
s
( ∫

Ωs

|f(x, s)|2 dx
)
e−sds

}

=
(
E0(0) + tE1(0)

)
et + et

{
t
∫ t

0

( ∫

Ωs

|f(x, s)|2 dx
)
e−sds−

∫ t

0
s
( ∫

Ωs

|f(x, s)|2 dx
)
e−sds

}

=
(
E0(0) + tE1(0)

)
et + et

{∫ t

0
(t− s)

( ∫

Ωs

|f(x, s)|2 dx
)
e−sds

}

=
(
E0(0) + tE1(0)

)
et +

∫ t

0

∫

Ωs

(t− s)et−s|f(x, s)|2 dxds.
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

注意：也可利用前述计算得到 E′(t) = E′
0(t) + E′

1(t) ≤ 2E(t) +
∫
Ωt
|f(x, t)|2 dx,从而证

明 E(t)的估计:

E(t) ≤ E(0)e2t +
∫ t

0
e2(t−s)

∫

Ωs

|f(x, s)|2 dxds.
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

Cauchy问题解的唯一性和稳定性

典型问题: 波速 a > 0,





utt − a2∆u = f(x, t), x ∈ Rn, t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ Rn.

经典解的能量泛函: KR
.
=

{
(x, t) ∈ Rn × R+ : |x| ≤ R− at, 0 ≤ t ≤ R

a
}
, Ωt

.
=

{x ∈ Rn : |x| ≤ R− at}. 能量泛函:
E0(t)

.
=

∫
Ωt
|u(x, t)|2 dx, E1(t)

.
=

∫
Ωt

(
|ut(x, t)|2 + a2|Du(x, t)|2

)
dx,

E(t) = E0(t) + E1(t) .

能量估计: E1(t) ≤ E1(0)et +
∫ t
0
∫
Ωs
|f(x, s)|2et−s dxds;

E0(t) ≤
(
E0(0) + tE1(0)

)
et +

∫ t
0
∫
Ωs
(t− s)et−s|f(x, s)|2 dxds.
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

唯一性: 对任意的 (x0, t0), (其中 t0 > 0),取 R > |x0|+ at0,则
x0 ∈ Ωt0, (x0, t0) ∈ KR. 对于 f ≡ 0, ϕ ≡ 0, ψ ≡ 0 ⇒ E0(0) = E1(0) = f = 0 ⇒
E0(t) ≡ 0, ∀t ∈ [0,R/a] ⇒ E(t0) = 0 ⇒ u(x0, t0) = 0.

稳定性: 对任意的 T > 0, R0 > 0,对任意的 ε > 0,存在 δ > 0,使得若初值和自

由项满足
[∫

B(0,R0+aT)

(
|ϕ(x)|2 + |ψ(x)|2 + a2|Dϕ(x)|2

)
dx
] 1

2 ≤ δ,
[∫ T

0
∫
B(0,R0+a(T−s)) |f(x, s)|

2 dxds
] 1

2 ≤ δ,则
[∫

B(0,R0)

(
|u(x, T)|2 + |ut(x, T)|2 + a2|Du(x, T)|2

)
dx
] 1

2 ≤ ε.

请画图,通过依赖区域和决定区域的概念理解上述积分的范围!
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

证明: 关键点—取 R = R0 + aT,考虑对应的时空锥体 KR及其截面 ΩT. 前面
已有能量估计 E1(t) ≤ E1(0)et +

∫ t
0
∫
Ωs
|f(x, s)|2et−s dxds; E0(t) ≤(

E0(0) + tE1(0)
)
et +

∫ t
0
∫
Ωs
(t− s)et−s|f(x, s)|2 dxds.注意现在

Ωs = {|x| ≤ R0 + a(T− s)},要证明 [E0(T) + E1(T)]
1
2 ≤ ε.

注意到 E1(T) ≤ E1(0)eT +
∫ T
0
∫
B(0,R0+a(T−s)) |f(x, s)|

2eT dxds;
E0(T) ≤ (E0(0) + TE1(0))eT +

∫ T
0
∫
B(0,R0+a(T−s)) Te

T|f(x, s)|2 dxds. ⇒

E0(T) + E1(T) ≤ (1+ T)eT
(
E0(0) + E1(0) +

∫ T
0
∫
B(0,R0+a(T−s)) |f(x, s)|

2 dxds
)
≤

(1+ T)eT(2δ2).
于是,为了 E0(T) + E1(T) ≤ ε2,只要 δ < ε√

2(1+T)eT
即可.
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

推论: 设 ϕ, ψ, |Dϕ| ∈ L2(Rn), f ∈ L2(Rn × [0, T]),则对任意的 t ∈ [0, T],有
u(x, t) ∈ L2(Rn),且 ‖u(·, t)‖L2(Rn) + ‖ut(·, t)‖L2(Rn) + a ‖Du(·, t)‖L2(Rn) ≤√

3(1+ T)e
T
2

(
‖ϕ‖L2(Rn) + a ‖Dϕ‖L2(Rn) + ‖ψ‖L2(Rn) + ‖f‖L2(Rn×[0,T])

)
.

证明: 适当运用上述蓝色估计式.
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初边值问题 初值问题 例和习题 阅读和作业

习题 1. 考虑带阻尼的三维波动方程的初值问题






ρtt = ∆ρ−
µ

(1+ t)λ
ρt, x ∈ R3, t > 0,

ρ(x, 0) = ρ0(|x|), ρt(x, 0) = V(|x|), x ∈ R3.

设 ρ0(0) = 0.

(1)请写出该问题的球对称的经典解满足的定解问题.

(2)证明: 函数 v(x) .
= 1

|x| e
−|x| 是 R3 \ {0}上特征值问题∆v = v的解.

(3)定义泛函 F(t) .
=

∫
R3 ρ(x, t)v(|x|) dx. 找到 F(t)满足的常微分方程.

(4) (选作)考虑带阻尼的二维波动方程的初值问题






ρtt = ∆ρ−
µ

(1+ t)λ
ρt, x ∈ R2, t > 0,

ρ(x, 0) = ρ0(|x|), ρt(x, 0) = V(|x|), x ∈ R2.

那么上述函

数 v(x)应当如何选取? 对应泛函 F(t)满足怎样的常微分方程? (提示: 考虑修正 Bessel函数
∫∞
0 e−r cosh t dt.)

来源: 证明非线性波动方程经典解爆破的基本方法和技巧.

习题 2. 求解圆周 S1 = R/2πZ上一维波动方程 utt − a2uxx = 0的初值问题. (即初值都是 2π周期函数,解给定 2π周

期条件.)

(1) 计算分离变量各项 (驻波)的动能和势能;

(2) 证明经典解的唯一性和稳定性.
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阅读任务和作业

必读—郇中丹，黄海洋: 偏微分方程 (第二版),高等教育出版社, 2013. [pp. 138-143; pp. 158-160]

作业— p.144: 2, 3, 4；p.160: 1,2,3.
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