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1.2 向量场与切丛

1.2.1 求导的方向

上一节中我们解决了流形上的函数是否可微的问题, 接下来我们要考
虑的是如何求导. 我们接着上一节自然的想法, 给定一点 p ∈ M , 对包含 p

的坐标卡 (Uα, ϕα), 定义

(
∂

∂xk
f

)
(p) :=

∂

∂xkα

(
f ◦ ϕ−1

α

)
(ϕα(p)) , (1.20)

其中 (x1α, · · · , xnα) 是 ϕ(Uα) 所在的 n 维欧氏空间的坐标. 在上面的公式中，
ϕα(p) ∈ Rn, 所以右边是在欧氏空间中求导，是有意义的.

但这时我们遇到了另一个问题，即定义依赖于坐标卡的选取. 如果我们
在包含 p 的不同的坐标卡下求导，是否可以求出同一个函数?

我们不妨验证一下, 当 p ∈ Uα ∩ Uβ 时, 由(1.12), (1.13)及链式法则可得

∂

∂xkα

(
f ◦ ϕ−1

α

)
(ϕα(p)) =

∂

∂xkα

(
f ◦ ϕ−1

β

)
(ϕβα (ϕα(p)))

=
n∑

l=1

∂

∂xlβ

(
f ◦ ϕ−1

β

)
(ϕβα (ϕα(p))) ·

∂ϕl
βα

∂xkα
(ϕα(p))

6= ∂

∂xkβ

(
f ◦ ϕ−1

β

)
(ϕβ(p)) . (1.21)
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我们不妨用矩阵的形式将上述求和式写出


∂

∂x1
α

∂
∂x2

α...
∂

∂xn
α

 =


∂ϕ1

βα

∂x1
α

∂ϕ2
βα

∂x1
α
· · · ∂ϕn

βα

∂x1
α

∂ϕ1
βα

∂x2
α

∂ϕ2
βα

∂x2
α
· · · ∂ϕn

βα

∂x2
α... ... . . . ...

∂ϕ1
βα

∂xn
α

∂ϕ2
βα

∂xn
α
· · · ∂ϕn

βα

∂xn
α





∂
∂x1

β

∂
∂x2

β...
∂

∂xn
β

 , (1.22)

我们经常将上面的方阵简记为 (
∂ϕl

βα

∂xkα

)
(k,l)

. (1.23)

观察式子左右两边, 我们发现在更换坐标卡后, 求导总体上差了一个 ϕβα 在

ϕα(p) 处的 Jacobi 矩阵. 我们可以将这个式子理解为函数 f 关于两个坐标

卡求导, 实际上是求导的方向发生了变化, 如果我们可以将两个方向“粘”
成一个新的方向, 之前的定义就合理了, 这个方向我们也可以称之为向量场
（vector field）.
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对一个一般的求导方向
n∑

k=1

akα
∂

∂xk
α
, 由(1.22), 我们有

n∑
k=1

akα
∂

∂xkα
=
(
a1α, · · · , anα

)


∂
∂x1

α

∂
∂x2

α...
∂

∂xn
α

 =
(
a1α, · · · , anα

)(∂ϕl
βα

∂xkα

)
(k,l)



∂
∂x1

β

∂
∂x2

β...
∂

∂xn
β

 .

(1.24)

根据(1.24), 我们可以给出下面的向量场的定义.

定义 1.2.1. 设 M 是一个带有光滑结构 {(Uα, ϕα)} 的光滑流形, M 上

的一个向量场 X 是一族偏导数

{
n∑

k=1

akα
∂

∂xk
α

}
α∈I

, 满足对 ∀α ∈ I, akα ∈

C∞ (ϕα(Uα) ⊂ Rn,R), 而且若 m ∈ Uα ∩ Uβ,

alβ(ϕβ(m)) =
n∑

k=1

akα(ϕα(m)) ·
∂ϕl

βα

∂xkα
(ϕα(m)) . (1.25)

这样一来, 我们用向量场的定义解决了两个关于不同坐标卡求偏导时
的相容性, 因此在关于向量场给定的方向求偏导时, 得到的结果是不依赖于
坐标卡的选取的. 这相当于我们在不同的坐标卡上对不同的方向求偏导。

接下来我们又遇到了一个问题：如果有三个坐标卡覆盖 m ∈ M , m ∈
Uα ∩ Uβ ∩ Uγ, 不同坐标卡变换之间是否会有冲突？按数学的语言，

alβ(ϕβ(m)) =
n∑

k=1

akα(ϕα(m)) ·
∂ϕl

βα

∂xkα
(ϕα(m)) (1.26)

alγ(ϕγ(m)) =
n∑

k=1

akβ(ϕβ(m)) ·
∂ϕl

γβ

∂xkβ
(ϕβ(m)) (1.27)

alγ(ϕγ(m)) =
n∑

k=1

akα(ϕα(m)) ·
∂ϕl

γα

∂xkα
(ϕα(m)) (1.28)
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如果通过前两个公式得到的 (a1γ, · · · , anγ)与 (a1α, · · · , anα)的关系与 (1.28)
不同，那么我们向量场的定义就会出问题。我们来看一下会不会出问题。

由转移映射的定义, ϕγα = ϕγβ ◦ ϕβα, 再由求导的链式法则可以得到

∂ϕl
γα

∂xkα
(ϕα(m)) =

n∑
t=1

∂ϕl
γβ

∂xtβ
(ϕβ(m)) ·

∂ϕt
βα

∂xkα
(ϕα(m)). (1.29)

写成矩阵形式, 就是

(
∂ϕl

γα

∂xkα
(ϕα(m))

)
(k,l)

=

(
∂ϕt

βα

∂xkα
(ϕα(m))

)
(k,t)

(
∂ϕl

γβ

∂xtβ
(ϕβ(m))

)
(t,l)

. (1.30)

把公式 (1.26), (1.27) 写成向量形式, 并把 (1.26) 代入 (1.27) 中，我们
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有

(
a1γ (ϕγ(m)) , · · · , anγ (ϕγ(m))

)
=
(
a1β (ϕβ(m)) , · · · , anβ (ϕβ(m))

)(∂ϕl
γβ

∂xtβ
(ϕβ(m))

)
(t,l)

=
(
a1α (ϕα(m)) , · · · , anα (ϕα(m))

)(∂ϕt
βα

∂xkα
(ϕα(m))

)
(k,t)

(
∂ϕl

γβ

∂xtβ
(ϕβ(m))

)
(t,l)

=
(
a1α (ϕα(m)) , · · · , anα (ϕα(m))

)(∂ϕl
γα

∂xkα
(ϕα(m))

)
(k,l)

. (1.31)

该式即为 (1.28) 的向量表示形式.
因为 (1.26), (1.27) 可以推出 (1.28), 由归纳法, 对对任意多个相交于某

点的坐标卡, 向量场的定义都是相容的.
按照这样的定义, 沿着 X 方向对 f 求导我们记为 Xf . 从这个角度看,

向量场 X 实际上定义了一个映射

X : C∞(M,R)→ C∞(M,R), (1.32)

且这个映射是合理定义的.

1.2.2 切向量丛

向量场到底是什么？在前面的定义中，向量场是以求导为目的引入，在

每一块坐标卡上定义，再以某种规则粘起来的东西. 这就自然出现了一个问
题：这样拼起来的东西到底是什么？在数学中我们熟悉的是三段论式的定

义，有大前提和小前提，但我们这里是一个构造的定义，我们是不是可以按

照数学习惯，先找一个大空间然后把向量场看作空间中满足某种性质的元

素或部分？或者用通俗一点的话说，我们能不能给向量场找到一个家？我们

现在给向量场建造一个家。

设M 是带有光滑结构 {(Uα, ϕα)}的光滑流形,记
⊔
α

(Uα × Rn)是 {Uα×

Rn}α 的不交并. 定义关系 ” ∼ ”, 使得(
x, (a1α, · · · , anα)

)
∈ Uα × Rn ∼

(
y, (a1β, · · · , anβ)

)
∈ Uβ × Rn (1.33)
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当且仅当 x = y, 且 ∀1 ≤ l ≤ n,

alβ =
n∑

k=1

akα ·
∂ϕl

βα

∂xkα
(x) (1.34)

或写成向量形式

(
a1β, · · · , anβ

)
=
(
a1α, · · · , anα

)(∂ϕl
βα

∂xkα
(x)

)
(k,l)

. (1.35)

可以验证 ” ∼ ” 是一个等价关系, 即满足自反性、对称性和传递性.

我们定义如下映射

X|Uα =
n∑

k=1

akα(x)
∂

∂xkα
: Uα → Uα × Rn

x 7→
(
x, (a1α(x), · · · , anα(x))

) (1.36)

X|Uβ
=

n∑
l=1

alβ(x)
∂

∂xlβ
: Uβ → Uβ × Rn

y 7→
(
y, (a1β(y), · · · , anβ(y))

) (1.37)

这样的映射可以“粘”成一个合理定义的映射：

X :M →
⊔
α

(Uα × Rn) / ∼

箭头右边的空间就可以看作向量场所在的“大空间”, 于是我们有了“切向
量丛”（vector field）的定义.

定义 1.2.2. TM :=
⊔
α

(Uα × Rn) / ∼ 称为光滑流形 M 上的切向量丛.

由前面拼接式的定义我们可以得到 TM 是一个拓扑流形. 事实上 TM

甚至是一个光滑流形. 注意到我们一直在假设 M 是一个光滑流形.
记 π : TM → M, (m, v) 7→ m 为投影映射. 由(1.33)可得，π 是合理定

义的。
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定义 1.2.3. 对 m ∈ M , TmM := π−1(m) 称为 M 在 m 点的切空间. 对向
量场 X，X(m) ∈ TmM 称为 M 在 m 点的一个切向量.

根据投影映射和切向量丛的定义，下面命题的证明是显然的。

命题 1.2.4. X 是光滑流形 M 上的一个向量场当且仅当 X : M 7→ TM 是

一个满足 π ◦X = IdM 的光滑映射.

记

C∞(M,TM) = {s :M → T ∗M为光滑映射|π ◦ s = IdM}. (1.38)

所以我们可以得到 X ∈ C∞(M,TM).
事实上, 很多书籍主要是采用上述命题中后面的方式来定义向量场.

在曲面论中，我们讨论过曲面上的切向量与切空间。这里我们定义了

流形上的向量场与切空间。我们需要讨论一下当流形就是三维空间中的曲

面时，二者之间的关系。

设 M 是一个三维空间中的正则参数曲面，则它是一个微分流形。对

m ∈M ,考虑覆盖m的两个坐标卡 (Uα, ϕα), (Uβ, ϕβ). 则 ϕ−1
α , ϕ−1

β 是 Uα∩Uβ

的两个参数表示。这两个参数表示之间的参数变换为

ϕβα : ϕα(Uα ∩ Uβ)→ ϕβ(Uα ∩ Uβ) (1.39)

考虑 M 上经过 m 点的一条光滑曲线 γ(t)，γ(0) = m, 设 ϕα ◦ γ(t) =

(x1α(t), x
2
α(t)), ϕβ ◦γ(t) = (x1β(t), x

2
β(t)). γ(t)在m点对应的切向量为 γ′(0) ∈

R3, 在 ϕα(Uα)中对应的向量为 ((x1α)
′(0), (x2α)

′(0)), 在 ϕβ(Uβ)中对应的向量

为 ((x1β)
′(0), (x2β)

′(0)). 注意到

((x1β)
′(0), (x2β)

′(0)) = ((x1α)
′(0), (x2α)

′(0))

∂ϕ1
βα

∂x1
α

∂ϕ2
βα

∂x1
α

∂ϕ1
βα

∂x2
α

∂ϕ2
βα

∂x2
α

 (1.40)

此式正好对应于 (1.35) 式。
在流形的意义下，ϕα(Uα)中的偏微分 (x1α)

′(0) ∂
∂x1

α
+(x2α)

′(0) ∂
∂x2

α
与 ϕβ(Uβ)

中的偏微分 (x1β)
′(0) ∂

∂x1
β
+ (x2β)

′(0)) ∂
∂x2

β
粘合成了一个切向量 X(m) ∈ TmM .
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所以我们有两种切向量的对应：

(a1α, a
2
α) ∈ ϕα(Uα)←→ a1α

∂

∂x1α
+ a2α

∂

∂x2α
,

(a1β, a
2
β) ∈ ϕβ(Uβ)←→ a1β

∂

∂x1β
+ a2β

∂

∂x2β
.

(1.41)

但切向量 γ′(0) ∈ R3 在流形中却没有对应。这是因为我们并不假设流形在

另外更大的欧式空间中。

向量场有两个性质, 若 X ∈ C∞(M,TM), X : C∞(M) → C∞(M),
f, g ∈ C∞(M), α, β ∈ R, 则有:

(1)X(αf + βg) = α ·Xf + β ·Xg,
(2)X(f · g) = f ·Xg + g ·Xf .

习题

1. 证明 (1.33) 中的 ∼ 是一个等价关系。

2. 证明 TM 是一个微分流形.


