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摘要 本文介绍局部 Atiyah-Singer 指标定理及其诸多推广, 并对 Bismut-Cheeger η- 形式的最新进展

及其在微分 K 理论中的应用作进一步的讨论.
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1 引言

Atiyah-Singer 指标定理 [18] 是 20 世纪最重要的数学定理之一, 它将微分几何中的 Gauss-Bonnet-

Chern 定理 [94]、复几何中的 Hirzebruch-Riemann-Roch 定理 [133] 和拓扑学中的 Hirzebruch 符号差

(signature)定理 [133] 这三个在各自领域中处在举足轻重地位的大定理置于了一个统一的框架中. 几十

年来, 受到诸多数学学科甚至理论物理中很多思想的影响, 大量新工具、新方法被引入到指标定理的

研究当中. 这些新工具、新方法拓展了我们的认知边界, 使得我们能够应用研究指标定理的想法来尝

试解决很多数学方向中出现的问题, 构建更多有用的理论框架. 这些成果、思想以及由此诞生的指标

理论在很多数学方向乃至量子场论与弦论中都有着重要应用和深刻影响.

具体而言, Atiyah-Singer 指标定理指的是对偶数维紧致流形 X 上复向量丛间的线性椭圆微分算

子 D, 其由方程解空间维数定义的解析指标与其通过拓扑方法定义的拓扑指标相等:

D的解析指标 = D的拓扑指标, (1.1)

其中上式的两项正好对应了分析与拓扑中的研究对象.所以可以认为指标定理在分析与拓扑之间搭建

了桥梁.
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刘博: 局部指标定理与 Bismut-Cheeger η- 形式

在后续的研究中, 相对于一般的线性椭圆算子, 一类特殊的算子—Dirac 算子—受到了最多的关

注. 一方面, Dirac 算子的指标定理可以将指标写作由曲率构造的微分形式的积分, 将分析、拓扑与几

何建立联系, 而且前面提到的三大定理都是 Dirac 算子指标定理的特例 (参见第 2.3 小节的讨论). 另

一方面, 根据拓扑 K 理论的知识, 一般线性椭圆微分算子的指标定理可以通过 Dirac 算子的指标定理

直接得到 (参见文献 [18, 命题 3] 和 [142, 注记 13.11]). 对于偶数维紧致流形上的 Dirac 算子 DE
X (见

定义 2.4), 其指标定理写作

ind(DE
X,+) =

∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E). (1.2)

上式中每一项的定义参见第 2.2 小节. 注意到 (1.2) 中被积的微分形式由流形与向量丛上的度量、联

络这些几何量定义 (见 (2.21) 和 (2.26)). 当几何发生变化时, 微分形式自然会变化. 而左端算子的指

标是一个与几何无关的拓扑量. 也就是说, 无论这个微分形式局部如何随几何变化, 其积分作为一个

整体永远固定不变. 我们熟知的微分几何中的 Gauss-Bonnet 定理就是这个局部 - 整体思想的最早的

范例.

而局部指标定理 (具体细节参见第 2.4小节)是局部 -整体思想的一个更好的体现. 记 exp(−tDE,2
X ),

t > 0 为 DE,2
X 对应的热算子, exp(−tDE,2

X )(x, y) 为对应的热核. 对于超迹 Trs (参见 (2.18)), 有

Trs[exp(−tDE,2
X )] =

∫
X

Trs[exp(−tDE,2
X )(x, x)]dx. (1.3)

由 McKean-Singer 公式可知上式的左端与 t 没有关系. 根据谱理论, 可得

lim
t→+∞

Trs[exp(−tDE,2
X )] = ind(DE

X,+). (1.4)

所以由 (1.2), 可得 ∫
X

Trs[exp(−tDE,2
X )(x, x)]dx =

∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E). (1.5)

一般情形下, exp(−tDE,2
X )(x, x) 显然与 t 有关. 事实上, 对于 t→ 0+, 热核渐近公式 [167,178] 指出

exp(−tDE,2
X )(x, x) ∼

∞∑
k=− dimX/2

akt
k. (1.6)

基于 (1.5)和 (1.6), McKean和 Singer [162] 提出了 “奇迹消除 (miraculous cancellation)猜想”:当 t→ 0

时, (1.5) 两端积分内部的积分项在最高次时相等 1), 即当 t → 0 时, 若 k < 0, 则 (1.6) 中的 ak 的超迹

会奇迹般地消失, 且 Trs[a0]dx 恰等于 (1.5) 右端的积分项在最高次微分形式上的分量. 后来, 在多位

数学家的努力下,这一猜想最终被证明 (参见文献 [9,28,32,121,122,124,126,139,171,172,190]),变成了

现在的局部 Atiyah-Singer 指标定理:

lim
t→0

Trs[exp(−tDE,2
X )(x, x)]dx = [Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E)](n), (1.7)

其中 [α](n) 表示微分形式 α 在 n 形式上的分量, n = dimX. 通过比较 (1.5) 与 (1.7), 我们会发现局部

指标定理是原始 Atiyah-Singer 指标定理的加强. 而且这个局部技术让我们能够得到并分析更多更复

杂的不变量.

1) McKean 和 Singer [162] 只对 de Rham-Hodge 算子 DE
X = d + d∗ 提出了奇迹消除猜想, 这个猜想随后被 Patodi [171]

证明, 是局部指标定理的先声. 关于这段历史, 可参见一篇精彩的综述文献 [201].
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1986 年, Bismut [36] 应用 Quillen [174] 引入的超联络将上述方法推广到算子簇情形, 证明了算子

簇情形的局部指标定理. 随后, Bismut 与他的合作者们发展了一套解析局部化技术 [31, 35,37–50,52–80],

将局部指标理论推进到一个新的阶段. 在算子簇情形局部指标定理的证明中, Bismut 引入了现称作

Bismut 超联络的算子 (当流形簇退化为一个流形时, Bismut 超联络就是 Dirac 算子). Bismut 指出将

Dirac 算子替换为 Bismut 超联络后, 对应的 (1.3)、(1.4) 和 (1.7) 仍然成立, 但这种情形下 (1.3) 的左

端只在上同调意义下与 t 无关. 此时, 作为参数空间上的微分形式, 其左端 t → 0 的极限与 t → +∞
的极限会相差一个可被具体构造的微分形式的外微分. 这个微分形式被称为 Bismut-Cheeger η- 形式

(具体细节参见第 3.5 小节). 从另外的角度观察, η- 形式是 η- 不变量的高维推广且会自然出现在 η-

不变量的绝热极限公式中 (Bismut和 Cheeger 2021年共同获得了邵逸夫数学奖,他们所有合作的成果

均与 η- 形式相关).

本文计划对局部指标定理的各种推广与 η- 形式研究的近期进展作一综述, 并简要讨论 η- 形式在

微分 K 理论中的应用. 受篇幅与个人兴趣所限, 此综述将被限制在紧致流形的范畴内, 不会提及非紧

致流形上指标理论的进展,也不会涉及算子代数与非交换几何领域的相关内容.为了叙述方便,文中的

一些结果并没有被推广至文献中的最一般的情形.

本文余下内容的安排如下. 第 2节介绍 Clifford模上 Dirac算子的 Atiyah-Singer指标定理与局部

指标定理, 并应用其得到 Gauss-Bonnet-Chern 定理、Hirzebruch 符号差定理和 Hirzebruch-Riemann-

Roch定理. 第 3节讨论指标定理的各种推广,包括等变指标定理、Kirillov公式、APS (Atiyah-Patodi-

Singer) 指标定理、簇指标定理以及它们的某些共同推广. 第 4 节综述 Bismut-Cheeger η- 形式的各种

性质. 第 5 节简要介绍 η- 形式在微分 K 理论中的应用.

注 1.1 如果没有其他说明, 我们总假设文中提到的流形为无边界的光滑流形, 带边流形为光滑

带边流形. 本文经常会考虑纤维丛 π : W → B 中 W 上的微分形式沿纤维 X 的积分. 由于纤维有可

能是奇数维, 我们需要约定积分的符号: 对 α ∈ Ω•(B), β ∈ Ω•(W ), 约定∫
X

(π∗α) ∧ β = α ∧
∫
X

β. (1.8)

本文使用的 Lie 括号均为超 Lie 括号, 即若 A 是一个 Z2 分次代数, a, b ∈ A,

[a, b] := ab− (−1)deg(a) deg(b)ba. (1.9)

若 [a, b] = 0, 称 a 与 b 超交换 (参见文献 [26, 第 1.3 小节]). 对于不分次空间 A, 总可以将其视作平凡

的 Z2 分次空间 A = A⊕ 0.

2 Atiyah-Singer 指标定理

Atiyah-Singer指标定理将数学的很多方向联系在了一起,这也给了我们从很多角度来研究这个定

理的机会. 到目前为止,指标定理有很多种证明, 其中比较经典的证明有三种. 第一种是最早的配边证

明 [18];第二种是 K理论证明 [17, 19,20,22,23];第三种是前面提到的热核证明,即通过局部指标定理得到证

明. 现在有很多学术专著对指标定理及相关内容作过系统的阐述. 关于配边证明,可参见文献 [90,170];

关于 K理论证明,可参见文献 [81,82,142,168,180];关于热核证明,可参见文献 [26,82,113,126,191,203].

关于指标理论的发展史, 可参见文献 [4, 117, 192, 202]. 关于指标定理证明所需的相关知识, 可参见文

献 [120, 163, 177, 183, 192]. 本节主要采取文献 [26] 中的符号约定. 关于本节内容的细节, 可参见文

献 [26, 第 3 和 4 章].
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本节内容安排如下. 第 2.1 小节讨论 Euclid 空间上的 Dirac 算子, 为流形上 Dirac 算子的定义作

铺垫. 第 2.2 小节在流形上定义 Clifford 模上的 Dirac 算子, 并给出 Dirac 算子的指标定理. 第 2.3 小

节讨论指标定理在 4 个几何算子上的应用. 第 2.4 小节给出局部指标定理的表述.

2.1 Euclid 内积空间上的 Dirac 算子

在 n 维 Euclid 空间 Rn 中, Laplace-Beltrami 算子定义为

∆ = − ∂2

∂x21
− · · · − ∂2

∂x2n
. (2.1)

而 Dirac 算子来源于对 Laplace-Beltrami 算子开根号的尝试.

我们用待定系数法来看这个问题. 设 D 是 Euclid 空间中的一个常系数一阶微分算子,

D = c1
∂

∂x1
+ · · ·+ cn

∂

∂xn
, (2.2)

则

D2 =
∑
i<j

(cicj + cjci)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

c2i
∂2

∂x2i
. (2.3)

若 D2 = ∆, 则对任意 1 6 i, j 6 n, 有

cicj + cjci = −2δij . (2.4)

显然, 上式中的常数 ci 并不是数域中的数. 最早考虑这个问题的是 Hamilton (参见文献 [131, 第 263

页]): 对于 2 维 Euclid 空间, 若取 c1 和 c2 为四元数 H 中的虚数单位 i 和 j, 则 (2.4) 成立. 1928 年, 在

量子力学的研究中, Dirac 也遇到了这个问题. Dirac [109] 的想法是将 ci 取作非交换的矩阵, 从而得到

了著名的 Dirac 方程. 事实上, 一般情形下 (2.4) 诱导了 Rn 上的一个 Clifford 代数结构.

定义 2.1 设 (V, ⟨·, ·⟩)是一个实内积空间. Clifford代数 C(V )是一个由 V 生成的实代数且满足

对任意 v, w ∈ V , 有

v · w + w · v = −2⟨v, w⟩. (2.5)

注意到, 若 dimV = 1, 则 C(V ) ≃ C; 若 dimV = 2, 则 C(V ) ≃ H. 所以 Clifford 代数 C(V ) 是复

数与四元数的推广.

接下来, 要为 (2.2) 中的 D 寻找一个作用空间. 设 E 是 Clifford 代数 C(V ) 的一个有限维复表示

空间, 即存在代数同态

c : C(V ) → End(E), (2.6)

对任意 v, w ∈ V , 有

c(v)c(w) + c(w)c(v) = −2⟨v, w⟩. (2.7)

记 {e1, . . . , en} 为内积空间 V 的一组单位正交基. 对 x ∈ V , 记 x 在这组基下的表示为

x = x1e1 + · · ·+ xnen.

记 C∞(V,E) 为从 V 到 E 的所有光滑映射组成的空间.
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定义 2.2 将内积空间 (V, ⟨·, ·⟩) 上关于表示 E 的 Dirac 算子 D : C∞(V,E) → C∞(V,E) 定义为

D = c(e1)
∂

∂x1
+ · · ·+ c(en)

∂

∂xn
. (2.8)

容易验证这里的 Dirac 算子的定义与单位正交基 {e1, . . . , en} 的选取无关, 且 D2 = ∆.

2.2 Atiyah-Singer 指标定理

为了证明指标定理, Atiyah 和 Singer 将 Dirac 算子的定义推广到了 Riemann 流形上. 考虑一个

带有 Riemann 度量 gTX 的定向 Riemann 流形 X. 对任意 x ∈ X, 其切空间 TxX 和度量 gTX
x 组成了

一个内积空间. 记 C(TxX) 为由此内积空间所诱导的 Clifford 代数. 此时 C(TX) :=
⊔

x∈X C(TxX) 组

成了 X 上的一个光滑向量丛. 记 ∇TX 是 TX 上由 gTX 诱导的 Levi-Civita 联络.

定义 2.3 设 E 是 X 上的一个复向量丛. 记 C∞(X, E) 为由向量丛 E 上的所有光滑截面组成的
空间. 如果对任意 x ∈ X, 纤维 Ex 是 C(TxX) 的 Clifford 表示, 即存在满足 (2.7) 的代数同态

c : C(TxX) → End(Ex), (2.9)

且对任意 a ∈ C∞(X,C(TX)), s ∈ C∞(X, E), 有 c(a)s ∈ C∞(X, E), 则称 E 是一个 Clifford 模. 此

时称同态 c 是一个 Clifford 作用. 设 hE 是 E 上的一个 Hermite 度量. 如果对任意 a ∈ C∞(X,TX),

s, s′ ∈ C∞(X, E), 有

hE(c(a)s, s′) = −hE(s, c(a)s′), (2.10)

则称 (E , hE) 是一个自伴 Clifford 模. 设 ∇E 是 E 上一个与度量 hE 相容的联络. 如果对任意 U, V ∈
C∞(X,TX), 还有

[∇E
U , c(V )] = c(∇TX

U V ) (2.11)

成立, 则称 ∇E 为一个 Clifford 联络. 此时称满足这些条件的

E := (E , hE ,∇E) (2.12)

是一个 Dirac 丛 (此处采用文献 [142, 定义 5.2] 中的名称).

事实上, 对任意 Riemann 流形, 其上一定存在 Dirac 丛, 但 Dirac 丛不一定唯一.

例 2.1 取 E = Λ(T ∗X)⊗C为 X 上外代数丛的复化,则 E 上存在 Clifford作用使其成为 Clifford

模: 对 a ∈ TX, 有

c(a) := a∗ ∧ −ιa ∈ End(Λ(T ∗X)⊗ C), (2.13)

其中 a∗ ∈ T ∗X 为 a 的对偶, ιa 是 a 的缩并. 容易验证这里定义的映射 c 满足 (2.7), 是一个 Clifford

作用. 取 hE 为 E 上由 gTX 诱导的 Hermite 度量, 则 (2.10) 成立. 此时, E 上由 ∇TX 自然诱导的联络

∇E 是一个 Clifford 联络.

应用 Dirac 丛 E = (E , hE ,∇E), 类比定义 2.2, 可以将 Dirac 算子推广到 Riemann 流形上. 记

{e1, . . . , en} 为 TX 上的一个局部正交标架.
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定义 2.4 给定 Dirac 丛 E , Dirac 算子 DE
X : C∞(X, E) → C∞(X, E) 定义为

DE
X := c(e1)∇E

e1 + · · ·+ c(en)∇E
en . (2.14)

与 Euclid 空间中的定义一样, 此时 Dirac 算子的定义依然与局部正交标架的选取无关. 而且这里

定义的 Dirac 算子是一个一阶自伴椭圆微分算子. 当 X 是紧致流形时, DE
X 的谱都是点谱且都在实轴

上. 注意, 此时 Dirac 算子的平方 DE,2
X 与 Laplace-Beltrami 算子 ∆E 的差是一个曲率项. 一般情形下,

这个曲率项并不消失.

如果 Clifford 模 E 是一个 Z2 分次的向量丛, 即存在复向量丛 E+ 和 E−, 使得

E = E+ ⊕ E−, (2.15)

且向量场的 Clifford 作用当 X 为偶数维时将 E± 映到 E∓、当 X 为奇数维时保持 Z2 分次不变, 则称

E 是一个 Z2 分次的 Clifford模. 对于 Dirac丛 E ,若 E+ 与 E− 在 hE 下正交, 且 ∇E 保持分次不变,则

称 E 是一个 Z2 分次的 Dirac丛. 在例 2.1中,当 X 为偶数维时,若取 E+ = Λeven(T ∗X)⊗C为偶数次
外代数丛的复化,取 E− = Λodd(T ∗X)⊗C为奇数次外代数丛的复化,则 E 是一个 Z2 分次的 Dirac丛.

若 X 为偶数维, 易知 Dirac 算子 DE
X 将 C∞(X, E±) 映到 C∞(X, E∓). 记 DE

X,± := DE
X |C∞(X,E±).

进一步地, 如果 X 是紧致流形, 则 DE
X,+ 是一个 Fredholm 算子, 即 kerDE

X,+ 和 cokerDE
X,+ 都是有限

维线性空间. 由于 DE
X 是一个自伴算子, 所以 cokerDE

X,+
∼= kerDE

X,−. 定义 DE
X,+ 的解析指标为

ind(DE
X,+) := dimkerDE

X,+ − dim cokerDE
X,+ = dimkerDE

X,+ − dimkerDE
X,− ∈ Z. (2.16)

事实上上式中的解析指标是一个拓扑不变量. 下面的 Atiyah-Singer 指标定理指出这个解析指标可以

表示为由曲率决定的微分形式在流形上的积分.

定理 2.1 (Atiyah-Singer 指标定理) 设 X 是一个偶数维定向紧致 Riemann 流形, E 是 X 上的

一个 Z2 分次的 Dirac 丛, 则解析指标

ind(DE
X,+) =

∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E). (2.17)

下面给出 (2.17) 中右端微分形式的定义.

设 V = V+ ⊕ V− 是一个 Z2 分次的线性空间. 对 A ∈ End(V ), 定义 A 的超迹为

Trs[A] := Tr[A|V+ ]− Tr[A|V− ]. (2.18)

设 E 是 X 上的一个向量丛. 记 Ω∗(X,E) := C∞(X,Λ∗T ∗X ⊗E). 设 ∇E : C∞(X,E) → Ω1(X,E)

是 E 上的一个联络. 通过 Leibniz 法则, 可将 ∇E 推广到映射 ∇E : Ω∗(X,E) → Ω∗+1(X,E): 对任意

α ∈ Ωk(X), s ∈ Ω∗(X,E), 有

∇E(α ∧ s) = dα ∧ s+ (−1)kα ∧∇Es, (2.19)

其中 dα 指的是微分形式 α 的外微分. 此时 E 上由 ∇E 决定的曲率算子定义为

RE := ∇E ◦ ∇E : Ω∗(X,E) → Ω∗+2(X,E). (2.20)

事实上有 RE ∈ Ω2(X,End(E)).

6



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 4 期

当 E = TX 时, 对切丛上的 Levi-Civita 联络 ∇TX , 定义流形的 Â 形式为

Â(TX,∇TX) := det1/2
( −RTX

4πi

sinh(−RTX

4πi )

)
∈ Ω4∗(X), (2.21)

其中 RTX 是 ∇TX 的曲率. 若 E 是一个 Z2 分次的复向量丛, 其 Chern 特征形式为

ch(E,∇E) := Trs

[
exp

(
− RE

2πi

)]
∈ Ω2∗(X). (2.22)

对 Z2 分次的 Dirac 丛 E , 定义其扭曲率为

RE/S := RE − 1

4

∑
i,j

⟨RTXei, ej⟩c(ei)c(ej). (2.23)

记 EndC(TX)(E) 为由 End(E) 中与 Clifford 作用超交换的元素组成的空间. 容易验证

RE/S ∈ EndC(TX)(E).

对 A ∈ EndC(TX)(E), 定义其相对超迹 TrE/Ss : EndC(TX)(E) → C,

TrE/Ss [A] :=

2−
n
2 Trs[ΓA], 若 n = dimX 是偶数,

2−
n−1
2 Trs[A], 若 n = dimX 是奇数,

(2.24)

其中

Γ = in/2c(e1) · · · c(en). (2.25)

注意到 Γ2 = 1 且其定义不依赖局部定向单位正交标架的选取. 此时 E 的相对 Chern 特征形式定义为

ch(E/S,∇E) := TrE/Ss

[
exp

(
− RE/S

2πi

)]
∈ Ω2∗(X). (2.26)

2.3 指标定理的应用

本小节考虑一些经典的 Dirac 丛的例子, 从而通过指标定理 (定理 2.1) 推导出引言中提到的那些

著名的定理.

2.3.1 Gauss-Bonnet-Chern 定理

首先考虑例 2.1 中的 Dirac 丛. 假设 X 为偶数维, E = ΛT ∗X ⊗ C, E+/− = Λeven/oddT ∗X ⊗ C, hE

和 ∇E 均为由 X 上 Riemann 度量和 Levi-Civita 联络所诱导的度量与联络. 则此时 Dirac 算子

DE
X = d+ d∗, (2.27)

其中 d∗ 是外微分算子 d 的形式伴随. 由经典的 Hodge 定理可知该 Dirac 算子的核空间同构于流形的

de Rham 上同调群: 对 0 6 k 6 n, 有

kerDE
X |Ωj(X) ≃ Hj(X) := ker d|Ωj(X)/Im d|Ωj−1(X). (2.28)

7
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所以由 (2.16) 和取定的奇偶分次可知

ind(DE
X,+) =

n∑
k=0

(−1)k dimHk(X) =: χ(X) (2.29)

恰为流形 X 的 Euler 数. 而在这种情形下, 计算可得定理 2.1 右端的积分项

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E) =

(
−1

2π

)n
2

Pf (RTX), (2.30)

其中 Pf(RTX) 是 exp∧(
∑

i<j⟨RTXei, ej⟩ei ∧ ej) 在 ei ∧ · · · ∧ ej 项的系数, exp∧(x) 指的是在指数函数

的展开中将乘法替换为外积得到的展开.

应用定理 2.1、(2.29) 和 (2.30), 可以将著名的 Gauss-Bonnet-Chern 定理看作 Atiyah-Singer 指标

定理的特例.

定理 2.2 (Gauss-Bonnet-Chern定理 [94]) 设 X 为 n = 2k维定向紧致 Riemann流形,则其 Euler

数为

χ(X) =

(
−1

2π

)k ∫
X

Pf (RTX). (2.31)

2.3.2 Hirzebruch 符号差定理

本小节保持 Dirac 丛 E 与上一小节一致, 仅更改 E 的分次, 来推导出 Hirzebruch 符号差定理.

取 E = ΛT ∗X ⊗ C 的新的 Z2 分次为

E± := {s ∈ E : Γs = ±s} (2.32)

并保持其他几何结构不变.注意到 Γ与 Dirac算子可交换,根据 (2.13)和 (2.25),可知 Γ将 kerDE
X |Ωk(X)

映到 kerDE
X |Ωn−k(X) 且 Γ 是一个可逆映射. 所以当 k ̸= n/2 时,

dim(kerDE
X,+ ∩ (Ωk(X)⊕ Ωn−k(X))) = dim(kerDE

X,− ∩ (Ωk(X)⊕ Ωn−k(X))), (2.33)

即

ind(DE
X,+) = dim(kerDE

X |Ωn/2(X) ∩ C∞(X, E+))− dim(kerDE
X |Ωn/2(X) ∩ C∞(X, E−)). (2.34)

考虑双线性函数

Q : Hn/2(X)×Hn/2(X) → R, ([α], [β]) 7→
∫
X

α ∧ β. (2.35)

由 Poincaré 对偶定理可知 Q 是一个非退化双线性函数. 当 n 是 4 的倍数时, Q 是一个对称非退化双

线性函数. 定义 σ(X) 为 Q 的符号差, 即对称双线性型 Q 作对角化后对角线上 +1 的个数减去 −1 的

个数. 此时 σ(X) 是 4k 维定向紧致流形上的一个著名的拓扑不变量.

由 (2.35) 可以验证, 当 α ∈ kerDE
X |Ωn/2(X) ∩C∞(X, E+) 时, Q([α], [α]) > 0; 当 α ∈ kerDE

X |Ωn/2(X)

∩C∞(X, E−) 时, Q([α], [α]) < 0. 故由 (2.34) 可知

ind(DE
X,+) = σ(X). (2.36)

8
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在这种情形下, 计算可得定理 2.1 右端的积分项

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E) = 2n/2det1/2
(

−RTX/4πi

tanh(−RTX/4πi)

)
. (2.37)

记

L(TX,∇TX) := det1/2
(

−RTX/2πi

tanh(−RTX/2πi)

)
. (2.38)

注意到 (2.37) 与 (2.38) 的右端的微分形式在最高次时相等. 应用定理 2.1, 得到 Hirzebruch 符号差定

理.

定理 2.3 (Hirzebruch符号差定理 [133]) 设 X 是 n = 4k 维定向紧致 Riemann流形,则其符号差

σ(X) =

∫
X

L(TX,∇TX). (2.39)

2.3.3 Hirzebruch-Riemann-Roch 定理

下面考察例 2.1在复流形时的类比. 设 X 是一个带有 Hermite度量的紧致复流形, 则其切丛的复

化有保度量分解

TX ⊗ C = T (1,0)X ⊕ T (0,1)X (2.40)

且 T (1,0)X 是 X 上的全纯向量丛. 设 E 是一个带有 Hermite 度量的全纯向量丛. 记 ∇E 为 E 上

的 Chern 联络, 即 E 上唯一的保度量全纯联络. 此时取 Z2 分次 Clifford 模 E = ΛT (0,1)∗X ⊗ E,

E+/− = Λeven/oddT (0,1)∗X ⊗ E. 其对应的 Dirac 丛中的度量、联络均由 X 与 E 上的度量、联络诱导

而得.

对全纯向量丛 E, 记 Ωp,q(M,E) = C∞(X,ΛpT (1,0)∗X ⊗ ΛqT (0,1)∗X ⊗ E). 记 ∂̄E : Ωp,q(M,E) →
Ωp,q+1(M,E) 为 E 上经典的 ∂̄- 算子, 其对应的 Dolbeault 上同调为

Hp,q(M,E) := ker ∂̄E |Ωp,q(X,E)/Im ∂̄E |Ωp,q−1(X,E). (2.41)

令 ∂̄E,∗ 为 ∂̄E 的形式伴随. 类比 (2.27), 定义

D =
√
2(∂̄E + ∂̄E,∗). (2.42)

同样, 由 Hodge 定理可知

kerD|Ω0,q(X,E) ≃ H0,q(M,E). (2.43)

类比于 (2.29), 有

ind(D+) =
∑
i

(−1)i dimCH
0,i(X,E) =: χ(X,E). (2.44)

当 X 是 Kähler 流形时, (2.42) 中的 D 恰好是此时 Dirac 丛 E 对应的 Dirac 算子 DE
X . 当 X 不是

Kähler 流形时, 一般情形下 D ̸= DE
X . 但是, 我们有

ind(DE
X,+) = ind(D+). (2.45)

9
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在这种情形下, 计算可得定理 2.1 右端的积分项

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E) = Td(T 1,0X,∇TX)ch(E,∇E), (2.46)

其中

Td (T 1,0X,∇TX) := det

(
−RT 1,0X/2πi

exp(−RT 1,0X/2πi)− 1

)
, (2.47)

RT 1,0X 为 T (1,0)X 上的 Chern 联络对应的曲率. 所以应用定理 2.1, 综合 (2.44)–(2.46), 可以得到下面

的 Hirzebruch-Riemann-Roch 定理.

定理 2.4 (Hirzebruch-Riemann-Roch 定理 [18, 133]) 设 X 是一个紧致复流形, E 是 X 上的一个

全纯向量丛, 则有

χ(X,E) =

∫
X

Td(T 1,0X,∇TX)ch(E,∇E). (2.48)

注 2.1 Hirzebruch [133] 只对代数流形证明了定理 2.4. Atiyah 和 Singer [18] 应用指标定理将

(2.48) 推广到了复流形情形.

2.3.4 Spin 流形与旋量丛

在 Clifford 模的定义中, 一般情形下我们并不要求 (2.9) 是 Clifford 代数 C(TxX) 的不可约表示.

事实上, 前面几个例子中的 Clifford 表示都不是不可约表示. 但注意到当 X 为偶数维时, C(TxX) 的

不可约复表示是唯一的 2). 如果 Clifford 模 E 的每个纤维都是这个不可约表示, 则这个 Clifford 模一

定会有特殊的意义. 不幸的是, 一般情形下这样的 Clifford 模并不存在, 即
⊔

x∈X Ex 并不能拼接成复
向量丛, 存在拓扑障碍. 但可以证明当 X 是一个 spin (自旋) 流形, 即 X 的第二个 Stiefel-Whitney 示

性类 ω2(TX) = 0 时, 这样的 Clifford 模存在. 记这个 Clifford 模为 S(TX), 称其为 X 上的旋量丛. 此

时旋量丛 S(TX) 上存在经典的 Dirac 丛结构. 如果 X 是偶数维的, 则这个 Dirac 丛是 Z2 分次的.

这里列举一些经典的 spin 流形 (参见文献 [142, §II.2]).
• 所有 2- 连通流形, 如同伦球和 Stiefel 流形等;

• 切丛稳定平凡 (即直和某平凡丛后平凡) 的流形, 如两个 Euclid 空间之间的光滑映射的正则值

原像、所有 Lie 群、所有小于等于三维的定向流形等;

• 复流形 X 是 spin 流形当且仅当第一 Chern 类 c1(T
(1,0)X) ≡ 0 (mod 2);

• 射影空间 RPn 是 spin 流形当且仅当 n ≡ 3 (mod 4), CPn 是 spin 流形当且仅当 n ≡ 1 (mod 2);

• Spin 流形的边界是 spin 流形.

设 E 是 X 上的一个复向量丛, hE 是 E 上的 Hermite 度量, ∇E 是 E 上与 hE 相容的联络. 记

E = (E, hE ,∇E) (2.49)

并称其为 X 上的一个几何三元组. 若 E = E+ ⊕E− 是 Z2 分次的且 E+ 与 E− 关于 hE 正交, ∇E 保

持 Z2 分次不变, 则称 E 是一个 Z2 分次的几何三元组.

2) 当 X 为奇数维时, C(TxX) 有两个互不等价的不可约复表示, 但我们可以选取其中一个.
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对 spin 流形 X 上任意的 Z2 分次 Dirac 丛 E , 都存在 Z2 分次的几何三元组 E, 使得 E =

S(TX) ⊗̂E 3) 且 hE 和 ∇E 由 X 与 E 上的度量联络所诱导. 注意到此时

ch(E/S,∇E) = ch(E,∇E). (2.50)

所以定理 2.1 简化为如下定理:

定理 2.5 设 X 是一个偶数维定向紧致 spin 流形, 则

ind(DE
X,+) =

∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E,∇E). (2.51)

当 X 为 spin 流形时, 有

Λ∗(T ∗X)⊗ C ≃ S(TX) ⊗̂S(TX)∗. (2.52)

假设 X 是偶数维的. 当将 S(TX)∗ 看作由 S(TX) 的 Z2 分次诱导的 Z2 分次向量丛时, Λ∗(T ∗X)⊗C
的分次恰对应于第 2.3.1小节中的分次;当将 S(TX)∗ 看作不分次的向量丛时, Λ∗(T ∗X)⊗C的分次恰
对应于第 2.3.2 小节中的分次.

2.3.5 Spinc 流形

在上一小节中, 我们看到 spin 流形的拓扑限制较强. 在实际问题中经常将 spin 条件放松到 spinc

条件.

设 F 是 X 上的一个实向量丛, 若存在 X 上的复线丛 L, 使得 ω2(F ) ≡ c1(L) (mod 2), 则称 F 上

存在 spinc 结构. 若 TX 上存在 spinc 结构, 则称 X 是一个 spinc 流形. 对于 spinc 流形 X, 其上有

一个经典的 Clifford 模 S(TX,L) (也称其为旋量丛), 带有经典的 Dirac 丛结构 (参见文献 [142, 附录

D]). 如果 X 是偶数维的, 此 Dirac 丛也是 Z2 分次的. 若 X 是 spin 流形, 则有

S(TX,L) ∼= S(TX)⊗ L1/2. (2.53)

注意到所有 spin 流形都是 spinc 流形. 事实上所有近复流形、RP4n+1 与所有 4 维定向流形也都

是 spinc 流形.

类似于 spin 流形, 对 spinc 流形 X 上任意的 Z2 分次 Dirac 丛 E , 都存在 Z2 分次的几何三元组

E 和 L 上的 Hermite 度量、与度量相容的联络 ∇L, 使得 E = S(TX,L) ⊗̂E 且 hE 和 ∇E 为诱导的度

量和联络.

定理 2.6 设 X 是一个偶数维紧致定向 spinc 流形, 则有

ind(DE
X,+) =

∫
X

Â(TX,∇TX) exp

(
1

2
c1(L,∇L)

)
ch(E,∇E), (2.54)

其中

c1(L,∇L) =
i

2π
RL. (2.55)

记

Td(TX,L) = Â(TX,∇TX) exp

(
1

2
c1(L,∇L)

)
. (2.56)

3) 对于两个 Z2 分次空间 A 和 B, 它们的分次张量积 A ⊗̂B 也是一个 Z2 分次的空间:

(A ⊗̂B)+ = (A+ ⊗B+)⊕ (A− ⊗B−), (A ⊗̂B)− = (A+ ⊗B−)⊕ (A− ⊗B+).
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2.4 局部指标定理

本小节介绍引言中提到的局部指标定理. 为了解释局部指标定理, 我们需要对流形的热核作简要

介绍.

给定偶数维紧致 Riemann 流形 X 上的 Z2 分次 Dirac 丛 E , 考虑热方程
(
d

dt
+DE,2

X

)
u(t, x) = 0, t > 0,

lim
t→0+

u(t, x) = u(x).
(2.57)

可以证明当 u ∈ L2(X, E) 时, 热方程 (2.57) 存在唯一解 u(t, x) ∈ L2(X, E), t > 0. 定义热算子

exp(−tDE,2
X ) : L2(X, E) → L2(X, E), u(x) 7→ u(t, x). (2.58)

记 exp(−tDE,2
X )(x, y) ∈ Ex ⊗ E∗

y 为热算子 exp(−tDE,2
X ) 的核函数, 即对任意 u(x) ∈ L2(X, E), 有

(exp(−tDE,2
X )u)(x) =

∫
y∈X

exp(−tDE,2
X )(x, y)u(y)dy, (2.59)

其中 dy 指代 Riemann 流形 X 上的 Riemann 体积形式. 此时称 exp(−tDE,2
X )(x, y) 为热核. 可以证明

热核 exp(−tDE,2
X )(x, y) 光滑依赖于 x, y 和 t > 0. 当 y = x 时, 有

exp(−tDE,2
X )(x, x) ∈ Ex ⊗ E∗

x
∼= End(Ex).

由核函数的经典性质, 有

Trs[exp(−tDE,2
X )] =

∫
X

Trs[exp(−tDE,2
X )(x, x)]dx. (2.60)

对于热算子, 有如下的 McKean-Singer 公式 [162]: 对任意 t > 0, 有

ind(DE
X,+) = Trs[exp(−tDE,2

X )]. (2.61)

事实上, 由谱理论的知识, 有

ind(DE
X,+) = lim

t→+∞
Trs[exp(−tDE,2

X )]. (2.62)

此时, (2.61) 可由重要的观察

d

dt
Trs[exp(−tDE,2

X )] = 0 (2.63)

得到. 另外, 当 t→ 0+ 时, 有热核的渐近展开 (参见文献 [167,178] 和 [26, 第 2 章])

exp(−tDE,2
X )(x, x) ∼

∞∑
k=−n/2

akt
k, (2.64)

其中系数 ak ∈ End(Ex) 由曲率及其各阶导数决定.

通过比较第 2.3.1小节情形下的 (2.60)–(2.64)与 Gauss-Bonnet-Chern定理, McKean和 Singer [162]

猜测相对于第 2.3.1 节中的情形, 当 k < 0 时 Trs[ak] = 0, 且 Trs[a0]dx = [(−2π)−n/2Pf(RTX)](n), 并在

n = 2 时证明了这个猜测. 在一般情形, 大家自然猜测在定理 2.1 的假设下仍然有

Trs[ak] = 0, k < 0, (2.65)
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且

Trs[a0]dx = [Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E)](n). (2.66)

这一猜想被称为 “奇迹消除 (miraculous cancellation) 猜想”.

当 n = 2 时, 对应于 Riemann 曲面的这个猜想由 Kotake [139] 证明. 相对于第 2.3.1 小节中情形

的高维奇迹消除猜想由 Patodi [171] 计算得到. Patodi [172] 还证明了相对于第 2.3.3 小节中情形的高维

奇迹消除猜想并指出第 2.3.2 节中情形也可被证明. 随后, Gilkey [123–125] 应用不变量理论也得到了对

应的结果. Atiyah等 [9] 结合前面的方法证明了 Dirac算子的奇迹消除猜想. Yu [190] 应用与 Patodi [171]

相近的方法给出了 Dirac 算子奇迹消除猜想的直接证明. 此猜想被证明后也被称为局部指标定理. 受

益于理论物理的发展 [2, 119,187],到目前为止,局部指标定理还有多种直接证明 [28,32,121,122],由 Bismut,

Getzler 和 Berline-Vergne 等分别给出.

定理 2.7 (局部指标定理) 记 [α](n) 为微分形式 α 在 n 形式上的分量, 则有

lim
t→0

Trs[exp(−tDE,2
X )(x, x)]dx = [Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E)](n). (2.67)

显然, 局部指标定理是 Atiyah-Singer 指标定理的加强. 在对热核作一个合适的局部化之后, 局部

指标定理会真正地变成一个局部的问题. 所以在处理局部指标定理相关的问题时, 经常可以假设流形

有非常好的拓扑性质, 例如假设流形是 spin 流形. 在很多情形下, 如果一个局部指标问题对 spin 流形

成立, 则对一般的 Dirac 丛也会成立.

3 指标定理的各种推广

本节讨论指标定理与局部指标定理的各种推广. 本节内容安排如下. 第 3.1小节介绍相对于紧 Lie

群中一个元素作用的等变指标定理. 第 3.2小节解释联系等变指标与群作用不动子流形上指标的局部

化公式. 第 3.3小节引入相对于 Lie代数中元素作用的等变指标定理 (Kirillov公式)并讨论第 3.1小节

中的等变指标定理与 Kirillov公式的共同推广. 第 3.4小节介绍带边流形的 APS指标定理并讨论其在

第 3.1和 3.3小节的等变情形下的推广. 第 3.5小节介绍指标定理的算子簇推广、引入 Bismut-Cheeger

η- 形式并讨论第 3.1–3.4 小节中定理的算子簇推广.

3.1 等变指标定理

首先考察流形带一个光滑紧 Lie 群作用的情形.

令 G 是一个紧 Lie 群. 假设定向流形 X 上有一个光滑的 G 作用, 即存在光滑映射

φ : G×X → X (3.1)

使得对任意 g1, g2 ∈ G, x ∈ X, 有

φ(g1, φ(g2, x)) = φ(g1g2, x). (3.2)

固定 g ∈ G, 有微分同胚 φg : X → X, x 7→ φ(g, x). 简记 gx := φg(x), g∗ := φg,∗ 且总假设对任意

g ∈ G, φg 保持流形的定向不变.
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设 gTX 是 X 上的 Riemann 度量. 我们总可以假设 gTX 是 G 作用不变的, 即对任意 h ∈ G,

U1, U2 ∈ TX, 有

gTX(h∗U1, h∗U2) = gTX(U1, U2). (3.3)

实际上, 任取 Riemann 度量 gTX ,

g(U1, U2) :=

∫
h∈G

gTX(h∗U1, h∗U2)dh, U1, U2 ∈ TX (3.4)

就是一个 G 不变度量. 此处 dh 是 G 上的 Haar 测度.

设 E 是 X 上的一个 Z2 分次的 Dirac 丛. 假设 π : E → X 是一个 G 等变复向量丛, 即 E 作为流
形有一个光滑的 G 作用且对任意 v ∈ E , x ∈ X, v1, v2 ∈ Ex := π−1(x), g ∈ G, 有

π(gv) = gπ(v), g(v1 + v2) = gv1 + gv2. (3.5)

假设 Clifford 作用与群作用可换, 即对任意 x ∈ X, U ∈ TxX, v ∈ Ex, g ∈ G, 有

g(c(U)v) = c(g∗U)(gv). (3.6)

对 s ∈ C∞(X, E), 定义

(gs)(x) := g ◦ s(g−1x), ∀x ∈ X. (3.7)

则 gs 也是 E 上的光滑截面. 对于 E 上的几何结构, 假设 hE 是 G 作用不变的, 且假设 ∇E 在 G 作用

下不变, 即对任意 U ∈ C∞(X,TX), s ∈ C∞(X, E), g ∈ G, 有

g(∇E
Us) = ∇E

g∗U (gs). (3.8)

称满足上面这些假设的 E 为等变 Dirac 丛. 如果 E 是 Z2 分次的且 G 作用保持 Z2 分次不变, 则称 E
是一个 Z2 分次的等变 Dirac 丛.

如果流形 X 上有一个光滑的紧 Lie群作用, 则例 2.1中的 Clifford模上自然诱导了一个群作用使

得该处的几何结构组成一个等变 Dirac 丛. 注意到此时第 2.3.1 和 2.3.2 小节中的 Z2 分次均被群作用

保持. 所以这两个例子中的 Dirac 丛都是 Z2 分次的等变 Dirac 丛. 对于复流形, 也有类似的结果. 对

于 spin (或 spinc) 流形 X, 如果 X 上有一个光滑的保持 spin (或 spinc) 结构不变的紧 Lie 群作用, 则

其在旋量丛上自然诱导了一个紧 Lie 群作用, 使得旋量丛对应的几何组成了一个等变 Dirac 丛. 所以

虽然群作用情形的假设相对较多, 但这些假设在上一节的几个主要范例中是非常自然的.

当群作用满足前面的假设时, 它与 Dirac 算子 DE
X 可交换. 所以当 X 为紧致流形时, kerDE

X,+ 和

kerDE
X,− 均为群 G 的有限维表示空间. 此时对 g ∈ G, 可以定义群作用的等变指标.

定义 3.1 对 g ∈ G, 定义等变指标

indg(D
E
X,+) := Trs|kerDE

X
[g] = Tr|kerDE

X,+
[g]− Tr|kerDE

X,−
[g] ∈ C. (3.9)

由于 kerDE
X,± 都是有限维线性空间, 所以 indg(D

E
X,+) 可以看作 g ∈ G 的光滑函数. 当 g 为单位

元 e ∈ G 时, 等变指标自然退化为标准的指标. 与标准指标类似, 等变指标也可写作微分形式的积分,

但此时积分区域变成了群作用的不动点集. 对 g ∈ G, 不动点集

Xg := {x ∈ X : gx = x} (3.10)
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是 X 的一个全测地子流形. 我们总假设 Xg 是可定向的. 事实上, 如果 X 是 spin (或 spinc)流形且群

作用保持 spin (或 spinc) 结构不变, 则 Xg 一定可定向.

下面给出紧 Lie 群作用下的等变指标公式. 为了不喧宾夺主, 首先应用局部指标理论给出证明的

概要, 然后介绍积分项的具体定义. 在本节中, 这一套应用局部指标理论处理问题的方法会反复出现.

读者可以通过这个多次重复的过程了解局部指标理论应用的一种基础逻辑.

定理 3.1 (等变指标定理) 对 g ∈ G, 有

indg(D
E
X,+) =

∫
Xg

Âg(TX,∇TX)chg(E/S,∇E). (3.11)

证明 对应于 (2.61), 对任意 t > 0, 有

indg(D
E
X,+) = Trs[g exp(−tDE,2

X )]. (3.12)

此时对应于 (2.60), 有

Trs[g exp(−tDE,2
X )] =

∫
X

Trs[g exp(−tDE,2
X )(g−1x, x)]dx. (3.13)

对于热核 exp(−tDE,2
X )(x, y), 存在常数 C1, C2 > 0, 使得对任意 x, y ∈ X, t > 0, 有

| exp(−tDE,2
X )(x, y)| < C1e

−C2d
2(x,y)/t. (3.14)

由 (3.14) 可以看到, 当 x ̸= y, t→ 0 时, exp(−tDE,2
X )(x, y) → 0. 所以当 t→ 0 时, 若 x /∈ Xg, 则

exp(−tDE,2
X )(g−1x, x) → 0.

事实上可以证明

lim
t→0

∫
X

Trs[g exp(−tDE,2
X )(g−1x, x)]dx =

∫
Xg

Âg(TX,∇TX)chg(E/S,∇E). (3.15)

综合 (3.12)–(3.15), 得到 (3.11).

当不动点集为一个由有限个点组成的离散点集时, 此定理最早作为 Lefschetz 不动点公式的推广

由 Atiyah 和 Bott [6–8] 证明 (也称为 Atiyah-Bott 不动点公式). Atiyah 和 Segal [17] 应用 K 理论将不

动点公式推广到了不动子流形情形并将其写作等变指标公式 (其应用参见文献 [20]). 而局部等变指标

公式最早由 Patodi [173] 针对 ∂̄ 算子提出. 随后等变符号差情形由 Donnelly 和 Patodi [112] 证明. 一般

情形的证明可参见文献 [28, 33,141].

下面给出 (3.11) 右端微分形式的定义 (参见文献 [26, 第 6 章]).

记 NXg/X 为 Xg 在 X 中的法丛, 则法丛上 g 作用的微分是一个等距映射 dg : NXg/X → NXg/X .

由于 G 是紧群, 所以存在 Xg 上的实向量丛的正交分解

TX|Xg = TXg ⊕NXg/X = TXg ⊕
⊕

0<θ6π

N(θ), (3.16)

其中 dg|N(π) = −id 且对 0 < θ < π, N(θ) 上存在复结构使得 dg 作用等于数乘 eiθ. 由于 g 保持 TX

的度量与定向不变, 所以有 det(dg|N(π)) = 1. 所以此处 N(π) 与 NXg/X 都是偶数维实向量丛.
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由于 ∇TX 与群作用交换, 所以 ∇TX |Xg 保持 (3.16) 的分解不变. 记 ∇TXg

和 ∇N(θ) 分别为对应

的 TXg 和 N(θ) 上的联络, 记 RTXg

和 RN(θ) 为对应的曲率.

定义

Âg(TX,∇TX) = det1/2
(

−RTXg

/4πi

sinh(−RTXg/4πi)

)
×

∏
0<θ6π

(
i
1
2 dimN(θ)det1/2

(
1− g exp

(
− RN(θ)

2πi

)))−1

∈ Ω∗(Xg,C), (3.17)

其中 (3.17) 中的正负号由下面关系确定:
∏

0<θ6π 中的 0 阶项等于 (eiθ/2/(eiθ − 1))
1
2 dimN(θ).

注意到限制在不动点 Xg 上时,

End(E|Xg ) ≃ C(TX|Xg )⊗ EndC(TX)(E|Xg ) ≃ C(TXg|Xg ) ⊗̂ C(NXg/X)⊗ EndC(TX)(E|Xg ). (3.18)

所以作用在 E|Xg 上, 有 g ∈ C(NXg/X) ⊗ EndC(TX)(E). 令 ℓ = dimXg, k = n − ℓ. 设 {e1, . . . , ek} 为
NXg/X 的局部定向正交基, 则

g =
k∑

s=0

∑
i1<···<is

gi1···isc(ei1) · · · c(eis)⊗Ai1···is , (3.19)

其中 gi1···is ∈ C, Ai1···is ∈ EndC(TX)(E). 定义

σ(g) = g1···kA1···k. (3.20)

此时等变相对 Chern 特征定义为

chg(E/S,∇E) :=
2k/2

det1/2(1− g|NXg/X
)
TrE/Ss

[
σ(g) exp

(
− RE/S |Xg

2πi

)]
∈ Ω∗(Xg,C). (3.21)

若 X 是 spin 流形, 则

chg(E/S,∇E) = chg(E,∇E) := Trs

[
g exp

(
− RE |Xg

2πi

)]
. (3.22)

3.2 指标的局部化公式

在定理 3.1中,注意到对于等变指标,其指标定理的右端是流形上群作用不动子流形上的积分. 实

际上, Atiyah 和 Segal [17] 指出, 这个不动子流形上的积分也可以写成这个子流形上某个 Dirac 算子的

指标. Liu 等 [152–154] 进一步发现, 当群为 S1 时, 不仅是等变指标, 而且指标按权分解后的每一部分都

对应了不动子流形上某个 Dirac 算子的指标.

假设 X 为一个偶数维紧致 spinc 流形, 带有一个光滑的 S1- 作用. 记 L 为由 spinc 结构决定的复

线丛. 假设 S1- 作用保持 spinc 结构不变. 此时 L 是一个等变复线丛且旋量丛 S(TX,L) 是一个等变

复向量丛. 记

XS1

:= {x ∈ X : gx = x,∀ g ∈ S1}. (3.23)
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记 XS1

=
⊔

αX
S1

α 为其连通分支的不交并. 记 Nα 为 XS1

α 在 X 中的法丛, 则有 Nα =
⊕

v>0Nα,v 且

Nα,v 上存在复结构使得对任意 g ∈ S1, dg 作用等于数乘 gv. 此时 XS1

α 也是一个紧致 spinc 流形, 带

有复线丛

Lα = L|XS1
α

⊗ detN−1
α . (3.24)

对于旋量丛, 有

S(TX,L)|XS1
α

= S(TXS1

α , Lα)⊗ Λ(N
∗
α). (3.25)

设 E 是 X 上的一个等变复向量丛, 则限制在 XS1

α 上, 有

E|XS1
α

=
⊕
v

Eα,v, (3.26)

其中 g ∈ S1 作用到 Eα,v 上为数乘 gv. 令 E 是 X 上的一个 Dirac 丛使得 E = S(TX,L)⊗ E.

前面提到过, 由于 Dirac 算子与群作用可换, 因此 kerDE
X,± 都是有限维 S1- 表示. 所以有表示的

分解 kerDE
X,± =

⊕
m∈Z kerD±,m, 其中 g ∈ S1 作用到 kerD±,m 上为数乘 gm. 令

ind(DE
X,+,m) := dimkerD+,m − dimkerD−,m, (3.27)

则有

indg(D
E
X,+) =

∑
m

ind(DE
X,+,m) · gm.

记 Symk(E) 为 E 的 k 次对称张量积, Λk(E) 为 E 的 k 次外代数丛. 定义

Symt(E) = 1 +
∑
k>0

Symk(E) · tk, λt(E) = 1 +
∑
k>0

Λk(E) · tk. (3.28)

记 g ∈ S1 在 Lα 上的作用为数乘 glα , 令

R(q) = q
1
2

∑
v v·dimC Nα,v+

1
2 lα

⊗
v>0

(Symqv (Nα,v)⊗ detNv)⊗
(∑

v

Eα,vq
v

)
=:

∑
k

Rα,kq
k,

R′(q) = q−
1
2

∑
v v·dimC Nα,v+

1
2 lα

⊗
v>0

Symq−v (Nα,v)⊗
(∑

v

Eα,vq
v

)
=:

∑
k

R′
α,kq

k.

(3.29)

定理 3.2 (指标的局部化公式 [152–154]) 对 m ∈ Z, 有

ind(DE
X,+,m) =

∑
α

(−1)dimC Nα ind(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗Rα,m

XS1
α ,+

)

=
∑
α

ind(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗R′
α,m

XS1
α ,+

). (3.30)

进一步地, 对 g ∈ S1, 有

indg(D
E
X,+) =

∑
α

(−1)dimC Nα

∑
m

ind(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗Rα,m

XS1
α ,+

) · gm

=
∑
α

∑
m

ind(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗R′
α,m

XS1
α ,+

) · gm. (3.31)

定理 3.2 在 Z/k 流形上的推广参见文献 [150, 定理 2.8]. 此推广也可视为定理 3.2 在带边流形上

的一种推广.
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3.3 Kirillov 公式

若 g ∈ G 在单位元附近, 则存在群 G 的 Lie 代数 g 中的元素 K ∈ g, 使得 g = eK . 此时可以将

(3.11) 右端写成 X 上的积分, 其中积分项是关于 K 的函数.

定理 3.3 (Kirillov 公式) 记 | · | 为 g 上的一个 G 不变度量. 当 K ∈ g, |K| 充分小时,

indeK (DE
X,+) =

∫
X

ÂK(TX,∇TX)chK(E/S,∇E). (3.32)

定理 3.3的原型是 Kirillov [137] 关于余伴随作用轨道积分的一个特征标公式. Berline和 Vergne [27]

将原始的 Kirillov公式推广到了上述等变指标公式 (也可参见文献 [114]). 其热核证明由 Bismut [34] 给

出 (也可参见文献 [26, 第 8 章]). 注意到定理 3.3 是下面定理 3.4 的一个特例. 后面将对定理 3.4 给出

统一的热核证明概述.

我们给出 (3.32)中微分形式的定义.设 KX 为 K 在 X 上作用形成的向量场. 记 LTX
KX 和 LE

KX 分

别为向量丛 TX 和 E 上对应的 Lie 导数. 定义 (参见文献 [67, (2.7) 和 (2.9)])

mTX(K) := ∇TX
KX − LTX

KX , mE/S(K) := ∇E
KX − LE

KX − 1

4
⟨mTX(K)ei, ej⟩c(ei)c(ej) (3.33)

并定义等变曲率 (参见文献 [67, (2.30)])

RTX
K = RTX − 2πimTX(K), R

E/S
K = RE/S − 2πimE/S(K). (3.34)

在 (2.21) 和 (2.26) 中将 RTX 和 RE/S 分别替换为 RTX
K 和 R

E/S
K , 即得到 ÂK(TX,∇TX) 和 chK(E/S,

∇E) 的定义. 当 |K| 充分小时, 它们的定义是合理的.

对 g ∈ G, 记

z(g) = {K ∈ g : AdgK = K}. (3.35)

Bismut 和 Goette [67] 给出了下面定理的直接的热核证明.

定理 3.4 [67] 当 K ∈ z(g), |K| 充分小时, 有

indgeK (DE
X,+) =

∫
Xg

Âg,K(TX,∇TX)chg,K(E/S,∇E), (3.36)

其中 Âg,K(TX,∇TX)和 chg,K(E/S,∇E)分别为将 (3.17)和 (3.21)中的 RTX 和 RE/S 替换为 RTX
K 和

R
E/S
K 所得的微分形式. 当 |K| 充分小时, 它们的定义是合理的.

证明 4) 定义 Bismut Laplacian

HK :=

(
DE

X +
c(KX)

4

)2

+ LE
KX . (3.37)

类比于 (3.13), 有

Trs[g exp(−tHK/t)] =

∫
X

Trs[g exp(−tHK/t)(g
−1x, x)]dx. (3.38)

4) 事实上, (3.36) 可由 (3.15) 和文献 [67, (2.37)] 直接得到, 但 Bismut 和 Goette [67] 给出的热核证明引入了新的技巧,
大大拓展了局部指标理论的应用范围.
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注意到此时依然有

d

dt
Trs[g exp(−tHK/t)] = 0 (3.39)

和

lim
t→+∞

Trs[g exp(−tHK/t)] = indgeK (DE
X,+) (3.40)

成立. 我们可以证明

lim
t→0

∫
X

Trs[g exp(−tHK/t)(g
−1x, x)]dx =

∫
Xg

Âg,K(TX,∇TX)chg,K(E/S,∇E). (3.41)

注意在文献 [67] 中, (3.41) 的证明非常复杂. 这是因为当 t → 0 时, HK/t 的零阶项没有下界. 我们没

有办法直接应用局部指标定理证明中的技术.

当 g = e 时, z(e) = g. 所以定理 3.3 是定理 3.4 当 g = e 时的特例. 当 K = 0 时, 定理 3.4 也退化

到定理 3.1. 所以定理 3.4 可被视为定理 3.1 和 3.3 的共同推广.

3.4 带边流形的指标定理

本小节介绍带边流形的 APS 指标定理及其等变推广. Atiyah 和 Bott [5] 指出, 若考虑带有边界条

件的算子的指标, 则需要算子在边界条件下满足 Fredholm 条件 (也可参见文献 [170, 附录 1]). 但对于

一般的 Dirac算子, 常见的局部边界条件并不满足, 存在拓扑障碍. Atiyah等 [13–16] 引入了整体椭圆边

界条件,并在这一条件下证明了带边流形的指标定理 (简称 APS指标定理). 2000年, Dai和 Zhang [106]

给出了 APS 指标定理的嵌入证明. 其他证明可参见文献 [56,91,92,97,164]. 关于带边流形指标定理的

近期进展可参见文献 [24, 25,83] 及其中提到的参考文献.

设 X 是一个带有奇数维光滑边界 Y 的偶数维紧致 Riemann 流形. 我们总假设 X 上的 Riemann

度量 gTX 在 Y 附近有乘积结构, 即存在 Y 在 X 中的领圈邻域 (collar neighborhood) U ≃ Y × [0, 1)

且在 U 上有 gTX |U = dr2 ⊕ gTY , 其中 ∂
∂r 是边界附近的单位外法向, gTY 是 gTX 在边界上的限制.

设 EY 是 Y 上的一个 Dirac丛. 假设 E = E+⊕E− 是 X 上的 Z2 分次的 Dirac丛,使得 E+|Y = EY
且 E± 在边界附近的几何结构是 EY 上几何结构的拉回. 设 {e1, . . . , en−1} 是 Y 上的一组局部单位正

交基使得 { ∂
∂r , e1, . . . , en−1}是 U 上的一组局部单位正交基.记 c̃ : C(TX) → End(E)为 E 上的 Clifford

作用. 在 U 上, Dirac 算子

DE
X = c̃

(
∂

∂r

)
∂

∂r
+

n−1∑
i=1

c̃(ei)∇E
ei = c̃

(
∂

∂r

)(
∂

∂r
−

n−1∑
i=1

c̃

(
∂

∂r

)
c̃(ei)∇E

ei

)
. (3.42)

令

c(ei) = −c̃
(
∂

∂r

)
c̃(ei), (3.43)

则 c : C(TY ) → End(EY ) 为 EY 上的 Clifford 作用. 此时

DEY

Y := −
n−1∑
i=1

c̃

(
∂

∂r

)
c̃(ei)∇E

ei |EY
=

n−1∑
i=1

c(ei)∇EY
ei (3.44)
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为 EY 上的 Dirac 算子.

注意到 DEY

Y 是紧致无边流形 Y 上的一阶自伴椭圆微分算子,它只有离散谱且每个点谱 λ对应的

特征空间 Eλ 都是有限维的. 记

P>0 : L2(Y, EY ) →
⊕̂
λ>0

Eλ (3.45)

为从 L2(Y, EY ) 到 DEY

Y 的所有非负特征空间直和上的正交投影算子. 此时

(DE
X,+, P>0) : {u ∈ C∞(X, E+) : P>0(u|Y ) = 0} → C∞(X, E−) (3.46)

是一个 Fredholm 算子. 记它的指标为 indAPS(D
E
X,+), 称 P>0(u|Y ) = 0 为 APS 边界条件.

定理 3.5 (APS 指标定理) 在 APS 边界条件下,

indAPS(D
E
X,+) =

∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E)− η̄(DEY

Y ), (3.47)

其中

η̄(DEY

Y ) :=
1

2
(η(DEY

Y ) + dimkerDEY

Y ), (3.48)

η(DEY

Y ) :=

∫ +∞

0

Tr[DEY

Y exp(−tDEY ,2
Y )]

dt√
πt
. (3.49)

称 η(DEY

Y ) 为 η- 不变量, η̄(DEY

Y ) 为约化 η- 不变量. 注意在 (3.49) 中积分在 t = 0 处的收敛性的

证明是非平凡的.

形式上可以将 η- 不变量看作 Dirac 算子的正负特征值的个数差. 令

η(s) :=
∑
λ>0

1

|λ|s
−

∑
λ<0

1

|λ|s
, (3.50)

则当 Re(s) > n
2 时, η(s) 是一个关于 s ∈ C 的全纯函数. 我们可以证明此函数可以亚纯延拓到复平面

且延拓后在 s = 0 处全纯 [13]. 此时 η(DEY

Y ) = η(0).

对于光滑的紧 Lie 群 G 作用, 也可以得到等变情形的 APS 指标定理.

假设 X 上的群作用可以提升到 E 上且保持几何结构不变, 假设 G 作用保持边界 Y 与乘积结构

不变, 则群作用与 Dirac 算子、APS 边界条件可交换. 对 g ∈ G, 定义等变 APS 指标为

indAPS,g(D
E
X,+) := Tr|ker(DE

X,+,P>0)
[g]− Tr|coker(DE

X,+,P>0)
[g]. (3.51)

当 g = e 为 G 的单位元时, 有 indAPS,e(D
E
X,+) = indAPS(D

E
X,+).

定理 3.6 (等变 APS 指标定理 [110]) 在 APS 边界条件下,

indAPS,g(D
E
X,+) =

∫
Xg

Âg(TX,∇TX)chg(E/S,∇E)− η̄g(D
EY

Y ), (3.52)

其中

η̄g(D
EY

Y ) :=
1

2
(ηg(D

EY

Y ) + Tr|
kerD

EY
Y

[g]), (3.53)

ηg(D
EY

Y ) :=

∫ +∞

0

Tr[gDEY

Y exp(−tDEY ,2
Y )]

dt√
πt
. (3.54)
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在 (3.54) 中积分在 t = 0 处的收敛性的证明也是非平凡的 [195].

实际上, 也可以将定理 3.4 推广到带 APS 边界的情形. 当 K ∈ z(g), |K| 充分小时, 定义无穷小等

变 η- 不变量 [129,149]

ηg,K(DEY

Y ) :=

∫ +∞

0

Tr

[
g

(
DEY

Y − c(KY )

4t

)
exp(−tHK/t)

]
dt√
πt
. (3.55)

此时 (3.55) 右端的积分在 t = 0 处收敛也是非平凡的. 事实上可以证明 ηg,uK(DEY

Y ) 在 u = 0 附近是

一个关于 u 的实解析函数 [149]. 下一节将对无穷小等变 η- 不变量作较详细的讨论.

定理 3.7 (带边 Kirillov 公式) 当 K ∈ z(g), |K| 充分小时,

indAPS,geK (DE
X,+) =

∫
Xg

Âg,K(TX,∇TX)chg,K(E/S,∇E)− η̄g,K(DEY

Y ), (3.56)

其中

η̄g,K(DEY

Y ) :=
1

2
(ηg,K(DEY

Y ) + Tr|
kerD

EY
Y

[geK ]). (3.57)

当 K = 0 时, 定理 3.7 自然退化到定理 3.6. 当 g = e 时, 定理 3.7 对应于文献 [149, (0.14)]. 一般

情形下的 (3.56)并未在文献中出现过,但其证明与文献 [149, (0.14)]完全一致.为叙述完整起见,第 4.1

小节将给出定理 3.7 的证明.

3.5 指标定理的算子簇推广

设 π : W → B 是一个纤维丛, 纤维为定向紧致流形 X. 定义 TX := ker(dπ : TW → TB), 则 TX

是 W 上的一个向量丛, 被称为相对切丛. 它限制在每个纤维上恰好是纤维的切丛. 假设 B 是紧致流

形且 TX 可定向. 记 THW 为 W 上的一个水平子丛, 满足

TW = THW ⊕ TX. (3.58)

记 PTX : TW → TX 为对应的投影算子. 此时 THW ≃ π∗TB.

设 gTX 为 TX 上的一个 Euclid 度量, gTB 为 TB 上的一个 Riemann 度量, 则

gTW := π∗gTB ⊕ gTX (3.59)

为 TW 上的一个 Riemann 度量. 记 ∇TW 为对应的 Levi-Civita 联络. 定义

∇TX := PTX∇TWPTX , (3.60)

则限制在纤维上, ∇TX 也是关于 gTX 的 Levi-Civita 联络.

设 E 是W 上的一个复向量丛使得对任意 x ∈W , Ex是 C(TxX)的 Clifford表示. 与定义 2.3一样,

若 Clifford 作用是光滑的, 则称 E 是一个 C(TX)-Clifford 模. 设 hE 是 E 上的满足 (2.10) 的 Hermite

度量. 设 ∇E 是 E 上与度量 hE 相容的一个联络, 使得对任意 U ∈ C∞(W,TW ), V ∈ C∞(W,TX),

(2.11) 成立. 称这样的 E = (E , hE ,∇E) 为一个 C(TX)-Dirac 丛.

记 {e1, . . . , en} 为 TX 的一个局部正交标架. 我们可以依 (2.14) 同样定义簇 Dirac 算子

DE
X =

n∑
i=1

c(ei)∇E
ei : C

∞(W, E) → C∞(W, E). (3.61)
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限制到每个纤维上, 它退化为 (2.14) 中标准的 Dirac 算子. 与 (2.15) 一样, 常取 E 是 Z2 分次的且

Clifford 作用满足同样的假设. 若 E+ 与 E− 正交且 ∇E 保持分次不变, 则称 E 是一个 Z2 分次的

C(TX)-Dirac 丛.

此时依然可以考虑簇 Dirac 算子的指标. 当 X 为偶数维时, 对任意 b ∈ B, ind(D
E|Xb

Xb,+
) ∈ Z. 我们

可以将簇 Dirac算子的指标看作底空间 B 上的函数. 但这种看法没有新的意义:受算子指标的拓扑不

变性影响, 我们只能得到一个局部常值函数. Atiyah 和 Singer [22] 将指标定义中的两个空间的维数差

替换为两个空间的形式差, 得到了底空间 B 的拓扑 K 群中的不变量.

考虑 B 上由所有复向量丛按直和关系生成的半群. 仿照由自然数构造整数的标准办法,可以由这

个半群生成一个 Abel 群, 称为 B 上的拓扑 K0 群 [11, 12], 记为 K0(B). 此时 K0(B) 中元素的代表元

可写作两个复向量丛的形式差. 具体而言,

K0(B) := {E − F : E 和 F 为 B 上的复向量丛}/ ∼, (3.62)

其中 E − F ∼ E′ − F ′ 当且仅当存在复向量丛 E′′ 使得存在丛同构 E ⊕ F ′ ⊕ E′′ ≃ E′ ⊕ F ⊕ E′′. 对

于 K0(B) 中元素 x 的代表元 E+ − E−, 定义 x 的 Chern 特征为 Z2 分次复向量丛 E = E+ ⊕ E− 在

(2.22) 下的 Chern 特征形式对应的上同调类. 由 Chern-Weil 理论 (参见文献 [95, 附录] 和 [198, 第 1

节]) 可知此时的上同调类与 (2.22) 中联络的选取无关. 易知 ch(x) 也与 x 的代表元的选取无关. 由此

可以得到群同态映射

ch : K0(B) → Heven(B,R). (3.63)

事实上, 向量丛的张量积可以赋予 K0(B) 乘积结构使其成为一个环. 此时 (3.63) 中的 Chern 特征映

射也是一个环同态. 有关拓扑 K 群的详细讨论, 可参见文献 [3, 84,136].

固定 a ∈ S1 并考虑嵌入 i : B → B × S1, b 7→ (b, a), 则向量丛的拉回诱导了 K0 群间的拉回映射

i∗ : K0(B × S1) → K0(B). 此时 B 的拓扑 K1 群

K1(B) ∼= ker i∗. (3.64)

所以可以取 B × S1 上在 ker i∗ 中的两个向量丛的形式差 E+ − E− 作为 y ∈ K1(B) 中元素的代表元.

此时定义

ch : K1(B) → Hodd(B,R), y 7→
[ ∫

S1

ch(E,∇E)

]
. (3.65)

此处 [α] 表示闭微分形式 α 对应的 de Rham 上同调类. 易知此时 Chern 特征映射的像也与代表元的

选取无关. Atiyah 和 Hirzebruch [12] 证明了

ch : K0/1(B)⊗ R → Heven/odd(B,R) (3.66)

是一个同构.

对于簇 Dirac 算子, 首先假设 kerDE
X,± =

⊔
b∈B kerD

E|Xb

Xb,± 组成了 B 上的有限维向量丛. 此时

kerDE
X,+ − kerDE

X,− 对应了 K0(B) 中的元素

ind(DE
X) ∈ K0(B). (3.67)
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若 kerDE
X,± 不是 B 上的向量丛, 则也可以通过扰动方法得到簇指标的定义 (3.67) [22]. 当纤维是奇数

维时, 可将簇指标定义为 K1(B) 中的非平凡元素 [21, 166]

ind(DE
X) ∈ K1(B). (3.68)

这是簇指标独有的特点 (注意到当底空间为一点且纤维为奇数维时, Dirac 算子的指标为零). 但如果

此时 kerDE
X 是 B 上的向量丛, 即使在 K1(B)中, 簇指标也会消失 (将在定理 3.13之后给出这一结论

的简单解释).

下面将指标定理推广到簇指标定理. 此定理最早由 Atiyah 和 Singer [22] 应用 K 理论证明. 下面

的热核证明则归功于 Bismut [36], 读者也可参见文献 [29, 111, 194] 和 [26, 第 9 章]. 奇数维情形可参见

文献 [61, 定理 2.10].

定理 3.8 (Atiyah-Singer 簇指标定理) 假设 kerDE
X 组成了 B 上的向量丛, 则有

[ ∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E)

]
=

ch(ind(DE
X)), 若 dimX 为偶数,

0, 若 dimX 为奇数,
(3.69)

其中等式左端微分形式的定义形式上与 (2.21) 和 (2.26) 两式一致.

证明 对 σ = α ⊗̂A, α ∈ Λ(T ∗B), A ∈ End(E), 定义

Trs[σ] = α · Trs[A], Trodd/evens [σ] = {α}odd/even · Trs[A], (3.70)

其中 {α}odd/even 是 α 的奇数次或偶数次部分. 定义

T̃rs[σ] =

Trs[σ], 若 dimX 为偶数,

Trodds [σ], 若 dimX 为奇数.
(3.71)

对 α ∈ Λj(T ∗B), 定义

ψB(α) =

(2iπ)−
j
2 · α, 若 j 为偶数,

π− 1
2 (2iπ)−

j−1
2 · α, 若 j 为奇数.

(3.72)

对 α ∈ Λ(T ∗(R×B)), 有

α = α0 + dt ∧ α1, α0, α1 ∈ Λ(T ∗B). (3.73)

记

[α]dt = α1. (3.74)

对 b ∈ B,记 Eb := C∞(Xb, E|Xb
)并将 E 看作一个以 Eb为纤维的无穷维纤维丛. 由 THW ≃ π∗TB

可知, 对任意 U ∈ TB, 存在唯一的 UH ∈ THW , 使得 π∗U
H = U . 记 dx 为由 gTX 决定的纤维上

的 Riemann 体积形式. 定义 W 上的函数 div(UH) 使得 LUHdx = div(UH)dx. 对 s ∈ C∞(B,E ) =

C∞(W, E), 记

∇u
Us := ∇E

UHs+
1

2
div(UH)s, (3.75)

23



刘博: 局部指标定理与 Bismut-Cheeger η- 形式

则 ∇u 可看作 E 上的一个联络. 设 {fp} 是 TB 的一组局部基, 著名的 Bismut 超联络

Bt : C
∞(B,Λ(T ∗B) ⊗̂E ) → C∞(B,Λ(T ∗B) ⊗̂E ) (3.76)

定义为 (参见文献 [36])

Bt =
√
tDE

X +∇u − 1

8
√
t
c(PTX [fHp , f

H
q ])fp ∧ fq. (3.77)

此时 B2
t 是一个沿纤维作用的 2 阶椭圆微分算子, exp(−B2

t ) 是一个沿纤维方向的迹类算子 (trace

class).

用 t−1/2Bt 代替 DE
X , 类比 (2.60), 可以证明

ψBT̃rs[exp(−B2
t )] =

∫
X

ψBT̃rs[exp(−B2
t )(x, x)]dx. (3.78)

此时, 对应 (2.63), 有

d

dt
ψBT̃rs[exp(−B2

t )] = dγ(t), (3.79)

其中

γ(t) :=

{
ψR×BT̃rs

[
exp

(
−
(
Bt + dt ∧ ∂

∂t

)2)]}dt

. (3.80)

当 t→ +∞ 时,

lim
t→+∞

ψBT̃rs[exp(−B2
t )] =

ch(kerDE
X ,∇ker), 若 dimX 为偶数,

0, 若 dimX 为奇数,
(3.81)

其中 ∇ker = P ker∇uP ker, P ker : C∞(X, E) → kerDE
X 为 L2 内积对应的正交投影. 所以 Atiyah-Singer

簇指标定理可由如下极限推导出:

lim
t→0

∫
X

Trs[exp(−B2
t )(x, x)]dx =

∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E). (3.82)

证毕.

由 (3.78)–(3.82), 可以形式上推导出

−d
∫ +∞

0

γ(t)dt =


∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E)− ch(kerDE
X ,∇ker), 若 dimX 为偶数,∫

X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E), 若 dimX 为奇数.

(3.83)

事实上, 可以证明 (参见文献 [55])

γ(t) = O(t−1/2), 当 t→ 0 时,

γ(t) = O(t−3/2), 当 t→ +∞ 时.
(3.84)

定义 3.2 [55] 假设 kerDE
X 是一个向量丛, 则 Bismut-Cheeger η- 形式定义为

η̃(π, E) := −
∫ +∞

0

γ(t)dt ∈ Ω∗(B,R). (3.85)

当纤维为偶数维时, η̃(π, E) ∈ Ωodd(B,R); 当纤维为奇数维时, η̃(π, E) ∈ Ωeven(B,R).
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由 (3.84) 可知 Bismut-Cheeger η- 形式是合理定义的. 由 (3.83), 有

d η̃(π, E) =


∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E)− ch(kerDE
X ,∇ker), 若 dimX 为偶数,∫

X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E), 若 dimX 为奇数.

(3.86)

当 B 为一个点且 X 为奇数维时, 有

η̃(π, E) = 1

2
η(DE

X). (3.87)

所以 Bismut-Cheeger η- 形式可以看作 η- 不变量的高维推广.

注 3.1 [22] 对于簇指标定理, 当 kerDE
X 不是一个向量丛时, 依然有

ch(ind(DE
X)) =

[ ∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E)

]
(3.88)

成立. 注意到若 X 为奇数维, 当 kerDE
X 是一个向量丛时, ind(DE

X) = 0 ∈ K1(B). 所以在这种情形下,

定理 3.8 中没有 Chern 特征项.

下面考虑带有群作用的等变簇指标定理. 考虑沿纤维方向有紧 Lie群 G作用的情形, 即考虑一簇

带有群作用的流形.

假设纤维丛 π :W → B 是一个 G- 等变纤维丛, 即 W 和 B 上都有光滑的 G 作用, 且群作用与 π

可交换. 此时 TX 是 G 等变的向量丛. 假设群作用保持 TX 的定向不变. 取水平子丛 THW 是 G 等

变的向量丛且群作用保持分解 (3.58) 不变.

我们总假设群 G 在 B 上的作用是平凡的. 此时群作用将每个纤维映到它自身. 取 gTX 为 G 不

变度量, 则 gTW 是一个 G 不变度量且 ∇TX 是一个 G 不变联络.

假设 W 上的群作用可以提升到 E 上使得群作用保持 Z2 分次不变且 Clifford 作用与群作用可交

换. 假设 hE 和 ∇E 都是 G 不变的. 这时称 E = (E , hE ,∇E) 为一个 Z2 分次的 C(TX)- 等变 Dirac 丛.

由于此时群作用与 DE
X 可交换, 故若 kerDE

X 是一个向量丛, 则它一定是一个 G 等变向量丛.

将拓扑 K群定义中的所有对象替换为等变的对象,可以得到等变拓扑 K群 K∗
G(B)的定义 [3, 179].

此时可以类似定义等变指标

ind(DE
X) ∈ K∗

G(B). (3.89)

由于 B 上的群作用平凡, 对 K0
G(B) 中元素 x 的代表元 E+ −E−, 定义 chg(x) 为 Z2 分次等变复向量

丛 E = E+ ⊕ E− 在 (3.22) 下的等变 Chern 特征形式对应的上同调类. 此时有环同态映射

chg : K0
G(B) → Heven(B,C). (3.90)

完全类似于 (3.65), 可以定义

chg : K1
G(B) → Hodd(B,C). (3.91)

定理 3.9 (等变簇指标定理 [151]) 假设 kerDE
X 组成了 B 上的向量丛. 对任意 g ∈ G, 有[ ∫

Xg

Âg(TX,∇TX)chg(E/S,∇E)

]
= chg(ind(D

E
X))

=

[chg(kerD
E
X ,∇ker)], 若 dimX 为偶数,

0, 若 dimX 为奇数.
(3.92)
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证明 类似于 (3.13) 和 (3.78), 有

ψBT̃rs[g exp(−B2
t )] =

∫
X

ψBT̃rs[g exp(−B2
t )(g

−1x, x)]dx. (3.93)

此时, 类比于 (3.79), 有

d

dt
ψBT̃rs[g exp(−B2

t )] = dγg(t), (3.94)

其中

γg(t) :=

{
ψR×BT̃rs

[
g exp

(
−
(
Bt + dt ∧ ∂

∂t

)2)]}dt

. (3.95)

注意到此时

lim
t→+∞

Trs[g exp(−B2
t )] =

chg(kerD
E
X ,∇ker), 若 dimX 为偶数,

0, 若 dimX 为奇数.
(3.96)

我们可以证明

lim
t→0

∫
X

Trs[g exp(−B2
t )(g

−1x, x)]dx =

∫
Xg

Âg(TX,∇TX)chg(E/S,∇E). (3.97)

证毕.

在文献 [151, 定理 1.2 和 1.3] 中, Liu 和 Ma 只对偶数维情形给出了定理 3.9 的详细证明. 事实上

奇数维的证明是完全类似的. 此时, 依然有 (参见文献 [143])

γg(t) = O(t−1/2), 当 t→ 0 时,

γg(t) = O(t−3/2), 当 t→ +∞ 时.
(3.98)

定义 3.3 [143,193] 假设 kerDE
X 组成了 B 上的向量丛. 对 g ∈ G, 定义等变 Bismut-Cheeger η- 形

式为

η̃g(π, E) := −
∫ +∞

0

γg(t)dt ∈ Ω∗(B,C). (3.99)

当 g = e 时, η̃e(π, E) = η̃(π, E).
类比于 (3.86), 有

d η̃g(π, E) =


∫
Xg

Âg(TX,∇TX)chg(E/S,∇E)− chg(kerD
E
X ,∇ker), 若 dimX 为偶数,∫

Xg

Âg(TX,∇TX)chg(E/S,∇E), 若 dimX 为奇数.

(3.100)

当 B 为一个点且 X 为奇数维时, 有

η̃g(π, E) =
1

2
ηg(D

E
X). (3.101)

下面将 Bismut 和 Goette 推广的 Kirillov 公式—定理 3.4— 推广到算子簇情形.
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定理 3.10 [149] 假设 kerDE
X 组成了 B 上的向量丛. 对 g ∈ G, 当 K ∈ z(g), |K| 充分小时, 作为

H∗(B,C) 中的元素, 有[ ∫
Xg

Âg,K(TX,∇TX)chg,K(E/S,∇E)

]
= chgeK (ind(DE

X))

=

[chgeK (kerDE
X ,∇ker)], 若 dimX 为偶数,

0, 若 dimX 为奇数.
(3.102)

证明 我们只需要将 (3.93) 中的 ψBT̃rs[g exp(−B2
t )] 替换为 ψBT̃rs[g exp(−B2

K,t − LK)], 其中

BK,t = Bt +
c(KX)

4
√
t
. (3.103)

此时对 t→ 0 部分的估计与定理 3.4 中的证明类似.

令

γg,K(t) :=

{
ψR×BT̃rs

[
g exp

(
−
(
BK,t + dt ∧ ∂

∂t

)2

− LK

)]}dt

. (3.104)

存在 δ ∈ (0, 1), β ∈ R 充分小, 使得当 |K| < β 时, 有 (参见文献 [149, 定理 2.2])

γg,K(t) = O(t−(1−δ)), 当 t→ 0 时,

γg,K(t) = O(t−(1+δ)), 当 t→ +∞ 时.
(3.105)

定义 3.4 [149] 假设 kerDE
X 组成了 B 上的向量丛. 对 g ∈ G, 当 K ∈ z(g), |K| 充分小时, 定义无

穷小等变 Bismut-Cheeger η- 形式为

η̃g,K(π, E) := −
∫ +∞

0

γg,K(t)dt ∈ Ω∗(B,C). (3.106)

当 K = 0 时, η̃g,0(π, E) = η̃g(π, E). 当 g = e 时, 也记 η̃K(π, E) := η̃e,K(π, E).
当 |u| 充分小时, η̃g,uK(π, E) 关于 u ∈ R 也是实解析的. 类似于 (3.86) 和 (3.99), 有

dη̃g,K(π, E) =


∫
Xg

Âg,K(TX,∇TX)chg,K(E/S,∇E)−chgeK (kerDE
X ,∇ker), 若dimX为偶数,∫

Xg

Âg,K(TX,∇TX)chg,K(E/S,∇E), 若dimX为奇数.

(3.107)

当 B 为一个点且 X 为奇数维时,

η̃g,K(π, E) = 1

2
ηg,K(DE

X). (3.108)

对应于定理 3.2 中的不动点公式, 对于等变流形簇, 也有对应的簇指标的不动点公式 [152–154]. 类

似于定理 3.2 中的假设, 假设前面的纤维丛 π : W → B 的相对切丛有 spinc 结构, 假设纤维为偶数

维, G = S1 且保纤维的群作用保持 spinc 结构. 此时由 (3.24), 纤维丛 π|WS1 : WS1 → B 的相对切丛

TXS1

也有 spinc 结构. 设 E 是 W 上的一个等变几何三元组. 令 E 是 X 上使得 E = S(TX,L) ⊗̂E

的 Z2 分次的 C(TX)- 等变 Dirac 丛.

27



刘博: 局部指标定理与 Bismut-Cheeger η- 形式

由于 B 上的群作用平凡, 所以有同构

K0
S1(B) ≃ K0(B)⊗ Z, (3.109)

即每个 B 上的等变复向量丛 F 都有向量丛直和分解 F =
⊕

v Fv 使得 g ∈ S1 在 Fv 上的作用为数乘

gv. 实际上此处的 Z 为由 S1 的所有不可约表示生成的表示环. 对于簇指标 ind(DE
X,+) ∈ K0

S1(B), 对

应于 (3.109), 有分解

ind(DE
X) =

⊕
m∈Z

ind(DE
X ,m)⊗ [m], (3.110)

其中 ind(DE
X ,m) ∈ K0(B). 对应于定理 3.2, 有如下定理:

定理 3.11 [152–154] 对 m ∈ Z, 作为 K0(B) 中的元素,

ind(DE
X ,m) =

∑
α

(−1)dimC Nα ind(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗Rα,m

XS1
α

)

=
∑
α

ind(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗R′
α,m

XS1
α

). (3.111)

对于带边流形的 APS 指标定理, 也可以将其推广到一簇流形的情形.

对纤维丛 π : W → B, 假设纤维为带有边界 Y 的紧致定向流形 X, 假设 B 为紧致流形. 此时

W 的边界 V 带有纤维丛结构 π∂ : V → B, 纤维为 Y . 假设 THW |V ⊂ TV , 则 THV := THW |V
是 TV 的一个水平子丛. 假设在边界附近流形的度量有乘积结构: 对 V 在 W 中的很小的领圈邻域

U ≃ V × [0, 1), 记 p : U → V 为投影映射, 假设 THW |U = p∗(THW |V ) 且相对于 (3.58) 中的分解有

gTW |U = π∗gTB ⊕ (dr2 ⊕ p∗gTY ) 成立.

首先假设纤维 X 是偶数维的. 设 EY 是纤维丛 π∂ 上一个 C(TY )-Dirac 丛. 假设 E = E+ ⊕ E−
是纤维丛 π 上的一个 Z2 分次的 C(TX)-Dirac 丛, 使得 E+|Y = EY 且 E± 在边界附近的几何结构是
EY 上几何结构的拉回. 记 DE

X 为相对于纤维丛 π 的簇 Dirac 算子. 类比于 (3.44), 可以定义边界上的

簇 Dirac 算子 DEY

Y . 在一般情形下, 对于算子簇情形, 原来的 APS 投影 P>0 不是一个稳定的边界条

件. 当参数空间 B 上的点变动时, 如果 DEY

Y 的特征值穿过零点, 则 P>0 这个正交投影关于 B 上的点

不连续. 为了保证 P>0 关于 B 上的点连续, 可以假设 kerDEY

Y = 0. 在这种情形下, (DE
X , P>0) 是一个

Fredholm 算子的连续族, 它定义了簇指标 indAPS(D
E
X) ∈ K0(B).

定理 3.12 [56, 57] 假设纤维 X 是偶数维且 kerDEY

Y = 0, 则有

ch(indAPS(D
E
X)) =

[ ∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E)− η̃(π∂ , EY )
]
∈ Heven(B,R). (3.112)

此处的 η̃(π∂ , EY ) 是定义 3.2 中的 Bismut-Cheeger η- 形式. 由定理 3.5 和 (3.87) 可知, 当 B 为一

个点时, 定理 3.12 退化为 APS 指标定理—定理 3.5. Bismut 和 Cheeger [58] 还讨论了 kerDEY

Y 组成向

量丛或纤维为奇数维的情形.

Melrose和 Piazza [165] 去掉了 kerDEY

Y = 0的条件,通过引入谱截面的概念替换掉 APS边界条件,

从而得到了一般偶数维纤维情形的带边簇指标定理. 事实上, Melrose 和 Piazza [166] 还解决了奇数维

纤维的情形. 当纤维 X 为奇数维时, 边界 Y 是偶数维的. 设 E 是一个 C(TX)-Dirac 丛, 且在边界附

近其度量与联络有乘积结构. 令 EY = E|Y , 则 EY 是纤维丛 π∂ 上的 C(TY )-Dirac 丛. 在边界的邻域

上记 σ = ic( ∂
∂r ), 则限制在边界上 σ2 = 1 且 σ 的两个特征子空间给出了 EY 的 Z2 分次.

下面将偶数维与奇数维纤维这两种情形放在一起讨论.
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定义 3.5 [165,166] 对一簇 Yb 上的自伴拟微分投影算子 Pb, b ∈ B, 如果它连续依赖于 b ∈ B 且满

足对某个光滑正函数 f : B → R, 有

DEY

Yb
u = λu⇒

Pbu = u, 若 λ > f(b),

Pbu = 0, 若 λ < −f(b),
(3.113)

则称 P = {Pb}b∈B 是一个谱截面 (spectral section). 对于偶数维纤维的纤维丛, 我们需要额外要求

σ ◦ P ◦ σ + P = Id. (3.114)

在这个定义中并不需要假设 Y 是另一个流形的边界. 需要注意谱截面的选取不是唯一的.

定理 3.13 [165,166] 对于谱截面, 有以下性质成立.

(1)对于一个取定的谱截面 P ,一定存在一簇光滑算子 AP ,连续依赖于 b ∈ B,使得 ker(DEY

Y +AP )

= 0. 对于偶数维纤维情形, 取到的 AP 还满足 σ ◦AP +AP ◦ σ = 0.

(2)如果谱截面存在, 则簇 Dirac算子的指标消失.反过来, 如果纤维 Y 存在一个非零维的连通分

支且簇 Dirac 算子的指标消失, 则谱截面一定存在.

由定义 3.5可知,如果纤维为奇数维,且 kerDEY

Y 组成了 B 上的向量丛,则 P>0 是一个谱截面. 此

时由定理 3.13 可知 ind(DEY

Y ) = 0 ∈ K1(B).

注意到, 如果我们要合理定义类似于定义 3.2 的 η- 形式, 则类似于 (3.84) 的估计是必要的. 事实

上 Bismut-Cheeger η- 形式中的向量丛假设保证了 (3.84) 的第 2 个估计成立. 而在谱截面存在的假设

下, 如果将 (3.80) 中的 Bt 替换为 Bt +
√
tAP , 即使不满足向量丛假设, (3.84) 的第 2 个估计也会成立.

但此时第 1 个估计会出问题. 为了解决这个问题, 可以取截断函数

χ(t) =

0, 若 t < 1,

1, 若 t > 2,
(3.115)

然后将 Bt 替换为 Bt + χ(t)
√
tAP .

定义 3.6 [165,166] 给定谱截面 P , 定义带扰动的 η- 形式

η̃P (π∂ , EY ) := −
∫ +∞

0

{
ψR×BT̃rs

[
exp

(
−
(
Bt + χ(t)

√
tAP + dt ∧ ∂

∂t

)2)]}dt

dt. (3.116)

注意到此时 η̃P (π∂ , EY ) 的定义与截断函数 χ(t) 和 AP 的选取有关. 但取不同的截断函数与不同

的 AP 时, 得到的带扰动的 η- 形式之间只差一个恰当形式. 所以需要在差一个恰当形式的意义下讨

论带扰动的 η- 形式, 即认为

η̃P (π∂ , EY ) ∈ Ω∗(B,R)/Im d. (3.117)

当取不同的谱投影 P 时, 带扰动的 η- 形式变化较大. 我们会在下一节讨论这个问题. 当 B 为一

个点且 Y 为奇数维时, APS 边界条件 P = P>0 是一个谱投影, 此时

η̃P>0
(π∂ , EY ) = η̄(DEY

Y ) (3.118)

为 (3.48) 中定义的约化 η- 不变量. 需注意定义 3.6 也不需要假设 π∂ 是另一个纤维丛的边界. 对应于

(3.86), 有

d η̃P (π∂ , EY ) =
∫
Y

Â(TY,∇TY )ch(EY /S,∇EY ). (3.119)
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如果 π∂ 是另一个纤维丛的边界, 则由配边不变性可知, 边界纤维丛的簇 Dirac 算子的指标一定

消失, 谱截面一定存在. Melrose 和 Piazza [165,166] 将定理 3.12 中的 APS 边界条件 P>0 替换为谱截面

P , 得到了对应的簇指标 ind(DE
X , P ) ∈ K∗(B) (当纤维为偶数维时, ∗ = 0; 当纤维为奇数维时, ∗ = 1).

定理 3.14 [165,166] 对取定的谱截面 P , 有

ch(ind(DE
X , P )) =

[ ∫
X

Â(TX,∇TX)ch(E/S,∇E)− η̃P (π∂ , EY )
]
∈ H∗(B,R). (3.120)

当纤维为偶数维时, ∗ = even; 当纤维为奇数维时, ∗ = odd.

关于定理 3.14 在几何中的应用, 可参见文献 [104]. 对于带有紧 Lie 群作用的等变带边簇指标定

理, 我们并没有在现有文献中找到信息. 但我们相信定理 3.12 和 3.14 都可以被推广到等变情形和对

应的 Kirillov 型公式. 由定理 3.14 可知, 在微分形式的意义下, (3.120) 等号左右两端相差一个微分形

式的外微分. 类比于 (3.86), 如果能够将这个微分形式严格构造出来, 也是一件有意义的事情.

4 η- 不变量与 η- 形式的性质

在上一节带边流形指标定理的讨论中,提到了一个谱不变量—η-不变量 (3.49). 它对应了 APS指

标定理的边界项. 事实上, 即使奇数维紧致流形 Y 不能看作某个带边流形的边界, 我们也能够在它的

Dirac 丛上面应用 (3.49) 合理定义 η- 不变量. 如果 Dirac 丛 E = E+ ⊕ E− 是 Z2 分次的, 则可以类似

定义

η(DE
Y ) := η(D

E+

Y )− η(D
E−
Y ). (4.1)

对于由 (3.54) 和 (3.55) 定义的等变 η- 不变量和无穷小等变 η- 不变量, 也可以照此扩展它们的定义

范围.

在定义 3.2 中, 当簇 Dirac 算子的核空间组成底空间的向量丛时 (简记为向量丛条件), 引入了

Bismut-Cheeger η- 形式作为 η- 不变量的推广. 由 (3.87) 可知, 当底空间为一个点且纤维为奇数维时,

η-形式恰等于 η-不变量的一半.在定义 3.6中,如果簇 Dirac算子的指标消失 (简记为指标消失条件),

带扰动的 η- 形式被合理定义. 由 (3.118) 可知, 它是约化 η- 不变量的高维推广.

我们在前面提到过, 当纤维为奇数维时, 向量丛条件可以推导出指标消失条件. 在这种情形下簇

APS 边界条件 P>0 是一个谱投影. 在差一个恰当形式的意义下, 有 (参见文献 [146, 命题 2.3])

η̃P>0
(π, EY ) = η̃(π, EY ) +

1

2
ch(kerDE

Y ,∇ker). (4.2)

当 B 为一个点时, 此即为 (3.48). 但在一般情形下, 这两个条件之间并没有包含关系. 在技术层面上,

这两个条件都是为了满足 (3.84) 的第 2 个估计. 受 (4.2) 的影响, 在向量丛条件下, 对 g ∈ G, 引入约

化的等变 Bismut-Cheeger η- 形式

˜̄ηg(π, E) =

η̃g(π, E) +
1

2
chg(kerD

E
X ,∇ker), 若 dimX 是奇数,

η̃g(π, E), 若 dimX 是偶数.
(4.3)

与指标与簇指标相比, η- 不变量和 η- 形式是指标理论中更精细的不变量. 在指标理论的发展过

程中,类似的精细不变量还有两类: 实解析挠率 [175] 与实解析挠率形式 [72]、全纯挠率 [176] 与全纯挠率

30



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 4 期

形式 [70]. 本文不会详细讨论这两类不变量 (关于全纯挠率的综述, 可参见文献 [51]). 但在讨论 η- 不

变量与 η- 形式时, 若另外两类不变量有类似的性质, 我们会在文中提及. 我们会发现虽然这三类不变

量定义完全不同, 但有时会有类似的性质.

本节介绍 η- 不变量的一些性质并讨论它们在这两种 η- 形式上的推广. 受个人兴趣与能力所限,

本文仅对 η- 不变量和 η- 形式的部分性质作简要介绍, 很多与 η- 不变量相关的重要专题都不会涉及.

本节内容安排如下. 第 4.1 小节介绍等变 η- 形式与无穷小等变 η- 形式的比较公式. 第 4.2 小节

讨论前面提到的各种 η- 不变量和 η- 形式的变分性质. 第 4.3 小节将 Bismut-Zhang 嵌入公式推广到

等变 η- 形式. 第 4.4 小节研究 η- 不变量的绝热极限公式并将其推广到等变 η- 形式. 第 4.5 小节介绍

η- 不变量的局部化公式.

4.1 等变 η- 不变量与等变 η- 形式的比较公式

在 (3.55)中,定义了无穷小等变 η-不变量. 此不变量最早由 Goette引入. Goette [129]将等变 η-不

变量 ηg(D
E
X)视为 g ∈ G的函数,并考察了此函数在 g = e处的奇性. 前面提到,等变指标 indg(D

E
X)是

关于 g ∈ G的光滑函数. 但对 ηg(D
E
X), 它甚至不是一个连续函数. Goette [129] 在 g = e时将 ηe,K(DE

X)

定义成关于 K ∈ g 的形式幂级数, 并证明了当 KX 在 X 上没有零点时, 对任意 N ∈ N, t→ 0, 有

[ηe,tK(DE
X)]N − ηetK (DE

X) = 2Me,tK +O(tN ), (4.4)

其中 [ηe,tK(DE
X)]N 表示形式幂级数的前 N 项,

Me,tK =
∑

j>− dimX

cj(K)tj , (4.5)

且系数 cj(K) 都可由微分形式的积分来局部表示 (参见 (4.10)). 由 (4.4) 和 (4.5) 可得 ηetK (DE
X) 在

t→ 0 时的奇性可以由 cj(K), k < 0 具体计算出来.

文献 [149]证明了此形式幂级数当 |K|充分小时是收敛的幂级数,即 (3.55)中的 ηe,K(DE
X)在 |K|

充分小时合理定义且 ηe,tK(DE
X) 在 t 很小时关于 t 实解析. 我们还在不假设 KX 零点消失时得到

ηe,K(DE
X)− ηeK (DE

X) = 2MK . (4.6)

更一般地, 我们还得到了非单位元处的奇性.

定理 4.1 [149] 对 g ∈ G, 当 K ∈ z(g), |K| 充分小时, 有

ηg,K(DE
X)− ηgeK (DE

X) = 2Mg,K . (4.7)

下面给出Mg,K 的具体定义. 记

dK = d− 2iπ · ιKX . (4.8)

令 ϑK ∈ T ∗X 为对偶于 KX 的 1 形式, 即对任意 U ∈ TX, 有

ϑK(U) = gTX(KX , U). (4.9)

定义

Mg,K := −
∫ +∞

0

∫
Xg

ϑK
8viπ

exp

(
dKϑK
8viπ

)
Âg,K(TX,∇TX)chg,K(E/S,∇E)

dv

v
. (4.10)

下面应用定理 4.1 给出定理 3.7 的证明.
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定理 3.7 的证明 由定理 3.6, 有

indAPS,geK (DE
X,+) =

∫
XgeK

ÂgeK (TX,∇TX)chgeK (E/S,∇E)− η̄geK (DEY

Y ). (4.11)

由 (3.53), (3.57) 和定理 4.1, 有

η̄g,K(DEY

Y )− η̄geK (DEY

Y ) = Mg,K . (4.12)

记

Ng,K = −
∫ +∞

0

ϑK
8viπ

exp

(
dKϑK
8viπ

)
Âg,K(TX,∇TX)chg,K(E/S,∇E)

dv

v
. (4.13)

由 (4.10), 有

Mg,K =

∫
Y g

Ng,K . (4.14)

记 XK 为由 K 生成的群作用在 X 上的不动点集, 则 XK 是 X 的一个子流形. 当 K ∈ z(g), |K| 充分
小时, 有 XgeK = Xg ∩XK . 所以 XgeK 是 Xg 的一个子流形. 由文献 [149, (3.30) 和 (3.33)], 有

dKNg,K = Âg,K(TX,∇TX)chg,K(E/S,∇E)− ÂgeK (TX,∇TX)chgeK (E/S,∇E)δXgeK , (4.15)

其中 δXgeK 是一个流动形 (current), 使得对任意 α ∈ Ω∗(Xg), 有∫
Xg

αδXgeK =

∫
XgeK

α. (4.16)

由 Stokes 公式及 (4.14) 和 (4.15), 有∫
Xg

Âg,K(TX,∇TX)chg,K(E/S,∇E)−
∫
XgeK

ÂgeK (TX,∇TX)chgeK (E/S,∇E)

=

∫
Xg

dKNg,K =

∫
Y g

Ng,K = Mg,K . (4.17)

由 (4.11), (4.12) 和 (4.17), 即得定理 3.7.

下面将定理 4.1推广到 η-形式. 对 g ∈ G, 记 η̃g(π, E)和 η̃g,K(π, E)为定义 3.3和 3.4中满足向量

丛假设的等变 η- 形式.

定理 4.2 [149] 对 g ∈ G, 当 K ∈ z(g), |K| 充分小时, 在差一个恰当形式的意义下, 有

η̃g,K(π, E)− η̃geK (π, E) = Mg,K , (4.18)

其中Mg,K 仍由 (4.10) 定义, 只需要额外要求 ϑK 在 THW 上消失.

对于指标消失假设下的带扰动的 η- 形式, 也可以同样证明类似于定理 4.2 的比较公式.

对于实解析挠率和全纯挠率, 也存在对应的比较公式 [67,69]. 我们猜测对实解析挠率形式和全纯

挠率形式, 也有对应的比较公式成立.
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4.2 η- 不变量与 η- 形式的变分性质

从 (3.50) 可以看出 η- 不变量是一个精细的谱不变量. 虽然指标是一个拓扑不变量, 但 η- 不变量

不是. 当流形与 Dirac 丛上的度量和联络发生变化时, η- 不变量的取值也会发生变化. 本小节讨论几

何结构变化时 η- 不变量与 η- 形式的变化.

设 X 是一个奇数维紧致 Riemann 流形. 对 i = 0, 1, 记 gTX
i 为 X 上的两个不同的 Riemann 度

量, ∇TX
i 为对应的 Levi-Civita联络. 设 Ei = (E , hEi ,∇E

i ), i = 0, 1是分别对应于 gTX
i 的同一个 Clifford

模上的两个 Dirac 丛. 记 Di 为对应的 Dirac 算子.

定理 4.3 [16] 存在 x ∈ Z 使得约化 η- 不变量的差为

η̄(D1)− η̄(D0) =

∫
X

˜̂
A(TX,∇TX

0 ,∇TX
1 )ch(E/S,∇E

0 )

+

∫
X

Â(TX,∇TX
1 )c̃h(E/S,∇E

0 ,∇E
1 ) + x, (4.19)

其中 x ∈ Z 可解释为算子 D0 与 D1 间的谱流 Sf(D0, D1).

上式中的
˜̂
A(·) 与 c̃h(·) 为 Â 形式与 Chern 特征形式对应的 Chern-Simons 形式 [96], 定义如下. 我

们可将 i = 0 与 i = 1 对应的两组几何数据用一条光滑曲线连接起来: 取 gTX
s 为光滑依赖于 s ∈ [0, 1]

的一族 Riemann 度量使得 gTX
s |s=0 = gTX

0 , gTX
s |s=1 = gTX

1 . 记 X̃ = X × [0, 1], p : X̃ → X 为投影映

射, 则 gTX̃ := ds2 + gTX
s 是 X̃ 上的 Riemann 度量. 记 ∇TX̃ 为 gTX̃ 的 Levi-Civita 联络. 定义 (参见

文献 [160, 附录 D])

˜̂
A(TX,∇TX

0 ,∇TX
1 ) := −

∫ 1

0

[Â(TX̃,∇TX̃)]dsds. (4.20)

另外, 取 Es = (E , hEs ,∇E
s ) 为光滑依赖于 s ∈ [0, 1] 的一族对应于 Riemann 度量 gTX

s 的 Dirac 丛使得

Es|s=0 = E0, Es|s=1 = E1. 对任意 x ∈ X, 都存在 x 的邻域 U 使得 U 是 spin 流形. 由 (2.50), 在 U 上

有 E = S(TX) ⊗̂E, hEs = h
S(TX)
s ⊗ hEs , ∇E

s = ∇S(TX)
s ⊗ 1+ 1⊗∇E

s 且 ch(E/S,∇E
i ) = ch(E,∇E

i ). 记 pU

为投影映射 p 在 U × [0, 1] 上的限制, 则 h̃E := {hEs }s∈[0,1] 为 p∗UE 上的 Hermite 度量. 由文献 [160,

(B.5.21)] 可知

∇̃E := ∇E
s + ds ∧

(
∂

∂s
+

1

2
(hEs )

−1 ∂

∂s
hEs

)
(4.21)

为 p∗UE 上与 h̃E 相容的联络. 在 U 上, 定义

c̃h(E/S,∇E
0 ,∇E

1 ) := −
∫ 1

0

[ch(p∗UE, ∇̃E)]dsds. (4.22)

注意到由文献 [160, 定理 B.5.4], 此时 (4.20) 与 (4.22) 中的定义在差一个恰当形式的意义下不依赖于

光滑曲线的选取, 所以 c̃h(E/S,∇E
0 ,∇E

1 ) 在 Ω∗(X,R)/Im d 上整体定义. 我们有˜̂
A(TX,∇TX

0 ,∇TX
1 ), c̃h(E/S,∇E

0 ,∇E
1 ) ∈ Ω∗(X,R)/Im d. (4.23)

记 Ds 为 Es 对应的 Dirac 算子. 谱流 Sf(D0, D1) 定义为当 Ds 的谱从 s = 0 流到 s = 1 时穿过实

轴的带有定向的次数 (自上而下穿过实轴记为 −1 次, 从下到上穿过实轴记为 1 次).

我们还可以从另一个角度来看定理 4.3. 考虑带边流形 X̃ 并使得边界附近有乘积结构, 则 (4.19)

可由 APS 指标定理 (定理 3.5) 推导出. 此时 (4.19) 中的整数 x 被解释为 X̃ 上的 APS 指标.
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假设 X 上有一个光滑的 G作用,且对 i = 0, 1, gTX
i 都是 G不变的. 假设 Ei = (E , hEi ,∇E

i ), i = 0, 1

是两个等变 Dirac丛. 记 G的表示环 R(G)为 G的所有有限维不可约复表示生成的环.由紧 Lie群的

表示理论可知 G 的复表示 M 由其特征标 χM : G→ C 唯一决定.

定理 4.4 存在 χ ∈ R(G), 使得对 g ∈ G, 等变约化 η- 不变量的差为

η̄g(D1)− η̄g(D0) =

∫
Xg

˜̂
Ag(TX,∇TX

0 ,∇TX
1 )chg(E/S,∇E

0 )

+

∫
Xg

Âg(TX,∇TX
1 )c̃hg(E/S,∇E

0 ,∇E
1 ) + χ(g). (4.24)

此处等变 Chern-Simons 形式
˜̂
Ag(·) 和 c̃hg(·) 为将 (4.20) 和 (4.22) 中等式右端的 Â(·) 和 ch(·) 替换

为 Âg(·) 和 chg(·) 后左端得到的 Xg 上的微分形式, χ(g) ∈ C 可解释为算子 D0 与 D1 间的等变谱流

Sfg(D0, D1)
[115].

定理 4.4的证明可参见文献 [143,145]. 类似于 (4.19), (4.24)也可由等变 APS指标定理 (定理 3.6)

推导出. 此时 (4.24) 中的 χ(g) 被解释为 X̃ 上的等变 APS 指标.

由定理 4.1, 4.4 和文献 [149, 命题 3.2], 可以直接得到无穷小等变 η- 不变量的变分公式.

定理 4.5 对 g ∈ G, 当 K ∈ z(g), |K| 充分小时, 无穷小等变约化 η- 不变量的差为

η̄g,K(D1)− η̄g,K(D0) =

∫
Xg

˜̂
Ag,K(TX,∇TX

0 ,∇TX
1 )chg,K(E/S,∇E

0 )

+

∫
Xg

Âg,K(TX,∇TX
1 )c̃hg,K(E/S,∇E

0 ,∇E
1 ) + SfgeK (D0, D1). (4.25)

此处无穷小等变 Chern-Simons 形式
˜̂
Ag,K(·) 和 c̃hg,K(·) 分别为将 (4.20) 和 (4.22) 中等式右端的 Â(·)

和 ch(·) 替换为 Âg,K(·) 和 chg,K(·) 后左端得到的 Xg 上的微分形式.

下面将定理 4.3–4.5 推广到高维, 即将 η- 不变量推广到前面提到的两种 η- 形式.

考虑第 3.5小节中的纤维丛 π :W → B. 设 E 为其上的一个 C(TX)-Clifford模. 考虑两个水平子

丛 TH
0 W 和 TH

1 W , TX 上的两个度量 gTX
0 和 gTX

1 ,以及两个分别对应于 gTX
i 的 Z2 分次 C(TX)-Dirac

丛 Ei = (E , hEi ,∇E
i ), i = 0, 1. 记对应于 (TH

i W, g
TX
i , hEi ,∇E

i ) 的簇 Dirac 算子为 Di.

首先考虑指标消失条件下的 η- 形式. 由于簇 Dirac 算子的指标是一个拓扑量, 如果 ind(D0) = 0,

则有 ind(D1) = 0. 设 Pi 为与 Di 对应的谱截面. 记 η̃Pi(π, Ei) 为由定义 3.6 决定的对应于 (Di, Pi) 的

带扰动的 η- 形式.

定理 4.6 [105,145] 在差一个恰当形式的意义下, 有

η̃P1(π, E1)− η̃P0(π, E0) =
∫
X

˜̂
A(TX,∇TX

0 ,∇TX
1 )ch(E/S,∇E

0 )

+

∫
X

Â(TX,∇TX
1 )c̃h(E/S,∇E

0 ,∇E
1 ) + ch(HSf{(D0, P0), (D1, P1)}),

其中 HSf{(D0, P0), (D1, P1)} ∈ K∗(B)是 (D0, P0)与 (D1, P1)间的高维谱流 (当纤维为偶数维时, ∗ = 1;

当纤维为奇数维时, ∗ = 0), 由 Dai 和 Zhang [105] 引入.

由定理 3.14 可知高维谱流项 HSf{(D0, P0), (D1, P1)} 可被替换为某个簇指标.

下面考虑向量丛条件下的 η- 形式. 假设 kerD0 和 kerD1 都组成 B 上的向量丛. 记 ˜̄η(π, Ei) 为由
(4.3) 决定的对应于 Di 的约化 η- 形式.
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定理 4.7 [146] 存在 x ∈ K∗(B), 使得在差一个恰当形式的意义下, 有

˜̄η(π, E1)− ˜̄η(π, E0) =
∫
X

˜̂
A(TX,∇TX

0 ,∇TX
1 )ch(E/S,∇E

0 )

+

∫
X

Â(TX,∇TX
1 )c̃h(E/S,∇E

0 ,∇E
1 ) + ch(x). (4.26)

此处 (4.26) 中的 x ∈ K∗(B) 可以由某些高维谱流构造而得.

接下来考虑等变情形. 我们采用定理 3.9 中的假设, 即假设沿纤维作用的紧 Lie 群 G 保持所有结

构不变.

定理 4.8 [146] 假设 kerD0 和 kerD1 都组成 B 上的向量丛,存在 x ∈ K∗
G(B),使得对任意 g ∈ G,

在差一个恰当形式的意义下, 有

˜̄ηg(π, E1)− ˜̄ηg(π, E0) =
∫
Xg

˜̂
Ag(TX,∇TX

0 ,∇TX
1 )chg(E/S,∇E

0 )

+

∫
Xg

Âg(TX,∇TX
1 )c̃hg(E/S,∇E

0 ,∇E
1 ) + chg(x). (4.27)

下面考虑指标消失条件下的等变 η- 形式. 对于谱截面 P , 如果 P 与群作用可换, 则称 P 是一个

G- 等变的谱截面. 如下定理是定理 3.13 的等变推广.

定理 4.9 [145] 对于等变谱截面, 有以下性质成立.

(1)对于一个取定的等变谱截面 P ,一定存在一簇与群作用可换的光滑算子 AP ,连续依赖于 b ∈ B,

使得 ker(DE
X + AP ) = 0. 对于奇数维纤维情形, 可取到 AP 满足 σ ◦ AP = AP ◦ σ; 对于偶数维纤维情

形, 可取到 Ap 满足 σ ◦AP +AP ◦ σ = 0, 其中 σ 为 E 的 Z2 分次.

(2) 如果等变谱截面存在, 则

ind(DE
X,+) = 0 ∈ K∗

G(B).

反过来, 如果纤维存在非零维的连通分支, 则当 ind(DE
X,+) = 0 ∈ K∗

G(B) 时可以推导出等变谱截面

存在.

值得注意的是, 当 B 上的群作用非平凡时, 此定理依然成立.

定义 4.1 [145] 给定等变谱投影 P , 对 g ∈ G, 定义带扰动的等变 η- 形式

η̃g,P (π, E) := −
∫ +∞

0

{
ψR×BT̃rs

[
g exp

(
−
(
Bt + χ(t)

√
tAP + dt ∧ ∂

∂t

)2)]}dt

dt

∈ Ω∗(B,R)/Im d. (4.28)

在差一个恰当形式的意义下此定义依然与截断函数 χ(t) 和 AP 的选取无关.

对于带扰动的等变 η- 形式, 我们也有对应的变分公式. 假设 ind(D0) = 0 ∈ K∗
G(B), 则由等变指

标拓扑不变知 ind(D1) = 0 ∈ K∗
G(B). 取 Pi 为与 Di 对应的等变谱截面. 记 η̃g,Pi(π, Ei) 为由定义 4.1

决定的对应于 (Di, Pi) 的带扰动的等变 η- 形式.

定理 4.10 [145] 对 g ∈ G, 在差一个恰当形式的意义下, 有

η̃g,P1
(π, E1)− η̃g,P0

(π, E0) =
∫
Xg

˜̂
Ag(TX,∇TX

0 ,∇TX
1 )chg(E/S,∇E

0 )

+

∫
Xg

Âg(TX,∇TX
1 )c̃hg(E/S,∇E

0 ,∇E
1 )

+ chg(HSfG{(D0, P0), (D1, P1)}), (4.29)
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其中 HSfG{(D0, P0), (D1, P1)} ∈ K∗
G(B)是 (D0, P0)与 (D1, P1)间的等变高维谱流 (定义参见 [145,定

义 3.7 和 3.8]).

如果定理 3.14可以被推广到等变情形,则定理 4.8和 4.10也可以被自然推导出,只是将高维谱流

项替换为某个等变簇指标. 根据定理 4.8 和 4.10 以及上一节的比较公式, 容易得到两种无穷小等变 η-

形式的变分公式. 其形式类似于定理 4.5.

关于其他设定下的 η- 不变量和 η- 形式的变分公式, 可参见文献 [30], [85], [86], [130], [134] 和

[155]. 关于全纯挠率、等变全纯挠率、等变无穷小全纯挠率、全纯挠率形式与等变全纯挠率形式的变

分公式, 可分别参见文献 [64], [48], [67], [70] 和 [158]; 关于实解析挠率、等变实解析挠率、等变无穷小

实解析挠率、实解析挠率形式与等变实解析挠率形式的变分公式, 可分别参见文献 [78], [80], [69], [72]

和 [68].

4.3 η- 不变量与 η- 形式的嵌入公式

η- 不变量的另一个重要的性质是著名的 Bismut-Zhang 嵌入公式. 这个公式在近年来微分 K 理

论的发展中起到了非常关键的作用 (参见第 5 节).

设 i : Y → X 是奇数维定向紧致 Riemann 流形间的一个等距嵌入. 由于我们有变分公式, 所以总

可以假设 Y 是 X 的全测地子流形. 设 NY/X 为 Y 在 X 中带有诱导度量的法丛. 假设 NY/X 上存在

spinc 结构, 即存在 Y 上的复线丛 LN 使得其第一 Chern 类满足 ω2(NY/X) = c1(LN ) (mod 2).

定理 4.11 [79] 设 EY = (EY , hEY ,∇EY ) 为 Y 上的一个 Dirac 丛, 则 X 上存在 Z2 分次的 Dirac

丛 EX = (EX , hEX ,∇EX ), 使得

η̄(DEX

X )− η̄(DEY

Y )−
∫
X

Â(TX,∇TX) γ(EY , EX) ∈ Z, (4.30)

其中 γ(EY , EX) 称为 Bismut-Zhang 流动形, 满足

dγ(EY , EX) = ch(EX/S,∇EX )− Â−1(NY/X ,∇NY/X )ch(EY /S,∇EY )δY . (4.31)

Bismut和 Zhang [79] 在 Y 和 X 都是 spin流形的条件下证明了定理 4.11. 但他们的证明对一般的

Dirac 丛都是适用的. 关于嵌入公式在几何中的应用, 可参见文献 [197]. 注意到 Bismut 和 Zhang [79]

的证明用到了 Bismut 等发展的解析局部化技术, 分析非常复杂. 后来, Zhang [200] 和 Feng 等 [116] 给

出了一个不使用解析局部化技术的新证明. Dai 和 Zhang [106] 将 (4.30) 中的整数解释成了带边流形的

APS指标.最近我们应用解析局部化技术将定理 4.11推广到了两种等变 η-形式 [144]. 到目前为止,我

们还不清楚 Feng 等 [116] 的新证明是否可以被推广到等变 η 不变量和这两种等变 η- 形式.

下面介绍流形簇嵌入对应的几何结构. 设 i :W → V 是一个定向紧致流形间的嵌入. 设 πV : V →
B是一个带有紧致纤维 X 的纤维丛. 假设 πV 限制在W 上也是 B上的纤维丛,纤维为紧致流形 Y ,记

为 πW :W → B. 取 THV 和 THW 分别为 πW 和 πV 上的两个水平子丛. 一般而言, THW ̸= THV |W .

设 TX 和 TY 分别为纤维 X 和 Y 对应的相对切丛, 则有 TY ⊂ TX|W . 设 gTX 为 TX 上的 Euclid

度量, gTY 为 TY 上的诱导度量. 设 W , V 和 B 上都带有光滑的紧 Lie群 G作用且此群作用与嵌入 i

和 πV 都可交换. 所以它与 πW 也可交换. 假设 B 上的群作用平凡. 类似于定理 4.11 的条件, 假设 W

在 V 中的法丛为偶数维且其上存在等变的 spinc 结构.

实际上, 参考文献 [49, 第 7.5 小节], 给定 G 等变的 THW 和 gTY , 总可以选取等变的 THV 和

gTX 使得 THW = THV |W , gTY 和 gTX 在 TY 上诱导的度量一致, 且对任意 b ∈ B, Yb 都是 Xb 的全

测地子流形. 由变分公式, 总可以假设我们的几何结构满足这些条件.
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给定纤维丛 πW 上的 Z2 分次的 C(TY )-等变 Dirac丛 EY ,由文献 [144,第 3.3小节]的构造,可以

得到 EY 的等变 Atiyah-Hirzebruch直接极限的几何实现—πV 上的一个 Z2 分次的 C(TX)-等变 Dirac

丛 EX .

定理 4.12 [144] 如果 ind(DEY

Y ) = 0 ∈ K∗
G(B), 则有 ind(DEX

X ) = 0 ∈ K∗
G(B). 设 PX 和 PY 分别为

对应于 DEY

Y 和 DEX

X 的等变谱截面, 则存在 x ∈ K∗
G(B), 使得对任意 g ∈ G, 在差一个恰当形式的意义

下, 有

η̃g,PX
(πV , EX)− η̃g,PY

(πW , EY ) =
∫
Xg

Âg(TX,∇TX) γg(EY , EX) + chg(x), (4.32)

其中 γg(EY , EX) 为等变 Bismut-Zhang 流动形, 满足

dγg(EY , EX) = chg(EX/S,∇EX )− Â−1
g (NY/X ,∇NY/X )chg(EY /S,∇EY )δY g . (4.33)

注 4.1 (1) 若 Y = Xg, 则有 γg(EY , EX) = 0.

(2) 定理 4.12 中的 x ∈ K∗
G(B) 可由等变高维谱流具体构造出来.

(3) 当 B 为一个点, Y 为奇数维, PX 和 PY 为 APS 边界条件, g = e 时, 定理 4.12 退化到定

理 4.11. 此时定理 4.11 中的整数可以由谱流具体构造出来.

定理 4.13 [146] 假设 kerDEY

Y 和 kerDEX

X 都组成了 B 上的向量丛, 则存在 x ∈ K∗
G(B), 使得对任

意 g ∈ G, 在差一个恰当形式的意义下, 有

˜̄ηg(πV , EX)− ˜̄ηg(πW , EY ) =
∫
Xg

Âg(TX,∇TX) γg(EY , EX) + chg(x). (4.34)

此处的 x ∈ K∗
G(B) 也可由等变高维谱流显式构造出来.

应用第 4.1 小节中的比较公式, 也可以得到无穷小等变情形的嵌入公式.

关于全纯挠率和全纯挠率形式的嵌入公式, 可分别参见文献 [71] 和 [49]. 实解析挠率是否存在类

似的嵌入性质目前仍然是一个困难而神秘的公开问题.

4.4 绝热极限公式及其推广

在前面的介绍中, Bismut-Cheeger η-形式在簇指标定理与带边簇指标定理中以完全不同的角色出

现. 这也是 η- 形式的一个有趣的地方. 事实上, η- 形式还有另外一个解释, 而且这个解释才是它最原

始的出处.

在文献 [60, 61, 93, 188] 的影响下, 1989 年, Bismut 和 Cheeger [55] 考虑了如下问题. 对定向紧致

spin 流形 W 和 V , 假设 πX :W → V 是一个纤维丛. 此时相对切丛 TX 上有 spin 结构. 首先假设 W

的维数是奇数. 设 E = (E, hE ,∇E)是 W 上的一个几何三元组. 设 gTV 和 gTX 分别是 TV 和 TX 上

面的度量. 取定水平子丛后, 对 ε > 0,

gTW
ε = ε−1π∗gTV ⊕ gTX (4.35)

是 TW 上的 Riemann 度量. 记 D
S(TW )⊗E
W,ε 为度量 gTW

ε 对应的 Dirac 算子.

定理 4.14 [55] 假设簇 Dirac 算子 D
S(TX)⊗E
X 可逆, 即 kerD

S(TX)⊗E
X = 0, 则有

lim
ε→0

η̄(D
S(TW )⊗E
W,ε ) =

∫
V

Â(TV,∇TV )η̃(π, S(TX)⊗ E). (4.36)
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这个定理是 Bismut-Cheeger η- 形式最早出现的地方. 随后, Dai [98] 将定理 4.14 中 D
S(TX)⊗E
X 可

逆的条件推广到了向量丛条件.

定理 4.15 [98] 假设 kerD
S(TX)⊗E
X 组成 V 上的向量丛并假设当 ε 充分小时 dimkerD

S(TW )⊗E
W,ε

不变, 则有

lim
ε→0

η̄(D
S(TW )⊗E
W,ε ) =

∫
V

Â(TV,∇TV )η̃(π, S(TX)⊗ E) + η̄(D
S(TV )⊗kerD

S(TX)⊗E
X

V ) (modZ). (4.37)

对于 modZ 中的整数, Dai [98] 给出了谱理论的解释. 对于符号差情形, Dai [98] 也证明了对应的定

理 4.15并给出了 modZ中整数的拓扑解释. η-不变量的绝热极限在 Atiyah等 [10] 证明 Hirzebruch [132]

提出的 Hilbert模簇 (Hilbert modular variety)上符号差的猜想中自然出现 (此猜想的另一个证明参见

文献 [169]). 其中的分析由 Bismut 和 Cheeger [59] 应用 η- 形式重新得到. 关于绝热极限的其他应用,

可参见文献 [100,101,103,107,108,161,196,199].

下面将绝热极限公式—定理 4.15— 推广到高维等变情形, 即将 η- 不变量都推广到等变 η- 形式.

首先将定理 4.15 中的 spin 条件推广到 Dirac 丛. 设 πX :W → V 是一个纤维为 X 的纤维丛, 其

中 W 和 V 都是紧致定向流形. 设 EX 为一个 Z2 分次的 C(TX)-Dirac 丛. 设 EV 为 V 上的一个 Z2

分次的 Dirac 丛. 设

gTW
T = π∗

Xg
TV ⊕ 1

T 2
gTX , T > 0 (4.38)

是 TW 上的 Riemann 度量. 令 E := π∗
XEV ⊗̂ EX , ∇E,T 为 gTW

T 对应的 Clifford 联络 (定义参见文

献 [143, (3.3)]), 则 E := (E , π∗
Xh

EV ⊗ hEX ,∇E,T ) 是 W 上的一个 Z2 分次的 Dirac 丛. 记 DE
W,T 为对应

的 Dirac 算子. 在 kerDEX

X 组成 V 上向量丛的假设下, 可以将 (4.37) 推广为

η̄(DE
W,T ) =

∫
V

Â(TV,∇TV )ch(EV /S,∇EV )η̃(πX , EX)

−
∫
W

˜̂
A(TW,∇TW

T , 0∇TW )ch(E/S,∇E) + η̄(D
EV ⊗kerD

EX
X

V ) (modZ), (4.39)

其中 ∇TW
T 为 gTW

T 对应的 Levi-Civita 联络, 0∇TW = π∗
X∇TV ⊕∇TX .

对于 (4.39),需要作一些注记.首先在 (4.35)和 (4.38)中用到了不同的度量. 事实上,令 T = ε−1/2,

则有 gTW
ε = T 2gTW

T . 从而有 η̄(D
S(TW )⊗E
W,ε ) = η̄(D

S(TW )⊗E
W,T ). 另外, 有

lim
T→+∞

˜̂
A(TW,∇TW

T , 0∇TW ) = 0.

所以 (4.39) 是定理 4.15 的推广. 为简单起见, 可在 (4.39) 中取 T = 1. 此时绝热极限公式被推广成为

一个等式:

η̄(DE
W ) =

∫
V

Â(TV,∇TV )ch(EV /S,∇EV )η̃(πX , EX)

−
∫
W

˜̂
A(TW,∇TW , 0∇TW )ch(E/S,∇E) + η̄(D

EV ⊗kerD
EX
X

V ) (modZ). (4.40)

此时 modZ 中的整数与 (4.37) 中的整数一样有谱理论的解释.

接下来将 (4.40) 直接推广到两种等变 η- 形式. 在 (4.40) 的框架下假设 πY : V → B 是另一个带

有紧致纤维 Y 的纤维丛, 则 πZ := πY ◦ πX : W → B 也是一个纤维丛, 记此时的纤维为 Z. 记 TX,
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TY 和 TZ 为对应的相对切丛, 取 TH
πX
W , TH

πY
V 和 TH

πZ
W 分别为对应于 πX , πY 和 πZ 的水平子丛.

利用 (3.60), 可以定义 ∇TX , ∇TY 和 ∇TZ . 令 THZ := TH
XW ∩ TZ, 则

TZ = THZ ⊕ TX, THZ ∼= π∗
XTY (4.41)

成立. 相对于 (4.41) 的分解, 定义 0∇TZ = π∗
X∇TY ⊕∇TX . 设 EY 为 πY 上 Z2 分次的 C(TY )-Dirac

丛. 可以类似地构造 πZ 上 Z2 分次的 C(TZ)-Dirac 丛 EZ .
假设紧 Lie 群 G 光滑等距作用在 W , V 和 B 上且与映射 πX 和 πY 交换. 为了合理定义等变 η-

形式, 假设 B 上的群作用是平凡的且前述的所有 Dirac 丛都是等变的.

定理 4.16 [143,145] 如果 ind(DEX

X ) = 0 ∈ K∗
G(V ), 则有 ind(DEZ

Z ) = 0 ∈ K∗
G(B). 设 PX 和 PZ 分

别为对应于 DEX

X 和 DEZ

Z 的谱截面, 则存在 x ∈ K∗
G(B), 使得对任意 g ∈ G, 在差一个恰当形式的意义

下, 有

η̃g,PZ
(πZ , EZ) =

∫
Y g

Âg(TY,∇TY ) chg(EY /S,∇EY )η̃g,PX
(πX |W g , EX |W g )

+

∫
Zg

˜̂
Ag(TZ,

0∇TZ ,∇TZ) chg(EZ/S,∇EZ ) + chg(x). (4.42)

定理 4.17 [143,146] 假设 kerDEX

X 是 V 上的向量丛. 假设 kerDEY ⊗kerDX

Y 和 kerDEZ

Z 是 B 上的

向量丛. 则存在 x ∈ K∗
G(B), 对 g ∈ G, 有如下结论:

(1) 如果 dimX 是偶数, 则在差一个恰当形式的意义下, 有

˜̄ηg(πZ , EZ) = ˜̄ηg(πY , EY ⊗ kerDX) +

∫
Zg

˜̂
Ag(TZ,

0∇TZ ,∇TZ) chg(EZ/S,∇EZ )

+

∫
Y g

Âg(TY,∇TY ) chg(EY /S,∇EY )˜̄ηg(πX |W g , EX |W g ) + chg(x); (4.43)

(2) 如果 dimX 是奇数, 则在差一个恰当形式的意义下, 有

˜̄ηg(πZ , EZ) =
∫
Zg

˜̂
Ag(TZ,

0∇TZ ,∇TZ) chg(EZ/S,∇EZ )

+

∫
Y g

Âg(TY,∇TY ) chg(EY /S,∇EY )˜̄ηg(πX |W g , EX |W g ) + chg(x). (4.44)

定理 4.17 这种类型的性质通常被称为 η- 形式的函子性质. 此类性质最早由 Bunke 和 Ma [86] 对

非等变平坦丛情形证明. 关于其他设定下的绝热极限公式, 可参见文献 [30], [87], [89] 和 [130]. 关于全

纯挠率、等变全纯挠率、全纯挠率形式和等变全纯挠率形式的类似性质, 可分别参见文献 [31], [158],

[157]和 [185];对实解析挠率和实解析挠率形式,类似的性质可参见文献 [99], [102], [107], [156]和 [159].

4.5 η- 不变量的局部化公式

在定理 3.2 和 3.11 中, 我们讨论了指标与簇指标的不动点公式. 本小节讨论 η- 不变量的不动点

公式并采用第 3.2 小节中的符号.

假设 X 是一个奇数维紧致 spinc 流形并带有保持 spinc 结构的光滑的 S1 作用. 设 E 是 X 上的

一个几何三元组. 此时 E := S(TX,L)⊗ E 是一个 Clifford 模且其上自然诱导了一个 Dirac 丛结构.

对应于定理 3.2, 我们自然猜测对 η- 不变量也有类似的局部化公式. 但在这里等变 η- 不变量与

等变指标存在着本质差异. 从定理 3.2 和 3.11 的表述中可以看出, 如果 XS1

= ∅, 则等变指标消失. 但

对于 η- 不变量, 即使对于最简单的例子, 这个性质也不成立.
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例 4.1 设 X = S1. 此时 X 是一个 spin 流形且其旋量丛为平凡线丛. 记 X 上的点 x = eiθ. 对

正整数 k, X 上存在一个自然的 S1 作用:

g eiθ = e2πikt+iθ, ∀ g = e2πit ∈ S1. (4.45)

此时显然有 XS1

= ∅. 设 E 是 X 上的平凡线丛, 带有平凡的度量和联络. 计算可得 (参见文献 [148,

例 3.12])

η̄g(D
S(TX)
X ) =


1

1− gk
, 若 gk ̸= 1,

1

2
, 若 gk = 1.

(4.46)

从这个例子可以看出, 我们不能期待定理 3.2 和 3.11 中的公式对 η- 不变量严格成立. 设

A = {g ∈ S1 : Xg ̸= XS1

}, (4.47)

则 A ⊂ S1 是一个有限集 (参见文献 [148, 命题 1.1]). 在 XS1

= ∅ 的条件下, 有下面的结果.

定理 4.18 [148] 若 XS1

= ∅, 则 η̄g(D
E
X) 作为 g ∈ S1\A 的函数是一个整系数有理函数在 S1\A

上的限制且这个有理函数的可能极点都在 A 中, 即存在整系数多项式 f, h ∈ Z[x] 使得在 g ∈ S1\A 上
h(g) ̸= 0 且对 g ∈ S1\A, 有

η̄g(D
E
X) =

f(g)

h(g)
. (4.48)

在例 4.1 中, 有 A = {g ∈ S1 : gk = 1}. 此时的整系数有理函数为 (1− gk)−1.

当 XS1 ̸= ∅ 时, 相差一个整系数有理函数, 也可以得到类似于定理 3.2 和 3.11 的结果. 但此时不

动子流形上的向量丛要比 (3.29) 中的 Rα,k 和 R′
α,k 还要复杂.

对复向量丛 F , 记

γt(F ) =
∑
j>0

γj(F )tj =: λ t
1−t

(F ), (4.49)

其中 λt(F ) 由 (3.28) 定义. 计算可得

γk(F − dimC F ) =


k∑

i=0

(−1)k−i

dimC F − i

k − i

ΛiF, 若 0 6 k 6 dimC F,

0, 若 k > dimC F,

(4.50)

其中 F − dimC F 为复向量丛 F 与 dimC F 维平凡复向量丛的差. 记 Pk,±(N
∗
α,v) 为 XS1

α 上的复向量

丛, 使得

Pk,+(N
∗
α,v)− Pk,−(N

∗
α,v) =

k
∑

(−1)
∑rα,v

i=1 ni
(
∑rα,v

i=1 ni)!∏rα,v

i=1 ni!

rα,v∏
i=1

(γi(N∗
α,v − dimCN

∗
α,v))

ni , (4.51)

其中 rα,v = dimCNα,v,
k
∑
表示在 (n1, . . . , nrα,v ) ∈ Nrα,v ,

∑rα,v

i=1 i ·ni = k 的范围内求和.对 g ∈ S1\A,
N ∈ N, 定义

λ−g−v (N∗
α,v)

−1
N :=

gvrα,v

(gv − 1)rα,v

(
1 +

N∑
k=1

(−1)k

(gv − 1)k
(Pk,+(N

∗
α,v)− Pk,−(N

∗
α,v))

)
,

λ−1(N
∗
α)

−1
N :=

⊗
v: rα,v ̸=0

λ−g−v (N∗
α,v)

−1
N .

(4.52)
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将 λ−1(N
∗
α)

−1
N 展开, 则存在整系数多项式 F 和复向量丛 µα,N ,m,± 使得

λ−1(N
∗
α)

−1
N = F(g)−1

( ∑
m∈Z

(µα,N ,m,+ − µα,N ,m,−) · gm
)
, (4.53)

其中求和为有限和. 定义 XS1

α 上的等变向量丛

µα,N ,± :=
⊕
m∈Z

µα,N ,m,±, (4.54)

其中 g ∈ S1 在 µα,N ,m,± 上的作用为数乘 gm. 此时, 对 g ∈ S1\A 及 (3.24) 中的 Lα, 定义

η̄g(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗λ−1(N
∗
α)−1

N ⊗E|
XS1

α

XS1
α

)

:= F(g)−1 · [η̄g(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗µα,N ,+⊗E|
XS1

α

XS1
α

)− η̄g(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗µα,N ,−⊗E|
XS1

α

XS1
α

)]. (4.55)

我们将定理 4.18 推广到不动点非空的情形.

定理 4.19 [147,148] 存在 N0 ∈ N, 使得对任意 N ,N ′ ∈ N, N ′ > N > N0, 对任意 X 上的几何三

元组 E, 作为 S1\A 上的函数,

PN ,N ′(g) := η̄g(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗λ−1(N
∗
α)−1

N′⊗E|
XS1

α

XS1
α

)− η̄g(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗λ−1(N
∗
α)−1

N ⊗E|
XS1

α

XS1
α

) (4.56)

和

QN (g) := η̄g(D
S(TX,L)⊗E
X )−

∑
α

η̄g(D
S(TXS1

α ,Lα)⊗λ−1(N
∗
α)−1

N ⊗E|
XS1

α

XS1
α

) (4.57)

都是 S1 上可能极点都在 A 中的整系数有理函数在 S1\A 上的限制.

接下来的一个自然问题是将定理 4.19 推广到前面提到的两种 η- 形式上. 注意到文献 [148] 应

用微分 K 理论的 Freed-Klonoff-Lott 定义 [118,138] 通过证明等变微分 K 环的局部化公式得到了定

理 4.19. 如果要将定理 4.19 推广到 η- 形式, 则需要一个微分 K 理论的操作空间更大的等价定义. 近

期, 我们改进并推广了微分 K 理论的 Bunke-Schick 定义 [87], 得到了一个等变微分 K 理论的新的几何

模型 [145]. 应用这个模型, 我们能够将定理 4.19 推广到 η- 形式. 本文的最后一节将对微分 K 理论作

简要介绍.

5 η- 形式与微分 K 理论

1998 年, Witten [189] 在理论物理 D 膜的研究中发现, 相对于 D 膜上的 Ramond-Ramond 场的微

分形式描述, D 膜粒子应取值在时空的拓扑 K 群中, 而不是上同调中. 此时物理学家就需要一个数学

理论以上同调为桥梁, 将微分形式与拓扑 K 理论组合在一起. 这个理论现在被称作微分 K 理论.

微分 K 理论是在 21 世纪应用整体微分几何技术逐渐发展起来的一个新的数学方向. 其主要思想

是将整体微分几何与拓扑 K 理论融为一炉, 在局部上由微分形式性质主导而在整体上显现拓扑 K 理

论的特征. 其研究涉及几何、分析、拓扑等多个领域, 可看作 Arakelov 几何中算术 K 理论 [127,128,182]

的实类比并与理论物理中量子场论与弦论的前沿研究有着深刻的联系.
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粗略地讲, 微分 K 群对应了图

K̂∗(X)
I //

R

��

K∗(X)

ch

��
Ω∗(X,R)deRham// H∗(X,R)

(5.1)

中左上角的对象 K̂∗(X). 可以证明, 在附加一些合理的条件之后, 使得上图交换的 K̂∗(X) 是唯一定

义的.

为了能够更好地描述这个研究对象, 类似于上同调群的不同构造, 近十几年来有多组数学家给出

了微分 K 群的很多种不同但互相同构的定义:

• Hopkins-Singer 模型 [135];

• Freed-Klonoff-Lott (FKL) 模型 [118,138];

• Bunke-Schick (BS) 模型 [87, 89];

• Simons-Sullivan 模型 [181];

• Tradler-Wilson-Zeinalian 模型 [186];

• Gorokhovsky-Lott 模型 [130] · · · .
本节将从 η- 形式应用的角度, 对 FKL 模型和经我们改进过的 BS 模型作简要介绍. 关于微分 K

理论的综述文章, 可参见文献 [88]. 本节总假设研究对象为紧致微分流形.

5.1 微分 K 理论的 Freed-Klonoff-Lott 模型

本小节简要介绍微分 K 理论的 Freed-Klonoff-Lott 模型及其主要性质.

定义 5.1 [118,138] 考虑 X 上如下类型的二元组: (E, ϕ), 其中 E = (E, hE ,∇E) 是 X 上的一个几

何三元组, ϕ ∈ Ωodd(X,R)/Imd. 称 (E1, ϕ1) 与 (E2, ϕ2) 等价当且仅当存在 E3 = (E3, h
E3 ,∇E3) 和复

向量丛同构 Φ : E1 ⊕ E3 → E2 ⊕ E3 使得

c̃h(E1 ⊕ E3,∇E1⊕E3 ,Φ∗∇E2⊕E3) = ϕ2 − ϕ1. (5.2)

定义

(E1, ϕ1) + (E2, ϕ2) = (E1 ⊕ E2, ϕ1 + ϕ2). (5.3)

则所有 (E, ϕ) 的等价类生成了一个加法半群. 微分 K 群 K̂0(X) 定义为由这个半群以经典的方法群

化得到的 Abel 群. 事实上有

K̂0(X) = {[E − E1, ϕ− ϕ1] := [E, ϕ]− [E1, ϕ1]}.

我们还可以在微分 K 群 K̂0(X) 上定义乘法使其成为一个环: 对任意 [E, ϕ], [F ,ψ] ∈ K̂0(X), 令

[E, ϕ] ∪ [F ,ψ] := [E ⊗ F , ch(E) ∧ ψ + ϕ ∧ ch(F )− dϕ ∧ ψ]. (5.4)

容易验证这个乘法是合理定义的, 且满足交换性和结合性. 所以 (K̂0(X),+,∪) 是一个交换环, 其中

1 := [C, 0] 是其单位元. 此处 C 为 X 上的带有平凡度量和平凡联络的平凡线丛. 文献 [148] 证明了

K̂0(X) 上存在预 λ 环结构. 事实上, 我们猜测 K̂0(X) 是一个 λ 环.
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定义遗忘映射

I : K̂0(X) → K0(X), [E, ϕ] 7→ [E] (5.5)

和曲率映射

R : K̂0(X) → Ωeven(X,R), [E, ϕ] 7→ ch(E)− dϕ. (5.6)

由等价条件 (5.2) 可知这两个映射是合理定义的. 应用 (5.5) 和 (5.6), 有图 (5.1) 可交换. 定义映射

a : Ωodd(X,R)/Im d→ K̂0(X), ϕ 7→ [0,−ϕ]. (5.7)

我们有

R ◦ a = d, (5.8)

而且有下面的长正合列成立:

K1(X)
ch // Ωodd(X,R)/Im d

a // K̂0(X)
I // K0(X) // 0. (5.9)

事实上,如果存在合理定义的映射 I, R和 a使得 (5.8)和 (5.9)对两种模型都成立,则满足交换图 (5.1)

的两种模型间的同态映射一定是同构.

下面考虑微分 K 理论中的前推映射. 与拓扑 K 理论一样, 微分 K 理论中的前推映射分为淹没型

和嵌入型两种.

首先考虑淹没型的前推映射并采用第 3.5 小节中的符号. 设 π :W → B 是一个纤维丛, 其纤维为

偶数维紧致流形 X. 假设 B 也是紧致流形并假设 TX 上存在 spinc 结构. 记此时由 spinc 结构决定的

W 上的复线丛为 L. 记 oX 为 TX 的定向. 记 ô := {gTX , THW, oX , L}, 称之为一个微分 K 定向. 此时

E := S(TX,L)⊗ E 是一个 C(TX)-Dirac 丛. 记 H± 为 B 上的无穷维向量丛使得其限制在 b ∈ B 上

的纤维为 L2(Xb, S±(TX,L)⊗ E|Xb
). 此时, 即使 kerDE

X 不是 B 上的向量丛, 由文献 [118, 引理 7.13]

可知 H± 依然存在有限维子丛 L±, 使得

kerDE
X,± ⊂ L± ⊂ H±, (5.10)

且 DE
X,± 将 L± 映射到 L∓. 对于这样的 L±, 有

ind(DE
X) = L+ − L− ∈ K0(B). (5.11)

若 kerDE
X 是 B 上的向量丛, 则可选取 L± = kerDE

X,±.

记 Lop = Lop
+ ⊕ Lop

− 为 X 上的 Z2 分次的向量丛, 其中 Lop
± = L∓. 考虑 Lop 上由 H 上的 L2 度

量与 (3.75) 定义的联络所诱导的度量与联络. 考虑纤维丛 π′ : W ′ = W ⊔ B → B 使得 π′|W = π 且

π′|B 是恒等映射. 则此纤维丛的纤维 X ′ 为 X 与一个点的不交并. 记 E ′ 为 W ′ 上的 Dirac 丛使得

E ′|W = E , E ′|B = Lop. 此时对应于纤维丛 π′ 的簇 Dirac 算子为 DE′

X′ = DE
X ⊕ 0 且由 (5.11) 可知

ind(DE′

X′) = 0 ∈ K0(B). (5.12)

此时可取谱截面 P 使得其在 L 的正交补上为恒等映射, 在 L ⊕ Lop 上为将 L 映到 Lop、将 Lop 映到

L 的恒等映射. 根据定义 3.6, 可以定义带扰动的 η- 形式 η̃P (π
′, E ′) ∈ Ω(B,R)/Im d.
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定义 5.2 [118] 相对于纤维丛 π 和微分 K 定向 ô 的微分 K 群的前推映射 π̂! 定义为

π̂! : K̂
0(W ) → K̂0(B), [E, ϕ] 7→

[
L,

∫
X

Td(TX,L) ∧ ϕ+ η̃P (π
′, E ′)

]
. (5.13)

应用定理 4.6, 可以证明定义 5.2 中的 π̂! 是合理的, 且不依赖于 L 的选取.

对于嵌入型的前推映射, 采用第 4.3 小节中的记号. 设 i : Y → X 是定向紧致 Riemann 流形间的

一个等距嵌入. 假设此嵌入的法丛为偶数维且其上存在 spinc 结构, 则对 Y 上的一个几何三元组 E,

由 Atiyah-Hirzebruch 直接极限的几何实现可以构造 X 上的一个几何三元组 F 使得定理 4.11 成立.

记此时的 Bismut-Zhang 流动形为 γ(E,F ).

定义 5.3 [118] 定义相对于嵌入 i 的微分 K 群的前推映射 î! 为

î! : K̂
0(Y ) → δK̂

0(X), [E, ϕ] 7→ [F ,Td(N,L)−1 ∧ ϕ ∧ δY − γ(E,F )], (5.14)

其中 δK̂
0(X) 为将定义 5.1 中的微分形式替换为流动形所得到的流动形 K 群.

由 Bismut-Zhang 流动形的性质可推导出 î! 的定义是合理的. 由非等变情形的定理 4.12 可得到

下面的微分指标定理.

定理 5.1 (微分指标定理 [118]) 对淹没型前推映射中的 π : W → B, 存在足够大的 N ∈ Z 及等
距嵌入 j :W → SN . 记 i := (j, π) :W → SN ×B, p : SN ×B → B 为投影映射, 则图

K̂0(W )
î! //

π̂! &&NNNNNNNNNN δK̂
0(SN ×B)

p̂!

��
K̂0(B)

(5.15)

是交换的.

注意到, 当将微分 K 群退化到拓扑 K 群时, 对应的交换图 (5.15) 恰为 Atiyah-Singer 指标定理的

K理论表示: π! 为解析指标, p! ◦ i! 为拓扑指标.事实上, 在文献 [118]中, 定义 5.3的合理性与定理 5.1

的原始证明需要用到 K 同调的技术.

Freed 和 Lott [118] 还应用酉变换定义了 K̂1(X) 并讨论了奇数维纤维对应的淹没型的前推映射和

对应的微分指标定理.

接下来考虑微分 K 理论的等变推广. 假设 X 上存在一个紧 Lie 群 G 作用. 对于等变微分 K 群

的定义, 难点在于微分形式部分取在哪个空间上. 首先固定 g ∈ G 并考虑相对于 g 作用的等变微分

K 群.

定义 5.4 [148] 设 E = (E, hE ,∇E) 是 X 上的一个等变几何三元组且 ϕ ∈ Ωodd(Xg,R)/Im d. 称

(E1, ϕ1) 与 (E2, ϕ2) 等价当且仅当存在等变几何三元组 E3 = (E3, h
E3 ,∇E3) 和复向量丛的等变同构

Φ : E1 ⊕ E3 → E2 ⊕ E3 使得

c̃hg(E1 ⊕ E3,∇E1⊕E3 ,Φ∗∇E2⊕E3) = ϕ2 − ϕ1. (5.16)

我们可以类比 (5.3) 定义加法并依照上述等价关系定义 g 等变微分 K 群 K̂0
g (X). 其上自然存在类比

于 (5.4) 的环结构.

假设 G是一个 Abel群. 此时的 g 等变微分 K群 K̂0
g (X)是一个 R(G)模: 对复表示 M ,记 M 为

带有平凡度量与联络的、以 M 为纤维的 G 等变平凡丛, 定义

M : K̂0
g (X) → K̂0

g (X), [E, ϕ] 7→ [M ⊗ E,χM (g) · ϕ]. (5.17)
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记 I(g) := {χ ∈ R(G) : χ(g) = 0}, 则 I(g) 是 R(G) 的一个素理想. 对任意 R(G) 模 M, 记 MI(g) 为

M 关于素理想 I(g) 的局部化: MI(g) 中的元素都可取代表元为 u/χ, u ∈ M, χ /∈ I(g), 其中 u/χ 和

u′/χ′ 表示同一个元素当且仅当存在 χ̃ /∈ I(g) 使得

χ̃χ′u = χ̃χu′ ∈ M.

注意到 K̂0
g (X)与 K̂0

g (X
g)的微分形式部分相同.对于嵌入 i : Xg → X,可以将定义 5.3中关于嵌

入的前推映射推广到 g 等变情形, 且此时的流动形退化为微分形式.

定理 5.2 [148] 假设 Xg 在 X 中的法丛 N 上存在 g 等变的 spinc 结构,则相对于嵌入 i : Xg → X

的前推映射

î! : K̂
0
g (X

g) → K̂0
g (X), [E, ϕ] 7→ [F ,Tdg(N,L)

−1 ∧ ϕ] (5.18)

是合理定义的.

作为定义 5.3的等变推广,一般情形下 (5.18)中应出现等变 Bismut-Zhang流动形 γg(E,F ). 但作

为 Xg 到 X 的等距嵌入, 有 γg(E,F ) = 0.

如果 G = S1, 则可以得到更好的结果. 记 A ⊂ S1 为由 (4.52) 定义的有限集.

定理 5.3 [148] 假设 TX 上存在 S1 等变的 spinc 结构. 对 g ∈ S1\A, 前推映射的局部化

î! : K̂
0
g (X

g)I(g) → K̂0
g (X)I(g), [E, ϕ]/χ 7→ [F ,Tdg(N,L)

−1 ∧ ϕ]/χ (5.19)

是一个 R(S1) 模同构.

下面讨论上述定理中 î! 的逆. 由 (4.53), 记

λ−1(N
∗
α)

−1
N = F(g)−1

( ∑
m∈Z

(µα,N ,m,+ − µα,N ,m,−) · gm
)
, (5.20)

则有

[λ−1(N
∗
α)

−1
N , 0] ∈ K̂0

g (X
g
α)I(g).

事实上存在 N0 足够大使得对任意 α, [λ−1(N
∗
α)

−1
N , 0] 不依赖于 N > N0 的选取且对应的 K̂0

g (X
g)I(g)

=
⊕

α K̂
0
g (X

g
α)I(g) 中的元素恰为 [λ−1(N

∗), 0] 在 K̂0
g (X

g)I(g) 中的逆
[148], 记为 [λ−1(N

∗), 0]−1.

定理 5.4 [148] 前推映射 î! 的逆映射为

(̂i!)
−1 = [λ−1(N

∗), 0]−1 ◦ î∗ : K̂0
g (X)I(g) → K̂0

g (X
g)I(g), (5.21)

其中 î∗ : K̂0
g (X)I(g) → K̂0

g (X
g)I(g) 为自然诱导的拉回映射.

本节的关键结果为下面的局部化定理, 其算术类比可参见文献 [140,184,185].

定理 5.5 [148] 假设 TX 上存在 S1 等变的 spinc 结构. 对 g ∈ S1\A, 图

K̂0
g (X

S1

)I(g)

f̂
XS1

! %%LLLLLLLLLL
K̂0

g (X)I(g)
[λ−1(N

∗),0]−1∪ ι̂∗

oo

f̂X !yyttttttttt

C/Qg

(5.22)
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是交换的, 其中

Qg := {P (g)/Q(g) ∈ C : P,Q ∈ Z[x], Q(g) ̸= 0} ⊂ C, (5.23)

且 f̂X ! 定义为

f̂X ! : K̂
0
g (X)I(g) → C/Qg, [E, ϕ]/χ 7→ χ(g)−1

(
−
∫
Xg

Tdg(TX,L) ∧ ϕ+ η̄g(D
S(TX,L)⊗E
X )

)
. (5.24)

应用定理 5.5和 4.1以及等变无穷小 η-不变量的解析性质,可以得到 η-不变量的不动点公式—定

理 4.19.

类比于等变拓扑 K 群 K0
G(X), 也期待能够定义一般的等变微分 K 群 K̂0

G(X). 但在一般情形下

很难确定微分形式部分所处的空间. 但如果附加一些条件, 例如, 群作用在每一点上的稳定子群是有

限群, 即群作用的商空间是轨形 (orbifold), 我们可以给出等变微分 K 群的合理定义.

设 E 是 X 上的一个 G 等变向量丛, 则其在 Xg 上的限制有对应于 (3.26) 的分解. 记 ϕg(E) :=∑
vEv, 则其诱导了一个同态映射

ϕg : K∗
G(X)⊗ C → [K∗(Xg)⊗ C]CG(g), (5.25)

其中 CG(g) 是 g 在 G 中的中心化子. 记 (g) 为 g 在 G 中的共轭类. 对 g, g′ ∈ (g), 存在 h ∈ G, 使得

g′ = h−1gh. 此时有同胚映射

h : Xg′
/CG(g

′) → Xg/CG(g). (5.26)

此同胚映射可诱导同构

[K∗(Xg)⊗ C]CG(g) ≃ [K∗(Xg′
)⊗ C]CG(g′). (5.27)

如果群作用在每一点上的稳定子群都是有限群, 由文献 [1, 推论 3.13] 可知

ϕ =
⊕

(g),g∈G

ϕg : K∗
G(X)⊗ C →

⊕
(g),g∈G

[K∗(Xg)⊗ C]CG(g) (5.28)

是一个同构且直和只有有限项. 由同构 (5.27) 可知 (5.28) 中的分解与共轭类中元素的选取无关.

另外, h 还诱导了一个同构

h∗ : [Ω∗(Xg,C)]CG(g) → [Ω∗(Xg′
,C)]CG(g′). (5.29)

记

Ω∗
deloc,G(X,C) :=

⊕
(g),g∈G

{[Ω∗(Xg,C)]CG(g)}, (5.30)

其中 {·} 表示由 (5.29) 决定的同构类. 容易看出外微分映射保持 Ω∗
deloc,G(X,C) 不变. 所以可以自然

定义对应的 de Rham 上同调 H∗
deloc,G(X,C). 此时等变 Chern 特征映射定义为

chG : K∗
G(X)⊗ C ≃−→ H∗

deloc,G(X,C), K 7→
⊕

(g),g∈G

{ch(ϕg(K))}. (5.31)
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注意到此时 ch(ϕg(K)) = chg(K) 是 CG(g) 作用不变的.

由于 g 作用的不动点集与 g−1 作用的不动点集相同, 记

Ω∗
deloc,G(X,R) :=

{
c =

⊕
(g),g∈G

{cg} ∈ Ω∗
deloc,G(X,C) : ∀ g ∈ G, cg−1 = cg

}
(5.32)

并记 H∗
deloc,G(X,R) 为对应的上同调. 此时有同构

chG : K∗
G(X)⊗ R ≃−→ H∗

deloc,G(X,R). (5.33)

定义 5.5 [145] 设 E = (E, hE ,∇E)是 X 上的一个等变几何三元组且 ϕ ∈ Ωodd
deloc,G(X,R)/Im d. 称

(E1, ϕ1) 与 (E2, ϕ2) 等价当且仅当存在等变几何三元组 E3 = (E3, h
E3 ,∇E3) 和复向量丛的等变同构

Φ : E1 ⊕ E3 → E2 ⊕ E3 使得

c̃hG(E1 ⊕ E3,∇E1⊕E3 ,Φ∗∇E2⊕E3) = ϕ2 − ϕ1, (5.34)

其中 c̃hG 的定义完全类似 (4.22). 同样类比 (5.3)定义加法并可依照上述等价关系定义等变微分 K群

K̂0
G(X), 其上自然存在类似 (5.4) 的环结构. 我们也可自然得到等变情形的交换图 (5.1).

由于此时群作用的商空间是一个轨形,所以上述定义也可以视为轨形的微分 K群的定义 (参见文

献 [145, 第 4.4 小节]). 相比于 Bunke 和 Schick [89] 构造的轨形的微分 K 群, 这个定义是一个解析的

定义.

这里讨论了微分 K 群的两种特殊的等变推广, 但到目前为止如何应用整体微分几何与指标理论

定义一般的关于紧 Lie 群的等变微分 K 群依然是一个困难的公开问题.

5.2 微分 K 理论的 Bunke-Schick 模型

到目前为止, 微分 K 理论的 Freed-Klonoff-Lott 模型是研究中最常用的模型之一. 但这个模型在

应用中也有一些不便之处, 例如, 微分 K0 群与微分 K1 群没有统一的定义. Bunke 和 Schick [87] 应用

簇指标定理构造了微分 K 群的新的模型, 其中微分 K0 群与微分 K1 群有统一的定义, 只是构造相对

复杂. 本小节简要介绍经我们改进过的 Bunke-Schick 模型 (参见文献 [145]).

考虑相对切丛带有 spinc 结构的簇指标定理的设定 (参见第 3.5 小节). 设 π : W → B 是以 X 为

纤维的纤维丛. 总假设 W 和 B 都是紧致流形. 给定 TX 上的一个 spinc 结构, 其决定了 W 上的一个

复线丛 L. 记 oX 为 TX 的定向, TH
π W 为水平子丛. 设 E 是 W 上的一个 Z2 分次的复向量丛. 给定

几何三元组 L 和 E, 可以定义簇 Dirac 算子 D
S(TX,L)⊗E
X 且 ind(D

S(TX,L)⊗E
X ) ∈ K∗(B), 其中当 X 为

偶数维时, ∗ = 0; X 为奇数维时, ∗ = 1. 我们将用来定义簇 Dirac 算子的所有几何与拓扑结构放在一

起, 记

F = (π,W, oX , T
H
π W, g

TX , L,E). (5.35)

称 F 为 B 上的一个几何族. 也记此时的簇 Dirac 算子为 D(F). 记 F0(B) (或 F1(B)) 为 B 上纤维为

偶数维 (或奇数维) 的几何族组成的集合. 记 F∗(B) = F0(B)⊕ F1(B). 此时簇指标定义了映射

ind : F∗(B) → K∗(B), F 7→ ind(D(F)). (5.36)

我们可以证明 (参见文献 [85, 87,145]) 由 (5.36) 定义的指标映射 ind 是满射.
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记翻转 F 中 E 的 Z2 分次所得的几何族为 Fop. 对 F ,F ′ ∈ F∗(B), 定义 F + F ′ ∈ F∗(B) 使得其

对应的纤维丛为 W ⊔W ′ → B, 其他结构由 F 和 F ′ 中的结构诱导所得; 定义 F × F ′ ∈ F∗(B), 使得

其对应的纤维丛为 W ×B W ′ → B, 其他结构以显然操作定义. 对 F0,F1 ∈ F∗(B), 如果 ind(D(F0)) =

ind(D(F1)), 则显然有

ind(D(F0 + Fop
1 )) = 0 ∈ K∗(B).

由定理 3.13 可知几何族 F0 + Fop
1 上存在谱截面 P . 记此时由定义 3.6 定义的带扰动的 η- 形式为

η̃P (F0 + Fop
1 ). 注意在这种情形下即使纤维都是零维, 谱截面依然存在.

定义 5.6 [87, 145] 对 F0,F1 ∈ F0/1(B), ϕ0, ϕ1 ∈ Ωodd/even(B,R)/Im d, 如果

ind(D(F0)) = ind(D(F1))

且存在谱截面 P 使得

ϕ1 − ϕ0 = η̃P (F0 + Fop
1 ), (5.37)

则称从 (F0, ϕ0) 到 (F1, ϕ1) 是一个配对. 如果存在正整数 k 和 (Fi/k, ϕi/k), 0 < i < k, 使得对任意

0 6 i < k, 从 (Fi/k, ϕi/k) 到 (F(i+1)/k, ϕ(i+1)/k) 都是配对, 记 (F0, ϕ0) ∼ (F1, ϕ1). Bunke-Schick 模型中

的微分 K 群 K̂
0/1
BS (B) 定义为由半群 F0/1(B)/ ∼ 生成的 Abel 群. 记 K̂∗

BS(B) := K̂0
BS(B)⊕ K̂1

BS(B).

注意到这里的配对不一定是一个等价关系,因为它不一定满足传递性. 而由配对生成的 “∼”是一

个等价关系. 事实上, 每一个 K̂∗
BS(B) 中的元素都可以写作 [F , ϕ], 且 −[F , ϕ] = [Fop,−ϕ].

注 5.1 在这个定义中, 如果将相对切丛上的 spinc 结构推广到 C(TX)-Dirac 丛, 或者限制为

spin 结构, 定义出的微分 K 群不会改变. 事实上在 Bunke 和 Schick 的原始构造中, 他们采用的就是

C(TX)-Dirac 丛假设. 另外, 在 Bunke 和 Schick 的原始构造中, 他们用到的 η- 形式不同于本文提到

的任何一种,到目前为止并不容易被进行深入分析.本文在这个定义中将他们的 η-形式替换成了前面

讨论过的带扰动的 η- 形式, 定义出的微分 K 群也没有改变. 此模型的优点在于统一处理 K̂0 和 K̂1,

难点在于互相等价的元素过多, 当构造涉及微分 K 群的映射时, 验证合理性比较困难,需要 η-形式的

诸多性质. 这也是第 4 节中诸多公式的用武之地.

在这个定义下, 遗忘映射和曲率映射定义为

I : K̂∗
BS(B) → K∗(B), [F , ϕ] 7→ ind(D(F)), (5.38)

R : K̂∗
BS(B) → Ω∗(B,R), [F , ϕ] 7→

∫
X

Td(TX,L)ch(E,∇E)− dϕ, (5.39)

其中曲率映射的合理性由 (3.119) 决定. 此时由 I 和 R 的定义以及 Atiyah-Singer 簇指标定理 (3.88)

可知图 (5.1) 是一个交换图. 定义映射

a : Ω∗(B,R)/Im d→ K̂0
BS(B), ϕ 7→ [∅,−ϕ]. (5.40)

我们有 R ◦ a = d, 而且有长正合列

K1/0(B)
ch // Ωodd/even(B,R)/Im d

a // K̂0/1
BS (B)

I // K0/1(B) // 0 (5.41)

成立. 应用上一节讨论过的微分 K群的唯一性可知 K̂0
BS(B)与上一节中的 K̂0(B)同构. 映射 I, R和

a也与上一节中的映射一致.事实上, 可以将从 K̂0(B)到 K̂0
BS(B)的同构映射具体构造出来: 将 E 看
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作纤维为一个点时的 B 上的几何族, 微分形式部分取恒等映射. 当 ∗ = 1 时, K̂1
BS(B) 与 Freed-Lott

定义的 K̂1(B) 同构. 所以从现在开始, 也记 K̂∗
BS(B) 为 K̂∗(B).

对 [F , ϕ] ∈ K̂i(B), [F ′, ϕ′] ∈ K̂∗(B), 利用 (3.119), 可以合理定义乘积:

[F , ϕ] ∪ [F ′, ϕ′] :=

[
F ×B F ′, (−1)i

∫
X

Td(TX,L)ch(E,∇E) ∧ ϕ′

+ ϕ ∧
∫
X′

Td(TX ′, L′)ch(E′,∇E′
)− (−1)idϕ ∧ ϕ′

]
. (5.42)

容易验证对 x, y ∈ K̂∗(B), ϕ ∈ Ω∗(B,R)/Im d, 有

R(x ∪ y) = R(x) ∧R(y), I(x ∪ y) = x · y, a(ϕ) ∪ x = a(ϕ ∧R(x)). (5.43)

接下来考虑淹没型的前推映射. 设 π : V → B 是纤维为定向紧致流形 Y 的纤维丛. 假设 B 是紧

致流形且假设 TY 上存在 spinc 结构. 记此时由 spinc 决定的 V 上的复线丛为 LY , 则有微分 K 定向

ô := {gTY , TH
π V, oY , LY }.

给定 V 上的一个几何族 F = (πX ,W, oX , T
H
πX
W, gTX , LX , E), 利用微分 K 定向 ô, 可以得到 B 上的几

何族

FZ := {πZ := π ◦ πX , W, oZ := π∗
XoY ∪ oX , TH

πZ
W, gTZ := π∗gTY ⊕ gTX , π∗

XLY ⊗ LX , E}. (5.44)

定义 5.7 [87] 相对于纤维丛 π 和微分 K 定向 ô 的微分 K 群的前推映射 π̂! 定义为

π̂! : K̂
∗(W ) → K̂∗(B),

[F , ϕ] 7→
[
FZ ,

∫
Y

Td(TY,LY ) ∧ ϕ+

∫
Z

˜̂
A(TZ, 0∇TZ ,∇TZ) exp

(
1

2
c1(LZ ,∇LZ )

)
ch(E,∇E)

]
.

(5.45)

在文献 [87]中, 关于微分 K定向有更精细的讨论.为简单起见,此处只针对一个特殊的微分 K定

向对前推映射进行了定义. 限制在微分 K0 群上, 这里的前推映射与定义 5.2 中的一致.

定理 5.6 [87, 145] 前推映射 π̂! 是合理定义的且如果还存在另外一个可以定义前推映射的纤维丛

π′ : B → S, 则有

π̂′ ◦ π! = π̂′
! ◦ π̂!. (5.46)

定理 5.6 的证明本质地用到了定理 4.16. 事实上, Bunke 和 Schick [87] 在假设定理 4.16 对另外一

种 η- 形式成立的前提下得到了定理 5.6. 文献 [145] 对带扰动的 η- 形式证明了定理 4.16, 应用带扰动

的 η- 形式改进了 Bunke-Schick 模型并最终得到了定理 5.6 的完整证明.

类比于 FKL 模型, 也可以对 BS 模型尝试定义关于嵌入的前推映射并证明对应的微分指标定理

(定理 5.1). 我们还可以用完全相同的方法将本节中的微分 K 群推广到上一节提到的两种等变情形:

稳定子群有限情形和 g- 等变情形. 应用 η- 形式各种性质的等变推广, 本节中的所有讨论都可以被

自然地推广到这两种等变情形. 注意到当群作用的稳定子群有限时, 群作用的商空间是一个轨形. 所

以此时的等变微分 K 理论也对应了轨形的微分 K 理论. 另外, 当考虑 g- 等变推广时, 定理 5.5 中的

C/Qg 恰好等于一个点的微分 K1 群的局部化. 所以一个自然的问题是, 我们是否可以在定理 5.5 中
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将点推广到一个紧致流形? 如果可以, 我们将能够得到一个 η- 形式的局部化公式, 将定理 4.19 推广

到高维.

致谢 感谢张伟平教授、麻小南教授和戴先哲教授仔细阅读了本文初稿并提出了宝贵的修改意见! 感谢审稿人为本文

提出了大量非常有价值的修改意见!
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62 Bismut J-M, Gillet H, Soulé C. Analytic torsion and holomorphic determinant bundles I. Bott-Chern forms and

analytic torsion. Comm Math Phys, 1988, 115: 49–78

51

https://doi.org/10.1016/0040-9383(87)90041-3
https://doi.org/10.1515/crll.1994.457.85
https://doi.org/10.1016/0022-1236(84)90101-0
https://doi.org/10.1016/0022-1236(84)90106-X
https://doi.org/10.1016/0022-1236(84)90106-X
https://doi.org/10.1016/0022-1236(85)90013-8
https://doi.org/10.1007/BF01464285
https://doi.org/10.1007/BF01388755
https://doi.org/10.1007/BF01388755
https://doi.org/10.1016/0022-1236(87)90089-9
https://doi.org/10.1016/0022-1236(88)90075-4
https://doi.org/10.1007/BF01443359
https://doi.org/10.24033/bsmf.2144
https://doi.org/10.1007/BF01234412
https://doi.org/10.1090/S0894-0347-1990-1017783-4
https://doi.org/10.1007/BF01446907
https://doi.org/10.1007/BF02102364
https://doi.org/10.1007/BF01896875
https://doi.org/10.4310/jdg/1214456007
https://doi.org/10.1112/S0010437X04000478
https://doi.org/10.1142/S0252959905000038
https://doi.org/10.1007/BF02391902
https://doi.org/10.1016/0022-1236(90)90098-6
https://doi.org/10.1016/0022-1236(90)90086-Z
https://doi.org/10.24033/asens.1653
https://doi.org/10.1007/BF01210930
https://doi.org/10.1007/BF01210930
https://doi.org/10.1007/BF01206955
https://doi.org/10.1007/BF01238853


刘博: 局部指标定理与 Bismut-Cheeger η- 形式
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