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肖刚的数学故事

谈胜利

2026 年 9 月 21 日

《中国科学》（英文版）出版专辑（2026年的第 69卷第 7期），纪念肖刚教授，22位

作者撰写的 11篇献给肖刚的文章通过了评审，在专辑上发表，作者包括大家熟知的萧荫堂

教授和许晨阳教授等。在之前， 2009 年为吴文俊和钟同德，2010 年为杨乐， 2023 年为陈

景润等出版过纪念专辑。

作为专辑的前言，陈志杰和本文作者简单地介绍了肖刚的研究工作，还特地加了一小

段介绍肖刚的经历。“肖刚教授 1951 年 9 月生于江苏省无锡市，是中国知名且富有传奇色

彩的数学家。初中时期，他被下放到农场劳动，在农场自学大学数学课程。1977 年 10 月，

考入中国科学技术大学，攻读数学专业研究生。1980 年 1 月，赴法国巴黎第十一大学深造

代数几何，师从雷蒙（Raynaud）与博维尔（Beauville）教授。1984 年获法国国家博士学

位，不久后回国，入职华东师范大学。自 1992 年 10 月起，担任尼斯大学教授。”“肖刚在

代数几何领域，尤其在代数曲面理论方面，作出了重大贡献。他建立了一套计算曲面纤维

化与曲面有限覆盖整体不变量的系统方法，并成功将其应用于代数曲面的分类。”

有一段经历没有提及，因为和数学无关，就是肖刚作为工农兵学员在苏州大学学习英

语的经历。据说，肖刚当年报考的是数学专业（其实没有考试），数学招生官面试完后对肖

刚非常满意，就顺便问了一下除了数学还有什么其他爱好，肖刚回答说还喜欢英语，他们

就把英语专业的招生官也叫过来面试了一下，说肖刚的英语非常好，肯定比数学还好，建

议他学习英语，就这样阴差阳错的进入苏州大学的外语系。在进入中国科大读研究生之前，

他已经在中国数学界小有名气，李克正教授说他是改革开放后我国招收的第一名研究生就

不足为奇了。

肖刚做数学研究和科班出身的数学家很不一样，“怪想法”、“怪方法”特别多，并且其

他领域的数学知识轻轻松松地成为他研究代数几何的工具，比如李群李代数，模曲线和模

形式，代数拓扑等。它是如何自学数学的我们不得而知，据说他年轻时喜欢记日记，希望

有朝一日能够从中了解到他的学习方法。他在中国科大学习期间，与李克正，仝道荣合作

翻译了 Carter 著的《李型单群（上，中，下）》，1983 年 3 月，由中国科技大学研究生院

数学教研室油印出版，由此推测他在国内就学习过相关知识。

1 博士刚毕业就成为学科的国际领头人

2024年 10月 21日至 25日，中国和法国的数学家在北京联合召开了纪念肖刚教授逝世

10周年的学术研讨会，肖刚的博士论文导师之一的博维尔（A. Beauville）教授组织并参加

了纪念会，他表示肖刚 1984年一回国，就把中国的代数几何研究带领到世界前沿。肖刚的
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夫人陈馨老师以及肖刚之子肖定瑜医生致信感谢组委会的成员和参会者。为什么博维尔对

一位刚毕业的博士有如此高的评价，我们回头看看当时代数曲面研究的现状。

美国数学会有个传统，每过 10 年，就会召开一次代数几何国际大会，总结十年来的最

新成果和展望下一个 10 年代数几何的发展趋势，都会在美国数学会出版《纯粹数学研讨会

论文集》（PSPUM）。1985 年夏天（肖刚博士毕业 1 年）的大会是在 Bowdoin 召开的，其

中代数曲面领域邀请了两位专家作综述报告，一位是意大利的 Catanese，报告题目是《一

般型“特殊”曲面和典范环》。另一位是瑞典的 Persson, 报告题目是《一般型曲面地理学

介绍》。两份报告都大篇幅介绍了肖刚的研究工作，给予了高度评价，并且都以介绍肖刚最

新的重要发现结束。肖刚到底做了什么样的工作，让他成为 10 年来最受关注的代数几何

学家之一。

代数曲面在当时是最受关注的数学领域之一。19 世纪中叶，黎曼引进了代数曲线的拓

扑不变量亏格 g（作为实曲面的洞的个数），对固定亏格的曲线进行了精细分类，建立了分

类空间（曲线的模空间）。后来人们一直在按照黎曼的思路分类代数曲面，庞加莱发现代数

曲面的图形结构太复杂，就发展出代数拓扑理论。菲尔兹奖得主小平邦彦（Kodaira）将意

大利学派发展的代数曲面分类理论推广到紧复曲面，并于 1960 年代，完成了椭圆曲面（带

有亏格 1 纤维化的曲面）不变量的计算和大致的分类工作，非一般型代数曲面的分类问题

被认为取得了很大的进展。

到了 70 年代，一般型代数曲面的分类成为主流的研究问题，两位菲尔兹奖得主 Mum-

ford 和 Bomieri 开始研究一般型代数曲面的分类问题。Mumford 发现了一个伪射影平面，

它是一个一般型曲面，有和平面一样的数值不变量，但不是射影平面。Mumford 还将小平

邦彦的分类理论从复数域推广到正特征的代数闭域上。

模仿一般型曲线的分类，Bomieri 研究了一般型代数曲面的 m-典范映射，把性态不好

的曲面先挑出来做精细分类。一般型曲线就是亏格至少为 2 的曲线。m ≥ 3 时，m-典范映

射的性态总是很好，只有亏格 2 曲线的 2-典范映射性态不好，它和椭圆曲线一样，是一个

二重平面。对于典范映射（即 1-典范映射），任何亏格都会出现性态不好的曲线，他们也是

二重平面，人们称这样的曲线为超椭圆曲线，其它曲线为非超椭圆曲线。

对于一般型曲面，Bomieri 1973 年的一个定理表明（Francia 和 Reider 进行了改进）：

1. m ≥ 5 时，曲面的 m-典范映射 φm 的性态总是很好。

2. 4-典范映射 φ4 性态不好的曲面有 1 类，可分类。

3. 3-典范映射 φ3 性态不好的曲面有 4 类，可分类。

4. 2-典范映射 φ2 性态不好的曲面有无穷多类，要么曲面的第一陈省身数 c21 ≤ 9，要么

它们都是带有亏格 2 纤维化 f : S → B 的曲面。

典范映射 φ1 的研究上没有突破。后来的十多年里，代数几何学家围绕这个定理，试图

分类这些例外情形的曲面，特别是，对带有亏格 2 纤维化的曲面，Horikawa 分类了陈省身

斜率达到最小数 2 的代数曲面，系列文章发表在美国的《数学年刊》上，另外就是人们构

造了很多亏格 2 纤维化的例子，其陈省身斜率达到 8.

肖刚的硕士论文证明：2-典范映射的像是曲线的一般型曲面正好只有一类，它们的数

值不变量都达到最小，很多人对这类曲面进行了分类。
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肖刚的博士论文系统地分类了带有亏格 2 纤维化的曲面，给出了不变量的计算公式，

并且研究了这些曲面的多重典范映射的性质，这是继小平邦彦对亏格 1 纤维化分类之后

的一个重要进展。肖刚对不正则亏格 2 纤维化的分类非常巧妙，他证明这样的纤维化在

曲线模空间中是一条模曲线 B(d) = H/Γ(d)，并且可以具体地把纤维化构造出来，曲面

的不变量都是一些数论函数。模曲线是数论学家非常关心的，1994 年 Wiles 证明任何椭

圆曲线都是模曲线，一个推论就是费马大定理。在这之前，我只在博维尔的一篇论文中见

到过类似结论，他证明具有 4 条奇异纤维的半稳定椭圆纤维化 f : S → P1 来自模曲线

（P1 \ {0, 1,∞, λ} = H/G）. 1985 年，肖刚的博士论文作为德国的《数学讲座丛书》 1137

号出版，俗称黄皮书，这是中国大陆学者在该丛书中出版的第一本书，成为亏格 2 纤维化

的标准参考文献。

博维尔于 1979 年在典范映射 φ1 的研究上取得了突破，他将丘成桐解决卡拉比猜想时

得到的宫冈-丘成桐（Miyaoka-Yau）不等式应用于一般型曲面典范映射的研究，得到典范

映射的很多限制，当曲面的不变量充分大时， 1）如果典范映射是一个重数为 d 的覆盖，

那么 d ≤ 9, 肖刚改进为 d ≤ 8，这是最好的界，不能再改进。 2）如果典范映射等价于一

个纤维化 f : S → B, 博维尔证明纤维化的亏格不超过 5，肖刚证明底曲线 B 的亏格为 0

或者 1，特别值得一提的是，肖刚的这个结果不要求不变量充分大。典范映射研究的主要

结果都是博维尔和肖刚得到的。

现在能够理解为什么 Catanese 的综述报告要大篇幅介绍肖刚的结果。1983 年，学习

代数几何仅仅 3 年，肖刚就完成了 3 项高水平的研究成果，令很多人惊叹，也许名师出高

徒是我们可以观察到的外部原因之一。

2 最活跃的曲面“地理学家”

Persson 的综述文章对肖刚的研究工作给出了高度评价。他在介绍曲面地理学领域时，

说该领域“最活跃的学者—— 肖刚—— 孤立地回到中国去了”（肖刚回国前国内代数几何

研究几乎是空白），并称“肖刚仍然是最活跃的地理学家”。在文章的最后说“Bowdoin 会

议结束后不久，肖刚再次引起了轰动”，介绍他用很简单的方法构造出单连通正指数代数曲

面的事情。 Persson 说“再次引起轰动”，我估计他是想说肖刚之前的工作在 Bowdoin 会

议期间已经引起过一次轰动。我们看看他是如何从曲面地理学的角度介绍肖刚的工作的。

要了解代数曲面的地理学问题，我们要先了解黎曼的代数曲线分类理论，共三大类。

1. 射影直线（黎曼球面） P1，亏格为 0. 实图形是球面 S2 = {x2 + y2 + z2 = 1 }.

2. 椭圆曲线 C/Λ，即光滑三次曲线，其亏格为 1，有牛顿标准方程 y2 = x3 + ax + b，

可用 j-不变量 j = 4a3/(4a3 + 27b2) 来分类。椭圆曲线的实图形是环面 S1 × S1.

3. 一般型曲线，其亏格 g ≥ 2 ，通过典范映射，曲线分为两类，

(a) 超椭圆曲线，它们有和椭圆曲线类似的定义方程 y2 = fn(x)，这里 n = 2g + 2，

n 次多项式 fn(x) 没有重根，（通过变换，把一个根移到无穷远，次数也可降为

n = 2g + 1）. 例如亏格 2 的曲线都是超椭圆的。

(b) 非超椭圆的，比如平面上次数至少为 4 的光滑曲线都是非超椭圆的。
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代数曲面的分类要复杂很多，仅离散不变量就有好多个。曲线亏格的推广有两个，“几

何亏格 pg”和“非正则数 q”，还有两个拓扑不变量，第一陈省身数 c21 和第二陈省身数 c2，

两个陈数之和是另一个不变量“欧拉示性数 χ = pg − q+1”的 12倍，c21+ c2 = 12χ. 以前

人们也称 pa = pg − q 为曲面的算术亏格。还有庞加莱引进的更难计算的代数曲面基本群。

人们通常把 c21, c2, χ 统称为陈数。注意 τ = c21 − 8χ 是代数曲面的拓扑指数，即拓扑相交二

次型的指数。

依据不变量，可以将代数曲面分成 4 大类。

1. 射影平面 P2，直纹曲面 S，有亏格 0 纤维化 f : S → B, 所有纤维 Ft = f−1(t) ∼= P1.

2. 阿贝尔曲面 C2/Λ，K3曲面，双椭圆曲面，Enriques曲面。

3. 椭圆曲面，有椭圆纤维化 f : S → B，除了有限条奇异纤维，其它纤维是椭圆曲线。

4. 一般型曲面，c21 ≥ 1，χ ≥ 1.

前面两类曲面的不变量计算和分类主要是意大利学派完成的。20世纪 60年代，小平邦

彦（Kodaira）建立了椭圆曲面的分类理论，这时有标准方程 y2 = x3 + a(t)x + b(t). 他将

奇异纤维 F 划分为八类： I, II, III, IV, I∗, II∗, III∗, IV∗，并得到不变量的计算公式

c21 = 0, c2 = 12χ = j(f) +
∑
F

c2(F ),

其中 j(f) = deg 4a(t)3

4a(t)3+27b(t)2
是纤维化的 j-不变量，是 j-函数关于 t 的次数；而依奇异纤

维类型不同，c2(F ) 的取值依次为 0, 2, 3, 4, 6, 10, 9, 8.

一般型曲面的不变量有两个主要的限制，它们满足诺特不等式 c21 ≥ 2χ − 6 和宫冈-丘

成桐不等式 c21 ≤ 9χ.

地理学问题（Van de Ven）： 给定正整数 x, y，假设它们满足 2x − 6 ≤ y ≤ 9x，问是

否存在一般型代数曲面，其不变量正好是 χ = x，c21 = y，即正整数点 (x, y) 是否可以实现

为一般型曲面的不变量？

• 诺特直线 y = 2x− 6 上所有正整数点都可以由 Horikawa 曲面实现（Horikawa 给出了

分类，它们有定义方程 y2 = f6(x, t)，可以实现为亏格 2 纤维化 f : S → P1.

• 由丘成桐定理，宫冈-丘成桐直线 y = 9x 上的一般型曲面都是球商曲面 B2/G，直线

上有无穷多个这样的例子，具有最小不变量的例子就是 Mumford 的伪射影平面。

• Persson 证明区域 2x − 6 ≤ y ≤ 8x − 19 中的正整数点都可以由具有亏格 2 纤维化的

代数曲面来实现。并猜测亏格 2 纤维化曲面总满足 c21 ≤ 8χ. 猜测被肖刚在其博士论

文中证实。Persson 说他在 Bowdoin 会议上甚至大胆猜测不等式 c21 ≤ 8χ 对任意亏格

g 的超椭圆曲面 y2 = f2g+2(x, t) 也成立，会议结束后不久，肖刚就构造了反例（受同

事邱森教授的邀请，例子于 1986 年发表在吉林大学的《东北数学》上，共 3 页）。

• 构造正指数曲面的例子更加困难，就是陈数对 (c21, χ) 落在区域 8x < y ≤ 9x 的例子。

依据 Persson 在《数学评论》（86d:14037）中的介绍，1980 年代初，德国著名数学家

希策布鲁赫（Hirzebruch）利用直线构型作分歧轨迹，构造平面的循环覆盖，给出了
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这类曲面的初等构造，震惊了代数曲面学界。人们当时注意到例子中陈数比值 c21/c2

（等价地 c21/χ）存在若干空隙；于是自然会问：这类空隙是否是普遍现象，反映出某

种谱行为。1984 年，Sommese 推翻所有这类空泛猜想。作者证明：区间内的所有有

理斜率均可实现。证明仅利用基变换，是一个简单到出人意料的观察。希策布鲁赫后

来利用阿贝尔覆盖构造了更多例子，一些例子落在直线 y = 9x 上。

• 在给陈志杰的私人信件中，肖刚建议从 y = 9x 上带有纤维化的曲面出发，用基变换

和纤维扭曲（他自己发明的一套方法）来构造曲面填满剩下的区域。 1991 年，陈志

杰利用自同构对此方法做了改进，构造的曲面填满了区域 y ≤ 9x− 345，基本解决了

曲面地理学问题。不过填满直线 y = 9x 和附近平行线上的点仍然是非常有意思的困

难问题，这是 AI 擅长的问题，它将彻底终结关于陈数的曲面地理学问题的研究。

• 1991 年，肖刚给出了任意亏格 g 的超椭圆纤维化 f : S → B 的陈数 c21, χ 的计算公

式，并利用亏格 g，b = g(B) 和 χ，给出了 c21 的最佳上界和下界不等式。还给出了

相对非正则数 qf := q(S)− b 的上下界的估计。

3 第二次轰动：单连通正指数曲面的发现

按照不变量，代数曲线可分为三类：有理直线，椭圆曲线，一般型曲线。它们的万有

覆盖空间分别是：球面 S2，复平面 C，复上半平面 H（由虚部为正的复数组成）。对应的
基本群分别是: 平凡群，Z× Z，无穷非交换群 G(g)，g 是曲线的亏格。所以单连通的代数

曲线只有有理直线。

1980 年代，受到菲尔兹奖获得者 Freedman 和 Donaldson 的工作的影响，单连通代数

曲面的研究受到很大关注。Freedman 1982 年的定理说，如果两个单连通的代数曲面有相

同的拓扑相交型，则它们拓扑同胚。 Donaldson 的定理说，存在两个单连通的代数曲面，

它们拓扑同胚，但不微分同胚。

我们已经看到代数曲面可分为 4 类，前三类中，单连通的代数曲面分别为:

1. 射影平面 P2，陈数为 (c21, χ) = (9, 1)；有理直纹曲面 f : S → P1，陈数为 (8, 1).

2. K3曲面，陈数为 (0, 2).

3. 椭圆曲面 f : S → P1，它至少包含一条单连通奇异纤维（即不是 I 型的纤维），最

多有两条奇异纤维是重纤维（一定是 I 型的），若正好有两条重纤维 F1 = m1F
′
1，

F2 = m2F
′
2，则它们的重数互素， gcd(m1,m2) = 1，这是Moishezone 的单连通判别

法。曲面的陈数 (0, χ) 可由小平邦彦公式算出。

因此，单连通代数曲面的地理学问题就剩下一般型曲面的没有解决。我们看看这个问

题的研究历史。

• Deligne 证明诺特直线 y = 2x− 6 和 y = 2x− 5 上的一般型曲面是代数单连通的，即

其上没有非平凡无分歧有限覆盖。Horikawa 于 1970 年代末证明，两直线上的曲面都

是拓扑单连通的。另一方面，1978 年，丘成桐证明直线 y = 9x 上的一般型曲面是球

商曲面，所以其基本群是无限的。两条亏格至少为 2 的曲线的乘积是一个一般型曲

面，落在直线 y = 8x 上，基本群是两曲线基本群的乘积，因此是无限的。

5
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• 常见的单连通代数曲面的拓扑指数要么是负的，要么是 0，都落在区域 y ≤ 8x 之内。

比如，三维射影空间中的光滑曲面，高维射影空间中的完全交曲面，用二次覆盖构造

的一些曲面。Bombieri 等很多人普遍猜测（民间猜测）正指数代数曲面不可能是单连

通的，Bogomolov 将它命名为“分水岭猜测”。Van de Ven 甚至猜测正指数一般型曲

面的万有覆盖空间同胚于一个球。肖刚给了本文作者一篇论文，是日本数学家宫冈的

预印本，60 多页，是关于这个猜想的证明。肖刚说文章的证明有错，让我学习时注

意。并说文章中有二次覆盖的基本群计算的研究，值得看看。

• 1987 年，Moishezon 和 Teicher 构造出一批反例。他们的方法如下，首先将 P1 × P1

同构地嵌入某高维射影空间 P1 × P1 ∼= X ⊂ PN，然后通过“一般投影”将曲面表示

为射影平面的 n 重覆盖 π : X → P2， n 就是 X 在射影空间中的次数，可假设次数

很高。再将这个一般覆盖扩充为伽罗华覆盖 S → P2, 即 S 的函数域 Rat(S) 是扩张

Rat(X)/Rat(P2) 的伽罗华闭包，伽罗华群 Gal (Rat(S)/Rat(P2)) 是 n 次对称群。宫

冈曾经于 1982 年就证明过曲面 S 的拓扑指数为正。Moishezon 和 Teicher 经过复杂

的计算，证明 S 是单连通的。计算实在是太复杂，而且要用到他们自己发明的“辫子

单值”的计算，他们在引言中明确表示“我们理解文章很难读，给读者几乎唯一的建

议就是要有耐心”。

• 几乎同时，肖刚对发表在《东北数学》上 3 页纸的例子稍加改造，就用很简单方法构

造出单连通正指数一般型代数曲面，他的构造方法迅速被广泛流传。（这就是 Persson

所说的再次引起轰动的工作）。陈志杰进一步构造出一批新的例子，其陈斜率 c21/χ 最

高可以达到 8.8，这类例子的陈斜率在区间 [8, 8.8] 中稠密，并证明区域 8x < y <

8.8x− 33000, x ≥ 41169, y 是偶数的点都能由单连通曲面来实现。肖刚的例子没有正

式发表，是陈志杰的文章中介绍的，该文于 1987 年发表在德国的《数学年刊》上。

• 肖刚的例子的基本群为什么容易计算，因为他将 Moishezone 的单连通判别法推广到

任意亏格的纤维化 f : S → P1，只要有一条纤维是单连通的，重纤维的条数不超过两

条，正好两条时，重数互素，那么曲面 S 就是单连通的。

• 肖刚将他的计算方法应用于超椭圆纤维化曲面的基本群的计算 [8]，证明满足不等

式 c21 < min
{

8
3
(pg − 1), 3pg − 13

}
的一般型正则曲面（q = 0）都是单连通的，将

Horikawa 的界 c21 ≤ 2pg − 3 提高了很多，并且知道上界 8
3
(pg − 1) 不能改进。在之前

的文章 [13] 中，肖刚证明这样的代数曲面是代数单连通的。

• 2015 年，有学者又得到一批新例子，其陈斜率在 [8, 9] 中稠密，论文发表在美国的

《数学年刊》上。

• 在肖刚发表的最后一篇数学文章中，他与 Persson 和 Peters 合作，研究了单连通代

数曲面的典范除子何时是偶除子的问题，它来自四维流形的拓扑的研究，陈斜率较小

时，他们得到了不变量上的限制。也构造了正指数单连通曲面的新例子。这是他唯一

一篇合作发表的文章。

6
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4 肖刚创建的“上海学派”

几位日本代数几何学家经常在国际学术会议上将肖刚开创的研究领域称为“上海学

派”。除了代数曲面地理学外，肖刚关于代数曲面纤维化不变量的系统研究和独特方法，

至今仍然是有重要影响的特色研究。

4.1 纤维化曲面不变量研究的意义

肖刚首先系统地研究了代数曲面纤维化 f : S → B 不变量的计算和性质问题。该项研

究来自三个方面的需要。

一是一般型代数曲面分类研究的需要。亏格 0和 1的纤维化曲面有比较好的分类理论，

就是直纹曲面和椭圆曲面。亏格 g ≥ 2 的纤维化曲面的分类是下一个要研究的问题。

二是曲线模空间研究的需要，对任何纤维化，利用曲线模空间可以定义三个模不变量，

也称模陈数， c21(f)，c2(f)，χ(f)，它们是非负有理数，满足 c21(f)+ c2(f) = 12χ(f). 这些

不变量反映了模空间中超曲面的几何。

三是数论中丢番图问题研究的需要，如数域Q和函数域K = Rat(B)上曲线的Mordell

猜想和 Shafarevich 猜想。它们的解决需要用到纤维化的模不变量。函数域上的亏格 g 曲

线就是亏格 g 纤维化 f : S → B，曲线上的有理点 P 就是 S 上的一条水平曲线 CP , 它与

纤维的相交数为 1.

Mordell猜猜猜想想想：：： 设 f : S → B 是亏格 g 变模纤维化， g ≥ 2, 则有理点的个数有限。

Shafarevich 猜猜猜想想想：：： 给定曲线 B 和有限点集 Σ ⊂ B，固定亏格 g ≥ 1. 则最多存在有

限个不同构的变模纤维化 f : S → B，使得奇异纤维的像都落在 Σ之中。

数论学家希望先解决函数域的猜想，然后将方法推广到数域。纤维化的模不变量不依

赖于参数 t ∈ B，在数论中有类似的推广，比如 χ(f) 被称为 Faltings 高度。 Faltings 就是

沿着这个思路证明了数域上的两个猜想，因而获得菲尔兹奖。

1960 年代，Manin 证明了纤维化的 Mordell 猜想。1970 年代， Parshin 和 Arakelov

证明 Shafarevich 猜想，它可推出 Mordell 猜想。他们的方法是对模不变量进行上界的估

计，但模不变量缺乏计算公式，因此他们引进了纤维化的相对不变量，假设 F 是一条光滑

纤维，F ×B → B为平凡纤维化，S的陈省身数减去 F ×B的陈省身数，就称为 f 的相对

陈省身数。记 b = g(B)，三个相对不变量为

K2
f = c21(S)− 8(g − 1)(b− 1),

ef = c2(S)− 4(g − 1)(b− 1),

χf = χ(OS)− (g − 1)(b− 1).

它们都是非负整数，满足诺特等式 χf = 1
12

(
K2

f + ef
)
. 当纤维化是半稳定时，模不变量等

于对应的相对不变量，因此可以给出模不变量的上界估计， χ(f) ≤ g
2
(2b − 2 + s)，这里

s = #Σ 是奇异纤维的个数。 Arakelov 通过不等式证明猜想在半稳定情形下成立。然后用

稳定约化给出一般情形的证明。

由于相对不变量的计算等价于曲面整体不变量的计算，所以相对不变量也成为曲面分

类研究的工具。对变模纤维化，χf ̸= 0，肖刚称 λf = K2
f/χf 为纤维化的斜率。

7
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在他的中文专著《代数曲面的纤维化》 [7] 中，肖刚将他发现的亏格 2纤维化不变量计

算公式推广到任意亏格的超椭圆纤维化（光滑纤维均为超椭圆曲线），并用于超椭圆纤维化

曲面的基本群的研究 [8]. 这时曲面也是直纹曲面的二次覆盖。他引入指标 si(F )，给出相

对不变量的计算公式，并得到了斜率 λf = K2
f/χf 的不等式,

4− 4

g
≤ λf ≤


12− 8g + 4

g2
, g是偶数,

12− 8g + 4

g2 − 1
, g是奇数.

(1)

很容易构造例子说明下界对任何 g都是最佳的。1986 年，肖刚 [15] 构造了一个斜率超过 8

的超椭圆纤维化的例子。刘小雷和作者合作构造了例子说明上界对任何 g 也是最佳的，回

答了肖刚提出的一个问题（ [7]，问题 6.5.1）。

4.2 肖刚的斜率不等式

1987 年，肖刚 [14] 提出一套有效的方法来研究亏格 g 纤维化的相对不变量，他建立了

层 f∗ωS/B 的稳定性（哈德尔-纳拉西曼（Harder-Narasimhan）滤过）与线性系 |KS/B| 的
子线性系之间的关联。对任意纤维化，他得到著名的斜率不等式：

K2
f ≥ 4g − 4

g
χf .

因此，他把超椭圆纤维化的斜率不等式推广到任意纤维化。他的证明方法独特，成为 40年

来研究纤维化斜率的主要方法。不等式本身和证明方法在数学上应用的广泛性超出了人们

的想象。

• 藤田隆夫（Fujita）在《数学评论》中对肖刚的方法给出评价：评论人期待这套巧妙

的方法（或其改进版本）能够在更多其他方向的研究中发挥作用。后续的学术发展印

证了这一点。

• 曲线模空间上的应用。肖刚的斜率不等式对半稳定纤维化就是 Cornalba和 Harris于

1988 年发现的模斜率不等式：c21(f) ≥
(
4− 4

g

)
χ(f). 人们常说 Cornalba和 Harris的

斜率不等式对非半稳定纤维化也成立，这实际上说的是模斜率不等式，它不能直接推

出肖刚的斜率不等式。

• 丢番图几何上的应用。 Vojta 注意到，利用肖刚的斜率不等式和他自己建立的典范类

不等式 c21(f) ≤ (2g − 2)(2b− 2 + s)，可以推出 Arakelov 不等式。 Lang 注意到肖刚

的方法可能对建立有理点的高度不等式有用。袁新意等最近得到的有理点个数上界的

有效估计用到肖刚的该项工作。

• 庞加莱代数可积性问题。对一阶常微分方程 dy
dx

= q(x,y)
p(x,y)

，我们也可以定义它的肖刚

斜率。吕鑫和作者发现肖刚的斜率不等式可以用于判断方程的代数可积性，比如，如

果微分方程的肖刚斜率小于 2（这样的方程有很多），则方程不是代数可积的，即没

有有理函数是其首次积分，这就给出了庞加莱问题的一个肯定答案。假设肖刚斜率为

正，且不超过 8/3，如果它代数可积，那么有理首次积分的亏格为 2，这就给出潘勒

维（Painleve）问题的一个肯定答案。

8
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• 动力系统上的应用。于飞将哈德尔-纳拉西曼滤过用于估计泰希米勒曲线（Teichmüller

curve）上的李雅普诺夫指数，提出一个主猜想：李雅普诺夫谱多边形控制哈德尔-纳

拉西曼多边形。主猜想被包括菲尔兹奖获得者在内的四位数学家一起证实。

• Severi 猜想的解决。肖刚在论文开场白就说，解决 Severi 猜想是这篇文章的研究动

机。猜想说，如果曲面 S 的陈数满足 c21 < 4χ，且 q(S) > 0，那么存在正则纤维化

α : S → B（即 g(B) = q(S)）. 猜测最终被意大利的 Pardini 证实，她利用一个覆盖

技巧，将猜想归结为肖刚斜率不等式当 g 趋于无穷时的极限情形。

• 相对非正则数的估计。作为新方法的一个应用，肖刚首次建立了 q(S), b, g 之间的非

平凡不等式，他称 qf := q(S) − b 为纤维化的相对非正则数。在之前，人们只知道

qf ≤ g，f 平凡时等号成立。肖刚发现 f 不平凡时， qf ≤ 5g+1
6

. 后来他进一步证明

[12]：当基曲线 B = P1 时，qf ≤ 1
2
(g + 1). 他猜测这个不等式对任意底曲线都对，后

来有人发现了反例，现在人们把猜测修改为 qf ≤ 1
2
g + 1. 之前他 [6] 对超椭圆纤维化

给出过 qf 的精确估计。肖刚发起的该项研究目前仍然非常活跃，人们试图找到最佳

上界，这也是肖刚在中文专著中提出的未解决问题（[7]，问题 6.5.6）.

• 非超椭圆纤维化的斜率下界。肖刚猜测斜率达到极小时纤维化是超椭圆的。这个猜测
吸引了大量的研究，1993 年，猜测被 Konno证实（当时蔡金星也几乎同时发现了一

个证明，没有发表）。因此，非超椭圆纤维化的斜率下界要更高，

(a) g = 3 时， λf ≥ 3. （Horikawa，陈志杰，Konno，Reid）

(b) g = 4 时， λf ≥ 24/7. （陈志杰 1993，Konno 1993）

(c) g = 5 时， λf ≥ 40/11. （Konno 1993）

(d) g ≥ 16 时，λf ≥ 4. （吕鑫和左康 2018）

• 曲线模空间斜率的计算。肖刚提出问题（ [7]，问题 6.5.4）：给定亏格 g，求最大的

λ(g)，使得对充分一般的亏格 g 纤维化 f， λf ≥ λ(g). 如果只考虑半稳定纤维化，这

样的最大值记为 λg，那么 sg = 12 − λg 就是亏格 g 曲线模空间的斜率，所以该问题

也是曲线模空间理论的核心问题之一。

(a) λ2 = 2. （Horikawa，Persson，肖刚，Eisenbud-Harris-Morrison）

(b) λ3 = 3. （陈志杰，Konno，Reid，Eisenbud-Harris-Morrison）

(c) λ4 = 7/2. （陈志杰，Konno，Eisenbud-Harris-Morrison）

(d) λ5 = 4. （Konno，Eisenbud-Harris-Morrison）

(e) λ6 = 25/6. （Eisenbud-Harris-Morrison）

(f) λ10 = 5. （谈胜利，Farkas-Popa）

(g) λg = 6− 12
g+1
， 当 g = 7, 8, 9, 11 时。 （谈胜利）

(h) λg ≥ 6− 12
g+1
， 当 g + 1 是合数时。 （Eisenbud-Harris）

(i) λg ≥ 5.5， 当 g ≥ 23 时。 （Harris-Mumford）

9
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• 近 10 年来，肖刚的斜率不等式和特有的研究方法对国内的多个研究团队的工作产生

了深刻的影响。斜率不等式在有效 Mordell 猜想的解决上得到应用，并用于部分解决

志村（Shimura）曲线的 Oort猜想；以多种形式推广到高维纤维化，并被用于建立高

维的诺特不等式与 Severi 不等式；应用于建立正特征代数曲面的斜率不等式， Severi

不等式，宫冈-丘成桐不等式，Arakelov 不等式；在常微分方程和动力系统的研究中

得到应用。（袁新意等；陈猛、江辰、江智、胡勇、张通；孙笑涛、顾怡、周明铄，孙

浩，徐万元；左康，吕鑫，杨金榜，陈柯，凌松波，赵航，郭志明；刘文飞，于飞，

叶飞，陆俊，龚成，刘攀，洪杰，吴小行，谈胜利等）。

4.3 基变换与纤维化不变量的研究

研究曲线丢番图几何和曲线模空间的一个基本方法就是纤维化的基变换 π : B̃ →
B，（或者称为参数替换 t = π(s)），我们可以构造 f 在 π 下拉回的纤维化 f̃ : S̃ → B̃，

其亏格仍然是 g. 稳定约化定理说，对任何纤维化 f : S → B，存在基变换 π使得 f 的拉回

纤维化 f̃ 是半稳定的。这个定理是Mumford和 Deligne研究曲线模空间的重要工具，也是

Arakelov 证明 Shafarevich猜想的关键方法。

1986 年秋，肖刚到美国普林斯顿高等研究院访问，他开始从不变量的角度研究基变

换。对于给定的亏格 g ≥ 2，肖刚 [11]构造了一个正整数 Ng =
∏

p≤2g+1 p
ℓp，这里 p是素

数，ℓp是满足 2g ≥ pℓp − pℓp−1的最大整数，并发现稳定约化定理的有效版本，

定理 4.1. 对任何亏格 g纤维化 f，存在次数不超过 Ng 的基变换使得 f̃ 是半稳定的。

实际上，肖刚证明在 f(F ) ∈ B 上全分歧的 Ng 次基变换一定是 F 的稳定约化。 2022

年，龚成，顾怡，陆俊，Pollack合作构造了例子说明，对无穷多个 g，Ng 是最佳的。

Arakelov 在证明 Shafarevich 猜想时发现：如果 f 半稳定，则 f̃ 也半稳定，且

K2
f̃
= nK2

f , χf̃ = nχf , ef̃ = nef .

这里 n 是基变换的次数。肖刚 [6]发现在非半稳定的条件下，

K2
f̃
≤ nK2

f , χf̃ ≤ nχf , ef̃ ≤ nef .

肖刚证明了左边两个不等式，猜测右边的不等式也成立，1989 年，他给作者的博士论文题

目就是证明这个猜想，我博士毕业后才找到猜测的证明。肖刚给我的一封信件中表示，希

望进一步了解不等式两边的差，由此可推断，从不变量的角度研究纤维化的基变换和稳定

约化，他最终目的是要建立小平邦彦类似的计算公式。

实际上，上面三个不等式说明模不变量不超过相对不变量，

c21(f) ≤ K2
f , χ(f) ≤ χf , c2(f) ≤ ef .

作者后来发现，上式两边的差可以用奇异纤维的贡献来计算，推广了小平邦彦的公式。

5 第三次轰动：肖刚与神奇的 42

1988 年 8 月，肖刚参加了在日本 Katata 召开的第 23 届 Taniguchi 代数几何国际会

议，每位参会者的学术报告是以提出未解决问题为主，出版了代数几何问题集。

10
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图 1: 1988 在日本召开的第 23 届 Taniguchi 代数几何国际会议（张德祺提供）

后: Tsunoda, Moriwaki, Nakayama, Mukai, Mori, Kollar, Ekedahl, Ishida, Kawamata, ?

前:肖刚, Miyaoka, Fujita, Miyanishi, Reid, Clemens, Iskovskikh, Illusie, Viehweg, Shokurov

图 2: 肖刚在第 23 届 Taniguchi 国际会议招待会上发言（陈志杰提供）
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这次会议被认为是对代数几何的发展起到重要推动作用的会议。2026 年 6 月 8-12 日，

在普林斯顿大学召开了《高维几何 40 年》的国际会议，会议特地将 1988 年在日本召开的

会议的照片放在宣传页上。

在日本的会议上，肖刚提出的未解决问题之一就是一般型代数曲面的自同构群问题。

5.1 一般型代数曲面的自同构群

1994 年和 1995 年，肖刚分别在美国的《数学年刊》和《代数几何杂志》上发表了两

篇系列文章，（[5, 4]），他得到一般型代数曲面 S 的自同构群 Aut(S) 的阶的最佳上界，又

一次引起轰动。肖刚的著名定理表明：

|Aut(S)| ≤ 422 c21(S),

等号成立当且仅当 S ∼= C ×C/N，其中 C 是满足 |Aut(C)| = 84(g(C)− 1) 的曲线，N 是

Aut(S) 的某个正规子群。

肖刚的证明思路：对伽罗华有限覆盖 S → S/G 应用胡尔维茨（Hurwitz）公式来计算

曲面的第一陈数。这个方法最自然，但计算最复杂，而结果最有效。其实人们都知道这应

该是最有效的方法，因为曲线时的最佳界就是这样得到的，但由于计算过于复杂，就没有

人敢沿着这个思路研究自同构群。萧荫堂先生一直希望有人能够简化肖刚的证明，因为这

是代数曲面理论中的一个重要结果，需要让更多人了解证明过程。

肖刚非常喜欢这个定理，他在个人主页上说他是在 42 岁时发现这个不等式的。这个神

秘的数字 42 在曲线时也出现了，但在 3 维以上的情形就消失了。他告诉作者，文章投出

去不久，就有人用电子邮件一直在问他文章证明的细节，等到最后一个问题回答完后，文

章就被接受了，他估计问他问题的人是审稿人。

• 1892 年，胡尔维茨证明了一个著名定理：亏格 g ≥ 2 的复光滑射影曲线 C，其自同

构群 Aut(C) 的阶满足 |Aut(C)| ≤ 84(g − 1) = 42 degKC . 这个系数 42 是最佳的，

有无穷多个 g，存在亏格 g的曲线，其自同构群的阶达到上界。

Maclachlan, Harvey, Homma 分别给出 Aut(C) 的交换子群 G、循环子群、素数阶子

群的上界，它们分别是 4g + 4、4g + 2、2g + 1. 证明的核心还是对有限阿贝尔覆盖

C → C/G 使用胡尔维茨亏格公式。

• 对一般型极小代数曲面 S，Andreotti 于 1950 年证明自同构群 Aut(S) 是有限群，阶

数的上界由 c21(S) 的某个函数给出。由于曲面情形的伽罗华覆盖不变量的计算非常复

杂，Andreotti 是通过间接的方法证明有限性的。

• 日本会议之后，肖刚开始寻找一般型代数曲面自同群阶的最佳上界，他从阿贝尔自同
构群的研究开始，构造在群作用下不变的纤维化，利用他发展的纤维化不变量的研究

方法，并将群表示的思想引入到该项研究，很快就取得重大突破。对于 Aut(S) 的交

换子群 G，肖刚 [9] 证明当 c21(S) ≥ 140 时，|G| ≤ 52 c21(S) + 32；单个素数阶自同构

的阶不超过 9 c21(S) + 36. 该项成果发表在德国的《数学发现》（Invent. Math.）上。

以陈志杰为代表的华东师大团队与蔡金星、左康等合作，经过多年的研究，最近找到

了各种交换子群的阶的最佳上界，排除几类曲面后，交换子群，循环子群，素数阶子

群的最佳上界分别是 12.5c21 +100，12.5c21 +90， 5c21 +31，验证了肖刚先前的猜测。
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• 对于 n 维一般型代数流形的阿贝尔自同构群 G，肖刚证明存在第一陈数的线性界 [2]，

|G| ≤ c(n)cn1 . 三维时的线性界是蔡金星证明的。

• 肖刚进一步研究了 K3 曲面 S 的自同构群， K3 曲面不是一般型的，所以自同构群

一般不是有限的，但它的辛自同构子群 G 是有限的。1979 年，前苏联数学家 Nikulin

分类了所有交换的辛自同构群。1988 年，日本数学家 Mukai 确定了这样的极大子群，

共有 11 类。 1996 年，肖刚 [3] 给出了分类定理的一个新证明，利用计算机，确定所

有可能的奇点组合，并确定对应的群 G. 最终结果是有 81 种类型，可以列出所有情

形的表格。该项工作也是他的最受关注的成果之一。

5.2 人才培养和数学研究兴趣的转变

肖刚 1984 年回国后迅速建立起国内的代数几何研究队伍，在很长一段时间内，华东师

大是国内代数几何人才培养的主要基地。他“孤立地回国”，却带着团队走出国门，给国际

同行留下了深刻的印象。他是如何在回国后短短几年的时间内就把具有国际水平的团队建

立起来了，值得我们回顾。

肖刚是改革开放后最早回国的一批留学生，加入华东师大后，代数前辈曹锡华安排陈

志杰加入到代数几何团队，协助肖刚开展科研和培养人才，陈志杰要放弃自己熟悉的代数

研究，转向代数几何研究，需要从零开始，他不负众望，在两年的时间内就做出曲面地理

学的令人瞩目的成果。1984 年，数学系安排了两名硕士生翁林和杜宏学习代数几何，很快

顺利完成硕士论文。1986 年又招收了 6 名代数几何方向的硕士生，陈猛，孙笑涛，徐祥，

张志军，刘斌和本文作者。1989 年，又招收了硕士生蔡金星和刘先仿，学习都很顺利。

自学代数几何的学生往往是从抽象代数几何学起，研读 Hartshorne 著的《代数几何》。

肖刚拟定的硕士生培养方案有所不同，除了代数方向的必修课《交换代数》和《代数基

础》（模、范畴与同调代数）外，复代数曲线（北京大学出版社的《代数曲线》）和复代数

曲面是代数几何方向的必修课，而把 Hartshorne 的代数几何作为讨论班的课程，学生自学

为主。这样的设置让我们在学习的过程中几乎没有碰到什么困难，很快就进入研究前沿。

到了高年级，又把 Hodge形变理论，Mori的极小模型理论等作为讨论班的专题，让我

们分头准备，在讨论班上报告相关内容，陈猛从事三维代数簇的研究就是从这时开始的。

肖刚在法国尼斯大学工作期间，招收过一名代数几何方向的学生。他自己的研究兴趣

开始转向开发数学软件，创建了 WIMS 开放网络平台，借助网络资源，特别是算力，辅助

数学教育和数学研究，有十多个国家将平台翻译成本国文字，建立了镜像站。据说肖刚的

事迹出现在法国的中学课本中。

他往往比大公司超前半年开发出新软件，但很快发现软件再先进，没有市场，最终还

是会被人超越。

肖刚自己曾表示过他把数学事业都献给了中国。
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图 3: 2024 年纪念肖刚逝世 10 周年的学术会议的会议手册
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我的爸爸肖刚

肖定瑜

当我听说，今年10月21日在北京召开的中法代数几何会议是为了纪念我的父亲肖刚逝

世十周年时，首先我感到的是惊讶，这种惊讶是因为我的无知，而忽视了他在代数几

何领域功绩的重要性，使他能深深地留在他的数学同行们的记忆中，我随之感受到的

是父亲带给我的无比自豪。

我印象中杰出的父亲，更多的是他对所有事物的好奇、探索、实践及无所不能的才华

和勇气，令他成功地研究着最抽象的科学概念-代数几何，轻松如同他在家里修理水管

一样。由于我在数学方面有限的认识，从未能达到估量他于代数几何方面所做工作的

卓越性和广度性。

感谢你们举办的纪念会议，让我不仅了解到父亲对代数几何的贡献，而他牢固地编织

出的，与师生及同事们之间的亲密关系，是不会因中法两国距离的遥远，或是时光的

流逝而冲淡的，他永久地留在了我们不可磨灭的记忆里，继续激励着代数几何新一代

人的一往无前。

我母亲和我同时要特别感谢的是：父亲的老师- Arnaud Beauville 先生，他亲自组织了

我父亲的纪念活动及代数几何会议，他不辞辛苦，不顾年迈，来到中国北京，他们谊

皆师友，我们的楷模。

谢谢你们！

肖定瑜（法国肿瘤科医生）

2024 年 10 月 1 日

（原文是法文，中文是陈馨老师翻译的）
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