
 

 

谈胜利回忆录（数学版） 
 

学院建议我们为《传承》写一篇文章，介绍个人求学和数学研究的经历，我

迅速答应了，但由于工作繁忙，拖到现在才开始动笔。 

1.中小学求学阶段 

我 1963 年 2 月 10 日出生于湖北省大悟县丰店街，丰店公社政府所在地。奶

奶在街上做小生意，母亲是农民，父亲在公社供销社上班。七姊妹，我排行老六，

五兄弟中排行老四。大哥毕业于华中师范学院（大学）数学系，分配到湖北崇阳

县做中学数学老师，1976 年调回大悟师范和武汉师范学院孝感分院（后改名为

孝感师专，即现在的湖北工程学院）大悟校区任教。  

1970 年春天，我就读丰店小学，学校要求每人准备一把小木棍（100 根），

用于算术的学习。后来改为秋季入学，因此我们读了三个学期的五年级。三年级

之前，学校很注重学生的学习成绩，我的几次数学测验成绩要么是满分，要么是

98 分。一次数学老师到公社开教学研讨会，特地把我带过去，让我见见世面。之

后就是开门办学，学习与劳动相结合。我被安排在文艺班，学习乐器和绘画，排

练文艺节目，在学校和街上的舞台上演出，有时也为田里劳动的农民表演，已经

把书本学习排在第二位。四年级的一次数学期中考试，基础题全会做，四道应用

题一题也不会，就像没学过一样，也不知道后面是怎么学会的，是怎么进入初中

的。作为学生代表，我参加了小学毕业生茶话会，校长亲自为我倒了一杯茶，让

我感动万分。 

我就读的丰店初中和小学在一起，丰店高中也在附近，都是半农半读学制，

印象比较深的是学习过农业机械的工作原理，到 10 里路以外的五岳山校办农场

劳动，常到各地文艺表演，参加了县楚剧团招生面试。 

一直到高考制度恢复之后，学校才重视课程学习。分班考试考数学，年级最

高分是 70 多分，我考了 60 多分，被分配到理科快班，成绩好的文科生也在我们

班学习。任课老师都是名牌大学毕业的。我们班没有历史和地理课。早上 6 点多

开始做早操，然后早自习，晚自习到 10 点，回家后还要学习一两个小时，早上

总是起不来，迟到了就要罚跑操场几圈。 

我比其他同学幸运一些，家里有一些数学资料，大哥偶尔回家时也会给我讲

一些难题的不同解法。已经务农的三哥和他的同学们都在我家集体复习，准备参

加 1978 年的中考和高考。他们讨论 1977 年各省的高考试题，我也旁听，特别是

平面几何的证明题，听多了，慢慢也会做几道，等到课堂上学习平面几何时，就

觉得很轻松。有一次的作业，我用倒推法做一道证明题，写出来的证明过程就反

过来了，看上去不是很自然，有一步是将 1 分解成两个线段的长度相加，老师讲

解我的解法时，特地表扬了这一步的想法。 



学校激励学生努力学习的措施很多。比如，期末考试总分第一名的学生，会

戴一朵大红花游街表彰。我的同桌考了第一名，我的数理化都考了满分，学校破

例给我也佩戴了三朵小红花一起表彰，奖品是从河南买的 50 本作业本。有一次

全校做早操时，领队老师突然让我上台做数学题表演，是一道三角函数的题目，

要是当时做不出来，真不知道该怎么收场。 

1978 年春天，我入选丰店公社代表队，到县城参加了全县中学生数理化竞

赛，代表队获得全县第二名的好成绩，我个人的数学、物理、总分三项都是第三

名。学校所有的学生都到街上列队迎接我们。奖品中有一个红色塑料封面的笔记

本，前面几页是几名著名科学家的介绍，包括华罗庚，陈景润，杨乐和张广厚。 

 

 

（我站在第一排的最右边） 

父亲给我买了两本科普方面的书，好像一本是农业科技，另一本是科学家的

故事之类的书，书中讲到一个化学家，要做一个钠与什么材料的化学反应的实验，

碰到了一个难题，这两个材料放在一起无法发生反应，我当时就想是不是可以加

点水促成反应，后来，化学家果然是用这个方法完成了实验，我顿时觉得好像我

今后也可以从事这方面的工作。我很喜欢看《中学科技》杂志，它经常介绍一些

中学生看得懂的数理化知识，例如，用流数的方法求切线方程；用割圆法和圆的

面积公式求 𝜋 的级数表示；求从斜坡滚到桌面的乒乓球弹跳的轨迹等等。 

1980 年参加了高考，成绩并不是很理想，总分 388，数学 92，物理 92，化

学 86，语文 53，政治 57，外语 8 分（满分 30），偏科比较严重，只比湖北的重

点大学录取线多 3 分。报考的第一志愿是武汉建材学院（现武汉理工大学）的硅



酸盐专业，总分差两分没被录取。最后被提前批的武汉师范学院（湖北大学）数

学系录取。 

2.大学求学阶段 

数学系 80 级有两个班，辅导员老师安排我担任班级的学习委员。很多同学

和我一样都是因为在报考志愿上填了“服从分配”才来到武汉师院的，没有做中

学老师的思想准备，学习积极性受到很大的影响。我当时有过转学物理的念头，

在图书馆翻了翻理论物理的教材，发现里面全是数学，根本看不懂，也就放弃了。

部分同学把考研究生作为学习的目标，得到任课老师的鼓励，也有系领导认为这

部分同学不愿意当中学老师，专业思想不牢固。我喜欢做题，高等代数题目做完

了，就去做矩阵论书中的题目。数学分析的题目做完了，就去做实分析书中的题

目，发现很多题目看得懂，但不会做，后来知道要用到没有学过的拓扑知识。数

学系每年都组织全系数学竞赛，试题中包含部分初等数学的题目，每次我都拿了

奖。 



 

有一年的暑假，我自学了复变函数和微分几何，本想把微分几何作为考研的

方向，但微分几何题目太少，几所大学的研究生招生考试试卷都有重复的题目。

开学后同宿舍的陈同学建议说，代数方向题目多，他把 Jacobson 的基础代数学

给我看，说里面的题目很多，后来我就决定主攻代数方向。 

（大学的代数学研究运算的规律，主要研究域、环、群。域中有加、减、乘、

除四则运算，满足数运算的所有公理，但域中的元素不一定是数，最简单的域是

有理数域，两元域，三元域等。环中有加、减、乘三则运算，乘法不一定满足交

换律，最简单的环是整数环。群中只有乘法和除法两则运算，乘法不一定满足交

换律。除环中有四则运算，但乘法的交换律不一定满足。） 

每周上课五天半，由于课程设置很紧凑，基本上是上午上课，下午和晚上自

修，我们有很多可以自由支配的时间，大多数时候都是呆在图书馆。图书馆和教

室晚上 9 点锁门，听说外语系的教室关门晚，我们几位同学就接着去那里自习。



周末我都去武汉建材学院的姐姐家，姐夫是工程方面的青年老师，学过很多数学，

也常和他讨论数学，也通过他认识了数学教授舒湘琴。 

有一年中国数学会在武汉召开年会，学校请了杨乐作报告，除了主会场，几

个分会场全挤满了学生，杨乐说我们学生要向华罗庚学习，目标要远大，即使最

终实现了一半，或者三分之一，也会取得很大的成就。由于会场很挤，我就把随

身带的 Jacobson 的基础代数学放在座位下面，走时忘了拿，外系的同学捡到后

交给数学系的同学，最后直接放到我的书桌上，并说肯定是我的。 

听说武汉大学张远达教授的《有限群构造》出版了，几位同学一起去汉口购

买，刚才把书从书架里拿出来翻了翻，第一卷中有很多读书笔记，书已经破烂不

堪，第二卷还是新的。吉林大学的谢邦杰教授在《数学研究与评论》上发表了几

篇环论方面的综述文章，介绍国际上的研究成果和最新动态，我把看得懂的几个

定理抄下来，作为难一点的习题来做。比如，1964 年发表的一个定理说“具有有

限个零因子的环是有限环”，花点时间也可以给出证明。有些定理，特别是关于

环的交换性的定理，虽然条件和结论都明白，但证明要用到研究生课程中的环的

结构定理。环的交换性条件的研究起源于推广著名的 Wedderburn 定理：有限除

环必为域。除环的四则运算中乘法没有要求交换律，但域的四则运算满足交换律，

如果除环的元素个数有限的话，交换律自动成立。Jacobson 和 Herstein 将该定理

推广到任意环。 

Jacobson 定理： 如果对环 𝑅 中的任何元 𝑥 ,总存在正整数 𝑛(𝑥) > 1 ,使得 

𝑥𝑛(𝑥) = 𝑥 ,则 𝑅 是交换环，即交换律 𝑥𝑦 = 𝑦𝑥 恒成立。 

Herstein 定理：如果对环 𝑅 中的任何元 𝑥, 𝑦 ,总存在正整数 𝑛(𝑥, 𝑦) > 1 ,使

得 (𝑥𝑦 − 𝑦𝑥)𝑛(𝑥,𝑦) = 𝑥𝑦 − 𝑦𝑥 ,则 𝑅 是交换环。 

Herstein 的条件是环交换的充分必要条件。我试着去读相关的论文，发现承

认了环的结构定理后，也看得懂证明。这吸引我去寻找新的交换性条件。模仿论

文中的证明，不久就找到了一个，与 Herstein 的条件类似： 

(𝑥𝑦)𝑛(𝑥,𝑦) − (𝑦𝑥)𝑛(𝑥,𝑦) = 𝑥𝑦 − 𝑦𝑥, 

该条件也是环交换的充分必要条件。这是我从事数学研究的第一步。 

数学系的资料室对毕业班开放，以便我们撰写毕业论文。孙继逊教授是我的

论文导师，我向他汇报了研究环的交换性的意向，他建议我读一读刘绍学教授刚

出版的《环与代数》，详细了解一下环的结构定理，我边学习边在教室向他汇报。

在资料室里，我也读了 Herstein 的书《非交换环（英文）》的相关部分。顺着谢

邦杰的综述文章中提供的参考文献，也研读了几篇研究论文，撰写了《环的一个

可换定理》的文章作为毕业论文，主要结果是将发现的交换性条件推广到最为一

般的情形。 

定理：如果对环 𝑅 中的任何元 𝑥 和 𝑦 ,都存在有限个整数 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 使得 

𝑥𝑦 − 𝑦𝑥 = 𝑎2((𝑥𝑦)2 − (𝑦𝑥)2) + ⋯ + 𝑎𝑛((𝑥𝑦)𝑛 − (𝑦𝑥)𝑛) ,  

则 𝑅 是交换环。注意，这里的整数及其个数可以随着 𝑥 和 𝑦 的变化而变。 



毕业论文获得当年湖北省大学生优秀科研成果三等奖，武汉大学喻杉的短篇

小说《女大学生宿舍》获得特等奖。我的论文发表在《湖北大学学报（自然科学

版）》1986 年第一期上，拿到了 90 元的稿费。 

 

   

 

 

3.在孝感师专工作的两年 

大学毕业后被分配到孝感师范专科学校数学系任教，1984 年 7 月入职，报

到时，人事处长告诉我，我的毕业论文被评为优。开学后不久学校通知我，毕业

论文获得了教育厅的奖，并帮忙把奖品和证书带回来了。 

我的教学任务是担任物理系高等数学课程的助教，也为数学系高年级学生开

设抽象代数的研讨课，同时兼任团总支书记。数学系做科研的气氛很浓厚，每周

政治学习之后都会进行学术研讨，要么是教学方面的，要么是科研方面的，只要

武汉有学术活动，数学系都会派我们去学习。 

一次会议上研讨了潘承洞等著的《阶的估计》一书，主要是为了数学分析和

高等数学的教学，我的收获很大，用阶的估计的方法，再难的极限计算都可以转

化成简单的代数计算，感觉学到了微积分的精髓。之前，在高等代数的学习过程

中我有过类似的体会：高等代数的问题都可转化成矩阵的问题，矩阵的问题都可

以转化成标准型的问题，标准型的问题都是简单的计算问题。有了这样的认识，

高等代数的难题就有了程序式的解决方法。 

记得系主任在一次研讨会上介绍了他构造连续但处处不可微函数的新方法，

大家讨论得非常热烈。系主任鼓励我们年轻老师要做科研，选派了几位老师去其

它高校攻读助教进修班和委培研究生。在工作期间我完成了几篇论文，科技处有

专人帮忙用打字机打印成预印本。每年的下半年，全省的师专数学系都会开一次

学术年会，我参加过两次，一次在咸宁师专，一次在郧阳师专，都做了报告。几

篇论文的手稿至今还保存着，也没有想到投出去发表。大学毕业论文还是孙继逊

教授推荐才发表的。 



学校规定工作两年后可以报考研究生，但只能报考委托培养的研究生，毕业

后要回校任教，数学系的系主任很理解我们，希望我们有更好的发展，因此他和

分管校领导进行了沟通，给我们一次报考非委培研究生的机会。我的目标学校之

一是华东师范大学，我给王建磐博士写信，询问代数群是研究什么的，他回信说

是用代数几何方法研究群论，基础课包含交换代数，代数基础，代数几何，代数

群等，并欢迎报考。我的一名大学同学购买了阿提亚等著的《交换代数引论》，

所以对这门课有所了解，对其它课程一无所知。也从多份杂志上了解到，代数几

何是重要的研究方向，国内还处于研究的空白，著名数学家们都在呼吁尽快培养

这方面的研究生。王宽诚留学基金会发布了招生简章，选派留学生赴国外学习，

有一个名额就是代数几何方向的，考试科目包含交换代数，我也报名参加 1986

年暑假的王宽诚留学基金会的招生考试。 

研究生入学考试很顺利，那一年只考外语，两门基础课和一门专业课，考完

后我立即开始自学《交换代数引论》，准备留学生的选拔考试。春节过了不久，

我接到了华东师大的复试通知书，舒湘琴教授知道后，主动为我写了封推荐信，

她还特地请武汉钢铁学院的任德麟教授也为我写了封推荐信，密封后让我带给数

学系几何组的陈信漪教授，他马上转给了陈志杰教授。正常面试完了后，面试组

的老师让我简单地介绍了我发表的一篇论文的结果。6 月 23 日，肖刚老师给我

写了封信，建议我学习代数几何，并说他和陈志杰老师将是我的指导老师，并开

始指导我学习《交换代数引论》。 

六月份，光明日报等几家大报，大篇幅报道了华东师大的肖刚和郑伟安破格

晋升为教授和博士生导师的新闻，他们都在法国获得了国家博士学位，正常博士

学位拿到后授予的更高级别的博士学位，都是全国最年轻的教授，引起了轰动。

暑假期间我正好回湖北大学参加全省的一个代数会议，向孙继逊等老师汇报了将

去华东师大学习代数几何的情况，他们一致鼓励我努力学习，珍惜机会。我觉得

即使去了国外，也不一定能找到像肖老师这么有名的导师学习代数几何，因此就

放弃了王宽诚留学招生考试。 

4.硕士研究生学习阶段 

一、课程学习。 入学后，肖老师给我们学代数几何的 6 位同学布置了任务，

主要是课程学习，不久他就去美国普林斯顿高等研究院和加州伯克利的美国数学

科学研究所进行两年的访问，陈志杰老师负责教授代数几何的课程。我的交换代

数自学完了，导师就让我提前学习哈茨霍恩（Hartshorne）的《代数几何》第二

章，学起来并不像以前自学那样顺利，一个月下来才学习了两节，并且不能完全

理解背后的思想，后来才知道原因，我没有现代几何的基础，就是没有学过几何

概念“流形”。（通俗地说流形上没有办法建立一套整体的坐标系，比如球面，只

能在部分开集上建立坐标系，在两个坐标开集相交部分的点有两套坐标系，同一

点的两组坐标之间的变换是一些好的函数，这与之前学过的解析几何与微分几何

完全不同。）虽然学过平面射影几何（也称高等几何），射影平面是一个流形，但

学的时候完全没把它作为流形来看。代数几何研究的对象就是流形概念的推广。

比我高一届姓夏的学长是复旦大学微分几何方向的研究生，他和我有同样的感受，

在湖北大学时，有机会接受代数和分析方面好的教育，但基本上没有机会接触到

现代几何。目前一些数学系仍然需要解决几何课程弱的问题。 



学习整体微分几何课程时，我总希望把张量计算转化成我擅长的矩阵计算，

最终没有成功，做了无效的尝试，影响了课程的学习。后来才知道，张量运算与

矩阵运算相比是完全不同的新运算，是一类“立体矩阵”的运算，无法用（平面）

矩阵运算代替，正因如此，数学上才要研究张量运算。如果当时懂了这一点，熟

练掌握了几何上的张量运算，对我的研究工作应该很有帮助。 

二、研究三次覆盖 ─ 几何上的三次方程。肖老师在普林斯顿访问期间写信

给陈老师，让我研究 Miranda 于 1985 年发表的三次覆盖的文章，希望建立和二

次覆盖一样好的算法。 

复旦的杨劲根老师为我们讲授过二次覆盖理论的课程。所谓二次覆盖就是研

究方程 𝑧2 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 定义的空间代数曲面，由于曲面可以表示成两重平面， 

𝑧 = √𝑓(𝑥, 𝑦) ,           𝑧 = −√𝑓(𝑥, 𝑦) ,    

就称曲面为平面的二次覆盖。类似地，也有曲面的二次覆盖，简称为二次覆盖。

用十九世纪庞加莱，皮卡尔等人的语言，二次覆盖就是研究双变量的二次代数函

数。方程 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 定义了一条平面代数曲线 𝐵 , 称它为二次覆盖的分歧曲线，

因为曲面的方程在分歧曲线上有重根。二次覆盖完全由分歧曲线所决定，曲面的

奇点（即非光滑点）对应于分歧曲线的奇点。所谓二次覆盖的计算是指如下两种

计算， 

    1）正规化的计算：就是去掉多项式 𝑓(𝑥, 𝑦) 的重因子的计算。如果 𝑓 = 𝑔ℎ2 , 

𝑔 无平方因子，曲面 𝑧2 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 的正规化曲面就是指方程 𝑧2 = 𝑔(𝑥, 𝑦) 定义的

新曲面。 

2）二次变换的计算：如果空间原点是曲面的奇点，曲面 𝑧2 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 在原点

的二次变换曲面就是指新方程 𝑧2 = 𝑓(𝑥𝑦, 𝑦) 定义的曲面。  

交替运用两种简单计算，可以使得二次覆盖曲面变为光滑的，等价于分歧曲

线是光滑的，并且有公式计算代数曲面的不变量。后来人们称上述计算为二次覆

盖奇点的“典范解消”，它是研究代数曲面的一个重要工具。 

肖刚对二次覆盖的计算给出了非常好的算法，并用于代数曲面的研究。他的

博士论文就是用二次覆盖分类带有亏格 2 纤维化的代数曲面，作为 1137 号专著

在著名的数学讲座丛书（俗称黄皮书）中出版，这是大陆学者在该丛书中出版的

第一本专著（第二本是华东师大的时俭益老师出版的）。他还用二次覆盖的方法

构造出单连通正指数的代数曲面，否定了著名的分水岭猜想。著名的“肖氏斜率

不等式”就是用二次覆盖计算出来后，再推广到一般情形的。随后又用二次覆盖

的方法解决了代数曲面分类中的几个难题。 

鉴于二次覆盖的重要性，肖老师建议我研究三次覆盖，即方程 

𝑧3 + 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑧 + 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 

定义的代数曲面，研究奇点的解消算法和不变量的计算公式。 

Miranda 是系统研究三次覆盖的第一人，他用曲面上的秩 2 向量丛（2 维向

量空间的推广）构造三次覆盖。若干年后，我发现他实际上是用曲面上的二元三



次型的系数 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 的信息来描述三次覆盖，建立了三次覆盖与二元三次型之间

的对应关系， 

𝐹 = 𝑎 𝑋3 + 3𝑏 𝑋2𝑌 + 3𝑐 𝑋𝑌2 + 𝑑 𝑌3， 

其中 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 是 𝑥, 𝑦 的多项式。二元三次型有三个不变量，判别式 𝐷(𝐹) ，黑塞

 𝐻(𝐹) = 𝐴𝑧2 + 2𝐵𝑧𝑤 + 𝐶𝑤2 ，和雅可比 𝐽(𝐹) . 判别式的零点是三次覆盖重根的

轨迹，称为三次覆盖的分歧曲线。黑塞不变量的零点，即 𝐴, 𝐵, 𝐶 的公共零点，

是三次覆盖的三重根的轨迹。 

但二元三次型的系数不是整体量，其零点的几何意义不明显，作为构造三次

覆盖的数据，理论上可行，实际操作时会有困难，要研究奇点解消和不变量的计

算就更不方便。因此，我仍然喜欢用三次方程来描述三次覆盖，期待它将来有好

的应用。 

三、循环三次覆盖的研究。三次覆盖的研究比较困难，正规化的计算也很复

杂。当三次方程的系数是整数时，这就是代数数论的整闭包的计算，即计算三次

数域中的代数整数环的基（称为整基），三次数域是代数数论中的一个庞大的研

究课题。我花了很多时间来计算三次覆盖的正规化，只得到了部分结果。 

代数方向共有 8 名研究生，数论方向还有秦厚荣等两名学生，他们主要研究

二次型理论。我们在一起学习了很多课程，包括江迪华老师的代数数论课，关于

三次覆盖的正规化的计算，与江老师和秦厚荣有很多交流，由于某种原因我无法

参加期末考试，江老师就让我把三次覆盖正规化计算的结果整理出来交给他，代

替期末考试。 

后来我着手研究简单的三次覆盖，即循环三次覆盖，它的三次方程中没有一

次和二次项， 𝑧3 = 𝑓(𝑥, 𝑦)，正规化的计算就相对简单，先去掉 𝑓(𝑥, 𝑦) 中的三重

因式，只剩下单重因式和二重因式，然后可以很简单地写出整基。再结合二次变

换的计算，我发现三次循环覆盖也有“典范解消”，也就是说，有限次交替操作

后分歧曲线变成光滑曲线。也有和二次覆盖类似的不变量计算公式。  

    肖老师回国后，马上了解我们的学习情况和研究工作的进展，我告诉他一般

三次覆盖的进展不大，但发现三次循环覆盖和二次覆盖很类似，有奇点的典范解

消和不变量计算公式。他说一般的三次覆盖当然很难，不过循环三次覆盖是否有

这么好的结论要仔细检查，如果真有的话，别人应该早就发现了。让我第二天详

细汇报计算过程，听了我的汇报后，他断定结果是正确的，然后说下一步要像二

次覆盖那样寻找三次循环覆盖的应用，也研究一下高次循环覆盖。不久英国的 M. 

Reid 访问华东师大，他用中文给我们讲了几次课，我也向他汇报了我的结果。肖

老师在自然科学基金的申请书中，把利用三次循环覆盖研究代数曲面作为研究问

题之一。 

博维尔（A. Beauville）是肖老师在法国的导师之一，是代数曲面研究的顶级

专家，他的论文新思想多，擅长构造奇特代数曲面的例子。他利用二次覆盖得到

了几个非常漂亮的结果。一个非常有名的结果是他证明五次曲面上最多有 31 个

奇点，并构造了一个例子，它正好有 31 个奇点。他把二元域上的编码理论引入

到奇点个数的估计，这是一个很大的创新。论文是用法文写的，发表在一个会议

论文集里。肖老师找到了这篇论文让我研究。 



这年的寒假，我先回到武汉的姐姐家，没有急于回老家，熬了一个通宵读懂

了博维尔论文中的证明。像在大学期间做研究那样，我模仿论文的研究过程，用

三次循环覆盖代替二次覆盖，用三元域代替二元域，用尖点代替结点，将结点的

“偶集”概念推广成尖点的“3 可除集”，推广每个结论，包括将二元域上的编码

的结果，推广成三元域上的编码的结论，最后得到了完全类似的定理，解决了次

数不超过 5 的曲面上尖点的最大个数问题，结论如下： 

1) 三次曲面上最多有 3 个尖点，正好有 3 个尖点时，三次曲面的方程可以

化为 𝑧3 = 𝑥𝑦(𝑥 + 𝑦 + 1)，并且可以以 3个尖点为分歧点，构造三次曲面

上一个新的三次循环覆盖。这样的尖点集称为是 3可除的。 

2) 四次曲面（更一般地，K3 曲面）上最多有 9 个尖点，个数达到 9 时，9

个尖点是 3可除的。 

3) 五次曲面上最多有 20 个尖点，个数达到 20 时，其中一定有 15 个尖点是

3可除的。 

开学后，我在讨论班上汇报了这些结果，但没有个数达到最大的四次曲面和

五次曲面的例子。第二天上课之前，肖老师介绍了他构造的具有 9 个尖点的 K3

曲面的例子，他选择有 3 阶自同构的椭圆曲线 𝐸 , 考虑 𝐸 × 𝐸 上适当诱导的三阶

自同构，它有 9 个不动点，乘积曲面商去这个自同构就得到具有 9 个尖点的 K3

曲面。这个商映射就是以 9 个尖点为分歧点的新三次循环覆盖。另外，我们也得

知杨劲根教授证明：4 次曲面上不可能有 9 个尖点。是否存在有 20 个尖点的五

次曲面，目前仍然是一个未解决的问题。 

又过了一段时间，肖老师拿来德国波恩马普所所长希策布鲁赫（F. Hirzebruch）

的一篇预印本给我，里面有奇点最大个数估计的一般不等式，它就是带奇点的宫

冈-丘成桐（Miyaoka-Yau）不等式，它直接推出我得到的尖点个数的最大数，因

此这一部分结果就不是新结果，也就没有整理出来发表，也没有放在硕士论文中。 

作为第二个应用，我用三次循环覆盖研究代数曲面的典范映射。典范映射是

用代数曲面上的全纯微分 2-形式定义的映射。如果典范映射是一个一般有限覆

盖，覆盖的次数就称为曲面的“典范次数”。博维尔利用宫冈-丘成桐不等式证明： 

1）如果典范映射不保持微分 2-形式不变，那么曲面的典范次数最大为 36，

并且除了有限类代数曲面外，典范次数最多为 9.（称这样的曲面为第一类代数

曲面） 

2）如果典范映射保持微分 2-形式不变，那么典范次数最多是 9，并且除了

有限类代数曲面外，典范次数最多为 3.（第二类代数曲面）。 

肖老师在他的论文《高典范次数的曲面》中证明，除了有限类代数曲面，第

一类代数曲面的典范次数最多为 8. 已知的例子说明，第一类曲面的典范次数可

以是 2，3，4，6，8，16，次数为 3 和 16 的例子各有一个，其它几个偶数的例

子都有无穷多。 

关于第二类代数曲面，有很多典范次数是 1 的曲面，比如次数大于 4 的空

间光滑曲面。1930 年代，有人猜想第二类代数曲面的典范次数只能是 1. 几个著

名数学家（包括数论学家 D. Zagier）用不同的方法构造了一个典范次数为 2 的例



子。后来博维尔构造了无穷多典范次数为 2 的例子。其它的次数能否出现是一个

没解决的问题，几个代数几何学家在不同的文章中提出了下述问题， 

未解决问题（Open Problem）：第二类代数曲面的典范次数是否可以为 3？ 

肖刚猜想：除了有限类代数曲面，第二类代数曲面的典范次数最多为 2. 

我研究了第二类代数曲面，假设它的典范映射是三次循环覆盖，那么覆盖一

定是分歧在有限个尖点上的三次循环覆盖，就是来自 3 可除的尖点集。但是没有

找到例子，也没有在这种特殊情形下证出肖刚猜想。到目前为止，肖刚关于典范

映射的猜想仍然没有得到解决。 

上述结果是我 1989 年硕士论文的主要结果。论文中循环三次覆盖典范解消

的结果发表在 1991 年的《中国科学》（中文、英文）上。 

1999 年，我在以色列访问，有一天我看到德国数学家 Barth 于 1998 年发表

的一篇文章，他证明：K3 曲面上最多有 9 个尖点，正好 9 个时，它们是 3 可除

的。这就是上面提到的结果 2）。我把没有发表的结果整理出来发给他，他来信说

他们对我用三元编码研究尖点个数的方法很感兴趣，他和他的学生们在之后的研

究中就是采用了这个方法。我的相关成果一直没有发表，他们就只好引用我整理

出来的预印本。Barth 写了一篇文章，介绍代数曲面上结点和尖点的研究在编码

理论中的应用。 

5.博士研究生学习阶段 

1989 年 9 月，我免试直升进入博士研究生的学习阶段。肖老师正在为上海

科技出版社撰写一本《代数曲面的纤维化》的专著，他用自己汉化的 TeX 软件写

作，打印出来的书稿就像正式出版的一样。他给了我几页书稿，是他关于代数曲

面纤维化的基变换的一个猜想，希望寻找纤维化的不变量在基变换下的变化规律，

就是要证明一个不等式，希望我把它作为博士期间的研究问题。我在下面提及的

“肖刚猜想”都是指这个猜想。 

肖老师对二次覆盖、基变换和代数曲面的自同构群进行了大量复杂的计算，

并能从中找出规律，进一步发现出更一般的定理，这样取得的成果往往是人们意

想不到的，创新性非常强。他的这种精神对我的影响很大，碰到需要复杂计算的

问题时，我也不会回避，甚至期待有惊喜出现。 

肖刚猜想涉及到 𝑛 次循环覆盖 𝑧𝑛 = 𝑓(𝑥, 𝑦) 产生奇点的不变量的计算，他在

普林斯顿时已经做过大量计算，相关结果发表在德国的《数学杂志》上。我继续

了计算，这些计算对我的研究工作有非常大的帮助。 

我在研究肖刚猜想的同时，也很关注典范次数问题的研究。在硕士论文中已

经知道，要构造典范次数为 3 的第二类代数曲面的例子，我们需要构造 3 可除的

尖点集。 

一个例子突然让我觉得要仔细研究，就是三次曲面上的三个尖点一定是 3 可

除的，我是用编码理论证明该结论的，并且知道这样的曲面的方程很简单，可以

化为 𝑧3 = ℓ1ℓ2ℓ3 , 分歧曲线是 3 条直线 𝐿1, 𝐿2,  𝐿3，它们围成一个三角形，三个

尖点来自三角形的三个顶点。当时就想到 



问题：能否不用编码理论直接证明 3个尖点是 3可除的？ 

由于循环三次覆盖的奇点有典范解消算法，我就对它进行了计算，并且计算

了 3 次曲线 𝐿1 + 2𝐿2 在解消曲面上的原像，得到的结果正好是“3 个尖点是 3 可

除的”，原因就是 𝐿1 + 2𝐿2 的次数是 3 的倍数。 

如果把三条直线换成三条二次曲线 𝑄1, 𝑄2,  𝑄3, 每两条有 4 个不同交点，共

有 12 个交点。由 𝑧3 = 𝑞1𝑞2𝑞3 构造的曲面 𝛴 是平面的三次循环覆盖，分歧在三

条二次曲线上，覆盖曲面上有 12 个尖点，它们也是 3 可除的，因为曲线 𝑄1 + 2𝑄2 

的次数是 6，被 3 整除，因此可以以 12 个尖点为分歧点构造 𝛴 的三次循环覆盖，

得到曲面 𝑆,  它是平面的 9 次覆盖。由典范解消容易知道曲面 𝑆 是光滑的，由不

变量的计算可知曲面 𝑆 是第一类曲面，典范映射正好是这个 9 次覆盖，意外地得

到了典范次数是 9 的曲面，是一个新的例子，让我很激动。 

实际上我最开始的做法是在三角形的每个顶点处加一条直线，因此三条二次

曲线是退化的。我立即试了试在三角形的每个顶点处加 2 条直线，共 9 条直线，

有 27 个二重点（两条直线通过的点），3 个三重点（三条直线通过的点），以 9 条

直线为分歧曲线的 3 次循环覆盖曲面 𝛴 上有 27 个尖点，同理它们是 3 可除的，

以它们为分歧点构造的三次循环覆盖曲面 𝑆 是第二类曲面，典范映射正好是 𝛴 上

的三次覆盖，因此构造出典范次数为 3 的第二类代数曲面。美国的《数学评论》

的评论员说，这解决了一个长期悬而未决的问题。 

我并没有停止，由于花了一年的时间研究 𝑛 次循环覆盖的奇点解消和不变量

的计算，我立即试了试分歧在 5 条一般位置的直线 𝐿1, ⋯ ,  𝐿5 上的 5 次循环覆盖，

 𝑧5 = ℓ1 ⋯ ℓ5, 分歧曲线共有 10 个交点，五次循环覆盖曲面 𝛴 上有 10 个奇点，

因为 𝐿1 + 2 𝐿2 + 3 𝐿3 + 4𝐿4  的次数为 10，被 5 整除，所以 10 个奇点是 5 可除

的，以它们为分歧点可以构造 𝛴 的五次循环覆盖，得到光滑代数曲面 𝑆 ，计算知

它是第二类曲面，典范映射正好是 𝛴 上的 5 次覆盖，因此也构造出典范次数为 5

的第二类代数曲面。 

后来在上面构造的例子的基础上，进一步发现了一个第一陈省身数为 5，几

何亏格为 0 的一般型代数曲面，这也是当时人们试图寻找的新例子。再试了试更

高次数的覆盖，没有发现有趣的例子。 

我向肖老师、陈老师汇报了结果，当时他们一致认为计算正确，肖老师还

告诉我线性系计算的一个技巧，可以简化计算。第二天，肖老师给了我他写给

几位同行的一封信（当时还没有电子邮件），信的内容是介绍我构造的例子。信

中对 9 条直线的例子做了一点变动，使得三重点的个数可以超过 3 个，结论还

是不变，例子更多了。他告诉我，我可以用这些例子作为博士论文的结果，提

前一年毕业。并让我先把论文写出来，投出去发表。听到这个消息，我非常高

兴。 



 

我们虽然学过计算机编程软件，但很少接触计算机，因此我要先学会使用计

算机软件 WPS 输入文件，还要学会肖老师汉化的中文 TeX，第三是要学会肖老师

自己编写的画图软件 TeXdraw，我花了几个月打印好了论文，原来的题目是《具

有高典范次数的代数曲面的例子》，后来肖老师把题目改为《具有奇数次典范映

射的曲面》，顿时觉得题目更贴切，把例子的特点展现出来了，标题上也看不出

仅仅是构造了几个例子。论文投到德国的《数学年刊》，希策布鲁赫是编辑，很

快就接受了，由于没有经验，在第一次修改时忘记感谢审稿人，第二次修改时才

加上。 

三次覆盖专家 Miranda 给肖老师回信说我构造的例子是三次覆盖的极好的

（fantastic）应用。杨劲根教授从日本访问回来后告诉我，京都大学的森重文（Mori）

说看过我的论文，知道上海开始有研究代数几何的学生。在投稿论文第二次修改

时，英国的 Reid 寄来了意大利 Pardini 的论文预印本，她用阿贝尔覆盖的方法也

构造出典范次数为 3 的第二类代数曲面的例子，我立即把这篇文章加到了参考文

献中，代数组的邱森教授鼓励我说，这说明我研究的大方向是正确的。最近的论

文引用这些例子时，都会说现在已经是众所周知的例子。 

肖老师于 1991 年初去德国马普所访问，没有参加我的博士论文答辩，我很

幸运，博士的两年时间里，几乎每天可以与肖老师和陈老师见面，接受指导，

没有走弯路。3 月 8 日，他来信让我把有关论文初稿寄给他，包括三次覆盖的



计算公式，他准备在马普所介绍一下我的工作。我毕业后留校任教。在肖老师

和陈老师的推荐下，论文获得钟家庆数学奖，光明日报等报纸发布了新闻。 

 



 

6.肖刚研究代数曲面纤维化的背景介绍 

代数曲面纤维化的研究一方面是由于代数曲面分类理论的需要，另一方面又

受到数论丢番图问题研究的很大影响。实际上，庞加莱在 1891 年就建议用代数

曲面纤维化的理论研究常微分方程，近年来该研究也有很大进展。纤维化不变量

的系统研究是肖刚发展起来具有华东师大特色的研究，对中国代数几何的发展有

很大的影响，值得介绍一下这些研究的背景。 

一、参数曲线与代数曲面纤维化。代数曲面纤维化不变量的研究是肖老师的

特色研究之一，大致上说是用代数曲面中的参数曲线的不变量研究代数曲面的不

变量，起源于诺特、庞加莱等人在十九世纪发展的一套方法。给定一个代数曲面， 

𝑋:      𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 , 

如果把一个变量看作参数，比方说，𝑧 = 𝑡, 固定参数 𝑡 ，上述方程就定义了一条

平面曲线， 

𝐶𝑡:      𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 0 , 

它是代数曲面 𝑋 和平面 𝑧 = 𝑡 的交线。代数曲面就被分解成参数曲线的并。 

十九世纪中叶，黎曼用代数函数（复平面 ℂ 的有限次数的覆盖）和黎曼曲面

的方法，对代数曲线进行了精细分类，引进了数学上的第一个拓扑不变量“亏格”，

对固定亏格的代数曲线建立了漂亮的分类理论，即曲线模空间理论。 

紧黎曼曲面的图形是带有若干个洞的曲面，洞的个数就称为黎曼曲面的亏格。 

        



光滑代数曲线就是黎曼曲面。通过坐标的二次变换，任何奇异代数曲线都可以变

为唯一条光滑代数曲线，其亏格也称为原代数曲线的亏格。（注：我们所说的代

数曲线是复数域上的“曲线”，真实图形是 2 维的，即通常的曲面。同理，代数

曲面是复数域上的“曲面”，真实图形是 4维的。）直线、二次曲线的亏格总为 0，

光滑三次曲线的亏格为 1，奇异三次曲线的亏格为 0，对任何代数曲线，诺特建

立了其亏格的计算公式。 

庞加莱等人为了推广黎曼的定理到代数曲面，就将代数曲面分解成参数曲线

的并，以便利用代数曲线分类的深刻理论。 

黎曼曲面是代数曲线好的模型，代数曲面纤维化是参数曲线好的模型，它可

以这样得到，首先去掉参数曲线的公共分支，使得参数曲线没有公共的曲线，这

时参数曲线最多只有有限个公共交点，称为参数曲线的“基点”，通过对这些基

点做二次变换，可以使得不同参数对应的曲线不相交，我们就得到好的模型，即

代数曲面纤维化 

𝑓:   𝑆 → 𝐵  , 

它是代数曲面 𝑆 到代数曲线 𝐵 的满的全纯映射，参数 𝑡 ∈ 𝐵 的原像 𝐹𝑡  是参数对

应的曲线，称为纤维化的纤维，除了有限条纤维是奇异曲线外，其它的纤维都是

光滑的，具有相同的亏格 𝑔 ，称为纤维化的亏格，也是原始参数曲线的一个不变

量。亏格 0 的纤维化称为有理纤维化，曲面称为直纹曲面。亏格 1 的纤维化称为

椭圆纤维化，曲面称为椭圆曲面。 

代数曲面 𝑆 本身有不变量，比如，陈省身数 𝑐1
2(𝑆), 𝑐2(𝑆), 𝜒(𝒪𝑆) ，小平维数

 Kod(𝑆)，多重几何亏格 𝑝𝑛(𝑆) 等。并有诺特公式 𝑐1
2(𝑆) +  𝑐2(𝑆) = 12𝜒(𝒪𝑆). 宫冈

-丘成桐不等式就是 𝑐1
2(𝑆) ≤ 3𝑐2(𝑆) ，等价地，𝑐1

2(𝑆) ≤ 9𝜒(𝒪𝑆) ，除了几类有比较

好分类的曲面外，其它代数曲面都满足这个不等式。 

1960 年代，黎曼的光滑代数曲线分类理论得到了很大的发展，分类被推广

到“半稳定”奇异曲线，黎曼的曲线模空间得到了“紧化”（相当于把黎曼原来

的模空间的无穷远点也加进来了），导致参数曲线的一些新的不变量被发现，当

时还没有人给这些不变量取名字，我就称它们为“模不变量”（因为它们来自模

空间和模函数），最重要的模不变量是纤维化的陈省身数 𝑐1
2(𝑓), 𝑐2(𝑓), 𝜒(𝑓) ，分

别由模空间中的三个除子类定义，芒福德（D. Mumford）类 𝜅 = 12𝜆 − 𝛿 ，边界

类 𝛿，霍奇（Hodge）类 𝜆 ，我在以前的文章中，用 𝜅(𝑓), 𝛿(𝑓), 𝜆(𝑓) 表示这些不

变量，仅简单地称它们为纤维化的模不变量。在后来的研究中发现，这些不变量

可以推广到常微分方程，称为微分方程的“陈省身数”，为了统一，我后来就改

称它们为纤维化（或者参数曲线）的陈省身数。  

陈数都是非负有理数，衡量了光滑纤维之间的差别，也自动满足诺特公式， 

𝑐1
2(𝑓) + 𝑐2(𝑓) = 12 𝜒(𝑓) . 

1990 年代初，F. Serrano 引进了纤维化的一种新的典范除子，我称它为模典

范除子 𝐾(𝑓) ，利用这个除子，它定义了纤维化的小平维数 Kod(𝑓)，多重几何亏

格 𝑝𝑛(𝑓) ，这些不变量没有引起人们的足够重视，后来也被推广到了常微分方程，

才引起人们的注意。 



有理纤维化的陈省身数都是 0，椭圆纤维化的陈省身数的计算公式是日本代

数几何学家小平邦彦（K. Kodaira）在 1960 年代找到的，他对椭圆曲面的研究成

果也是他获得菲尔兹奖的成果的一部分。之后人们开始寻找亏格 2 纤维化的陈省

身数的计算公式，这时的代数曲面是直纹曲面的二次覆盖，有定义方程  𝑧2 =

𝑓(𝑥, 𝑦) ，日本数学家 Horikawa 和肖刚分别找到一个陈省身数的计算公式，这为

肖刚分类亏格 2 纤维化曲面提供了工具。 

二、参数曲线与数论中丢番图问题。数论中的丢番图问题是要研究一条代数

曲线上有多少有理点和整数点的问题，比如，费马大定理说 𝑛 ≥ 3 时方程 𝑋𝑛 +

𝑌𝑛 = 𝑍𝑛  没有正整数解，即代数曲线 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 = 1 上没有坐标是正有理数的点，

注意该费马曲线是光滑的，亏格为 

𝑔 =
(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

2
 .  

考虑一般的整系数不可约多项式 𝑓(𝑥, 𝑦) = ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 ,𝑖+𝑗≤𝑛  

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑎00 + 𝑎10𝑥 + 𝑎01𝑦 + 𝑎20𝑥2 + 𝑎11𝑥𝑦 + 𝑎02𝑦2 + ⋯ + 𝑎0𝑛𝑦𝑛 , 

系数 𝑎𝑖𝑗 都是整数。𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 定义的曲线 𝐶 上也有有理点个数的问题。如果平

面上点 𝑃 的坐标都是有理数，那么就称它为有理点。莫德尔（Mordell）提出了一

个著名猜想， 

莫德尔猜想：亏格至少为 2的曲线上有理点的个数有限。 

有理点的坐标可以写为 𝑃 = (
𝑎

𝑐
,

𝑏

𝑐
)，其中 𝑎, 𝑏, 𝑐 是没有公因子的整数。可以

定义有理点的高度 

ℎ(𝑃) = max  { |𝑎|，|𝑏|，|𝑐| } , 

数论学家希望建立亏格 𝑔 ≥ 2 的代数曲线 𝐶 上有理点的“高度不等式”，即寻找

只依赖与 𝐶 的常数 𝐻，使得 𝐶 上的有理点 𝑃 都满足不等式 

ℎ(𝑃) ≤ 𝐻 . 

如果高度不等式找到了，莫德尔猜想就证明了。如果还可具体求出常数 𝐻 ，那么

费马大定理也可以验证了。 

另一方面，参数曲线上也有丢番图问题。将参数曲线的定义多项式改写为 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝑥𝑖𝑦𝑗

𝑖+𝑗≤𝑛

 ， 

系数 𝑎𝑖𝑗(𝑡) 是复系数多项式，多项式定义了有理函数域 ℂ(𝑡) 的代数闭域 𝐾 上的

一条代数曲线，此时有理点为 𝑃 = (
𝑎(𝑡)

𝑐(𝑡)
 ,

𝑏(𝑡)

𝑐(𝑡)
) ∈ 𝐾2 ,  其中 𝑎(𝑡), 𝑏(𝑡), 𝑐(𝑡) 是没

有公因式的多项式，𝑃 的高度定义为  

ℎ(𝑃) = max  { deg 𝑎(𝑡)， deg 𝑏(𝑡)， deg 𝑐(𝑡) } , 



有理点 𝑃 落在曲线上的意思是 

𝑓 (
𝑎(𝑡)

𝑐(𝑡)
 ,

𝑏(𝑡)

𝑐(𝑡)
 , 𝑡) ≡ 0.  

参数曲线的亏格至少为 2 时，也有莫德尔猜想：其上有理点的个数有限。 

整数与一个变量的多项式有很强的相似性，比如都有因式分解，都有辗转相

除法。与参数曲线类比，丢番图问题中的参数是素数 

            𝑝 ∈ Spec ℤ = { 2, 3, 5, 7, ⋯ } , 

也有纤维化 𝜋: 𝐶 → Spec ℤ ，这时就把 𝐶 理解为“算术曲面”。参数 𝑝 所对应的纤

维是方程模 𝑝 的解集，  

                  𝐶𝑝 = { (𝑥, 𝑦) ∈ 𝔽𝑝
2   ∶   𝑓(𝑥, 𝑦) ≡ 0   mod 𝑝 }.   

人们希望在参数曲线的情形先证明莫德尔猜想，即建立参数曲线上有理点的

高度不等式。然后，将证明方法推广到数论的情形，如果成功，那么数论上将有

高度不等式，一些重大的数论问题就迎刃而解，比如著名的 ABC 猜想。 

1960 年代，前苏联的 S. Arakelov（阿拉克洛夫），P. S. Parshin（帕尔辛）等人

发现，参数曲线高度不等式问题，是代数曲面纤维化 𝑓:   𝑆 → 𝐵 的陈省身数的计

算问题，可以归结为建立陈省身数 𝑐1
2(𝑓) 或者 𝜒(𝑓) 的上界不等式。因此希望寻找

纤维化的陈省身数的计算公式。 

问题：给出纤维化的陈省身数 𝑐1
2(𝑓) 和 𝜒(𝑓) 的计算公式。 

数论中的丢番图问题与参数曲线的丢番图问题也有本质的差别，数论中的参

数是素数，是离散的，参数曲线中的参数是复数，是连续的，后者可以定义“微

分”d𝑡 , 前者没有相应的定义，这也是目前碰到的最大困难。要克服这种困难，

我们研究的不变量要尽量不依赖于参数。纤维化的陈省身数 𝑐1
2(𝑓) 和 𝜒(𝑓) 就是

不依赖于参数的不变量，可以在数论中使用，数论学家称 𝜒(𝑓) 为法尔廷斯（G. 

Faltings）高度。 

参数曲线 𝐶𝑡 的定义方程是由多项式 𝑓𝑡  给出的，多项式有因式分解 

      𝑓𝑡 = 𝑔1
𝑛1 ⋯ 𝑔𝑘

𝑛𝑘  , 

对应的曲线就可以写成一些分支的相加，𝐶𝑡 = 𝑛1Γ1 + ⋯ + 𝑛𝑘Γ𝑘 , 如果这些分支

的重数都为 1，𝑛1 = ⋯ = 𝑛𝑘 = 1 ，且 𝐶𝑡 = Γ1 + ⋯ + Γ𝑘 的奇点都是最简单的奇点，

称为结点（两个光滑分支正常相交产生的奇点），就称曲线 𝐶𝑡 是半稳定的。如果

纤维化 𝑓:   𝑆 → 𝐵 的所有奇异纤维都是半稳定的，那么就称纤维化是半稳定的。 

半稳定纤维化的陈省身数可以由曲面的陈省身数来计算， 

𝑐1
2(𝑓) = 𝐾𝑓

2: = 𝑐1
2(𝑆) − 8(𝑔 − 1)(𝑏 − 1),  

𝑐2(𝑓) = 𝑒𝑓: = 𝑐2(𝑆) − 4(𝑔 − 1)(𝑏 − 1),  

𝜒(𝑓) = Δ𝑓: = 𝜒(𝒪𝑆) − (𝑔 − 1)(𝑏 − 1). 

这里 𝑔 是纤维化的亏格，即光滑纤维的亏格，𝑏 是纤维化的底曲线 𝐵 的亏格。后



来人们把右边式子定义的不变量 𝐾𝑓
2 , 𝑒𝑓 , Δ𝑓 称为纤维化的相对不变量。当纤维化

是半稳定时，只要研究相对不变量即可，这时 𝑒𝑓 的计算非常简单，它就是奇异纤

维中奇点个数的总和。 

对半稳定纤维化，Arakelov 和 Vojta 分别建立了以下的不等式， 

Δ𝑓 ≤
𝑔

2
(2𝑏 − 2 + 𝑠),  

𝐾𝑓
2 ≤ (2𝑔 − 2)(2𝑏 − 2 + 𝑠). 

称为 Arakelov 不等式和典范类不等式，这里 𝑠 是纤维化奇异纤维的条数。 

肖刚在 1987 年对任意纤维化（不要求半稳定）建立了著名的斜率不等式， 

𝐾𝑓
2 ≥

4𝑔 − 4

𝑔
Δ𝑓 , 

当 Δ𝑓 ≠ 0 ，𝑔 ≥ 2 时，肖刚将 𝜆𝑓 =
𝐾𝑓

2

Δ𝑓
 称为纤维化的斜率，它在 2 和 12 之间。由

此可知，斜率不等式加上典范类不等式可以推出 Arakelov 不等式。特别地， 

                       2𝜒(𝑓) ≤ 𝑐1
2(𝑓) ≤ 12 𝜒(𝑓) , 

所以 𝑐1
2(𝑓) 和法尔廷斯高度 𝜒(𝑓) 是等量的“高度”。 

代数曲面纤维化的理论被推广到算术曲面，称为 Arakelov 理论。纤维化的陈

省身数、奇异纤维的条数、底曲线的亏格等在算术曲面上都有对应的定义。 

7. 肖刚猜想的解决 

一、肖刚猜想。在建立半稳定曲线的模空间理论时，德利涅（P. Deligne）和

芒福德证明通过适当的参数变换，𝑡 = 𝜋(𝑠)，可以使参数曲线在新的参数下变为

半稳定的参数曲线， 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝜋(𝑠)) = 0 , 

这里 𝜋(𝑠) 是新参数 𝑠 的 𝑛 次多项式。用纤维化的语言，就是存在适当的 𝑛 次覆

盖 𝜋: 𝐵 ̃ → 𝐵，称为 𝑛 次基变换，可以使得纤维化 𝑓:   𝑆 → 𝐵 在基变换下的拉回纤

维化 𝑓 ̃:   𝑆 ̃ → 𝐵 ̃是半稳定的，纤维化的亏格保持不变。这个过程称为纤维化的半

稳定约化。如果不要求拉回的纤维化是半稳定的，就称拉回的纤维化是原来纤维

化的基变换。 

大概从 1986 年起，肖刚就开始从不变量的角度研究半稳定约化。他找到了

一个只依赖于亏格 𝑔 的整数 𝑁𝑔 ，并证明对任何亏格 𝑔 的纤维化，存在次数不超

过 𝑁𝑔 的基变换，使得拉回纤维化是半稳定的，后来有人举例说明 𝑁𝑔 是最佳的。

然后，肖刚开始研究下述自然的问题， 

问题：纤维化 𝑓:   𝑆 → 𝐵 的不变量在 𝑛 次基变换下的拉回是如何变化的？ 

陈省身数不依赖于参数，在任何基变换下成倍增长， 



𝑐1
2(𝑓 ̃) = 𝑛𝑐1

2(𝑓), 𝑐2(𝑓 ̃) = 𝑛𝑐2(𝑓), 𝜒(𝑓 ̃) = 𝑛𝜒(𝑓) .  

肖刚经过复杂的计算，发现两个相对不变量满足下述不等式关系， 

𝐾𝑓 ̃
2 ≤ 𝑛𝐾𝑓

2,        Δ𝑓 ̃ ≤ 𝑛Δ𝑓 , 

他在专著《代数曲面的纤维化》中给出了详细证明，并猜想剩下的相对不变量也

满足不等式关系， 

猜想（肖刚）： 𝑒𝑓 ̃ ≤ 𝑛𝑒𝑓 .  

这就是肖老师给我的博士论文题目。 

二、肖刚猜想的证明。留校后，我继续研究肖刚猜想。相对不变量 𝑒𝑓 涉及到

曲面的第二陈省身数 𝑐2(𝑆)，它是一个纯粹的拓扑不变量，所以基变换的计算中

涉及到循环覆盖产生的奇点的拓扑不变量的估计，比如，奇点的米尔诺（Milnor）

数。计算异常复杂，我的一个师弟说帮我计算，我把厚厚一叠手稿拿给他，他一

看有 90 多页，马上说算了，你应该快算出来了。经过一年的研究，终于证明了

肖刚猜想。在讨论班上我介绍过证明过程，大家都觉得证明应该没有问题。1992

年暑假我写信给在巴黎访问的肖老师，告诉他证明的思路。 

肖老师回信说，证明思路很好，特别是使用米尔诺数是个很漂亮的想法，但

需要证实，请杨劲根老师看看证明是否正确。杨老师研究过有限覆盖的奇点，对

我的证明提了不少建议，并认为我直接从几何上看出循环覆盖的正规化是个有用

的方法。后来与张德琪合作计算正规化时再次避免了代数计算。 

肖老师在回信中还说，这是这个问题研究的第一步，以后需要做下去，他建

议了两个待研究的问题， 

问题 1：求出三个不等式两边的差，即计算 

𝐾𝑓
2 −

1

𝑛
𝐾𝑓 ̃

2,         𝑒𝑓 −
1

𝑛
𝑒𝑓 ̃,        Δ𝑓 −

1

𝑛
Δ𝑓 ̃ .  

问题 2：对高亏格情形的奇异纤维进行分类。 

由此可知，肖老师从量的角度研究半稳定约化是有全盘计划的。 

1960 年代，小平邦彦对亏格 1 的奇异纤维进行了分类，共 8 类，并计算了

每一类纤维对陈省身数的贡献，从而得到陈省身数的计算公式，第一陈数总为 0， 

𝑐1
2(𝑓) = 0，第二陈数 𝑐2(𝑓) 是光滑纤维 𝐹𝑡  的 j-函数 𝑗(𝑡) = 𝑗(𝐹𝑡) 关于参数的次数，

j-函数是一个模函数，来自椭圆曲线的 j-不变量。小平邦彦还用奇异纤维给出了

第二个计算公式， 

𝑐2(𝑓) = 𝑐2(𝑆) − 0𝜈(I) − 2𝜈(II) − 3𝜈(III) − 4𝜈(IV) 

                                          − 6𝜈(I∗) −  10𝜈(II∗) − 9𝜈(III∗) − 8𝜈(IV∗) .  

在随后的十多年里，几位日本数学家对亏格 2 的奇异纤维进行了分类，共有

100 多类，由于种类太多，无法像亏格 1 时那样找到陈省身数的计算公式。后来，

Horikawa 和肖刚利用二次覆盖，依据对不变量的贡献，简化了奇异纤维的分类，



只剩下 5 大类，然后利用二次覆盖不变量的计算公式，计算出每一类纤维对陈省

身数的贡献，从而发现了陈省身数和相对不变量的计算公式。 

后来，有人试图分类亏格 3 的奇异纤维，发现至少有 3000 多种。用这种方

式寻找不变量的计算公式已经不现实。肖刚的计划是试图通过研究奇异纤维对整

体不变量的贡献来做分类。 

8. 在德国马普所的访问：参数曲线不变量公式的发现与数论应用 

1993 年 10 月 15 日，我在入境签证到期前几个小时进入德国，开始了在波

恩马普所为期一年的访问。前几年的大量计算开始得到回报。 

 

马普所的所长是希策布鲁赫，他对代数曲面的研究贡献很大，由于他的大力

推动，代数曲面是当时非常活跃的研究领域。他用有限覆盖研究平面上的直线排

列，就是以这些直线为分歧曲线，构造特殊的有限覆盖，计算覆盖曲面的陈省身

数，利用宫冈-丘成桐不等式 𝑐1
2(𝑆) ≤ 3𝑐2(𝑆)，找到了直线排列中“多重点”个数

的一个非平凡不等式，构造了几个使等式 𝑐1
2(𝑆) = 3𝑐2(𝑆) 成立的代数曲面，由丘

成桐的定理，这样的曲面是球商曲面，当时知道的例子很少。宫冈在马普所访问

期间将宫冈-丘成桐不等式推广到带奇点的代数曲面，就是 3𝑐2(𝑆) −  𝑐1
2(𝑆) 大于

等于奇点的贡献量，它的一个应用就是对空间曲面上的奇点个数给出了一个上界

估计。希策布鲁赫写了一个预印本介绍如何计算奇点的贡献量，我在硕士研究生

阶段已经读过这篇文章。 

到研究所报到的当天，所长让秘书把我叫到他的办公室，先问我住在哪里，

是不是第一次离开中国，12 生肖中我是属什么的，等等，我的紧张情绪一下轻松

下来了。后来问我当时在研究什么问题，我说在研究肖刚的基变换问题，也在研

究博维尔关于奇异纤维个数的一个猜想。他向我介绍了当时在马普所访问的研究

代数几何的几个人，并说 Serge Lang 过一段时间要到访，他对代数曲面纤维化非

常感兴趣，让我和他多交流。 



在马普所访问的数学家，来自不同国家，不同方向，从学术报告，平常的交

流，很容易了解到其它方向的最新进展，很多和我年龄差不多的国外数学家都是

在马普所认识的。波恩大学的物理学家 Werner Nahum 在马普所有讨论班，也有

国内的物理学家到访马普所，比如理论物理所的郭汉英教授。陈省身先生在南开

大学召开了一次纪念周炜良和陈国才的学术会议，邀请了阿蒂亚作报告，他花了

半小时介绍 Nahum 方程。Nahum 的夫人把到访马普所的客人的夫人召集起来，

每周搞几次交流活动，在那里又认识了一些人。 

一、发现纤维化的陈省身数的计算公式。在波恩期间，全部的精力都在研究

肖刚提出的问题 1，寻找计算公式。有几天晚上通宵计算，白天睡觉，德国冬天

的白天时间短，连续几天几乎没有见到阳光。最后终于算出结果，感觉算透彻了。 

当基变换是半稳定约化时，拉回的纤维化是半稳定的，这时相对不变量就是

陈省身数，它是成倍增长的，问题 1 要计算的量就是 

𝐾𝑓
2 − 𝑐1

2(𝑓),         𝑒𝑓 − 𝑐2(𝑓),        Δ𝑓 − 𝜒(𝑓),  

我完全计算出每条奇异纤维 𝐹 对它们的贡献量 𝑐1
2(𝐹), 𝑐2(𝐹), 𝜒(𝐹) ，假设有 𝑠 条

奇异纤维 𝐹1, ⋯ , 𝐹𝑠 ，我实际上得到了纤维化的陈省身数的计算公式， 

𝑐1
2(𝑓) = 𝑐1

2(𝑆) − 8(𝑔 − 1)(𝑏 − 1) − ∑ 𝑐1
2(𝐹𝑖)

𝑠
𝑖=1 ， 

𝑐2(𝑓) = 𝑐2(𝑆) − 4(𝑔 − 1)(𝑏 − 1) − ∑ 𝑐2(𝐹𝑖)
𝑠
𝑖=1 ，  

 𝜒(𝑓) = 𝜒(𝒪𝑆) − (𝑔 − 1)(𝑏 − 1) − ∑ 𝜒(𝐹𝑖) 𝑠
𝑖=1 .   

当时我并没意识到这实际上解决了纤维化研究中的一个非常重要的基本问题。亏

格 1 时我们的公式正好是小平邦彦的著名公式，接下来的 30 多年中，人们一直

在寻找亏格至少为 2 时这样的公式，推广小平邦彦的结果。我把上面右边的量分

别记为 𝐼𝐾(𝑓), 𝐼𝑒(𝑓),  𝐼𝜒(𝑓)，因为它们刻划了纤维化的 isotrivial 性质，我就选择了

第一个字母 I 来表示。到了 1998 年，我在研究曲线模空间的斜率猜想时才意识

到它们就是人们关心的模不变量。到 2008 年，看到小平邦彦的公式后，才意识

到公式的重要性，是人们一直在寻找的公式。不过，这并不影响我用公式解决其

它问题。 

我没有对奇异纤维的量 𝑐1
2(𝐹), 𝑐2(𝐹), 𝜒(𝐹) 给出名字，从用的符号可以看出，

我实际上是想把它们称为奇异纤维的陈省身数。亏格 1 时的 8 类纤维的陈数都可

直接算出。对亏格大于 1 的奇异纤维，证明了它们的一些有趣性质，比如， 

1） （半稳定性的判别法） 陈数都是非负有理数，其一为 0当且仅当奇异纤

维是半稳定的。 

2） （诺特公式）  𝑐1
2(𝐹) + 𝑐2(𝐹) = 12 𝜒(𝐹) . 

3） （宫冈-丘成桐不等式）  𝑐1
2(𝐹) ≤ 2𝑐2(𝐹) ，等价地，𝑐1

2(𝐹) ≤ 8 𝜒(𝐹) ,并

且分类了等号成立的纤维。 

4） （典范类不等式）  𝑐1
2(𝐹) ≤ 4𝑔 − 4 .  

5） （斜率不等式猜想*）  𝑐1
2(𝐹) ≥  𝜒(𝐹) . 

这些计算导致了一些意想不到现象的发现，比如，由于奇异纤维的斜率不超



过 8，对任何斜率大于 8 的纤维化，如果它不是半稳定的，那么半稳定约化后，

斜率一定严格增加。作为奇异纤维典范类不等式的一个应用，我将半稳定情形的

典范类不等式推广到任意情形，只要把奇异纤维个数 𝑠 换成 3𝑠 即可， 

𝐾𝑓
2 ≤ (2𝑔 − 2)(2𝑏 − 2 + 3𝑠). 

结合肖刚的斜率不等式，也可将 Arakelov 不等式推广到非半稳定的情形， 

Δ𝑓 ≤
𝑔

2
(2𝑏 − 2 + 3𝑠) .  

评注：这项工作发表在德国的《数学杂志》上，杂志不是顶级杂志，标题也

不吸引人，能理解主要结果的人很少，造成后来三个国家的研究团队的重复研究。

1）2002 年在上海召开的代数几何卫星会议期间，有日本数学家介绍基变换下纤

维化不变量 𝑐1
2(𝑓) − 2𝑐2(𝑓) 的一个性质。2）2015 年在韩国 KIAS 参加会议期间，

有人告诉我，美国有个大学建立了一个网站，推动研究稳定约化与不变量的计算，

并说好像他们不知道我的公式。3）近年来，意大利一些人在研究 isotrivial 纤维

化的相对不变量的计算问题，就是陈省身数都为 0 的纤维化。我们的公式本质上

完全解决了这些问题。 

不过我自己也是在 2008 年看到小平邦彦的公式后才意识到公式的重要性，

正是由于有了这些公式，后来才将陈省身数推广到常微分方程，解决庞加莱 1891

年提出的问题，也推进了著名的雅可比猜想的研究。 

二、博维尔猜想的解决。半稳定纤维化 𝑓:   𝑆 → 𝐵 的 Arakelov 不等式为 

Δ𝑓 ≤
𝑔

2
(2𝑏 − 2 + 𝑠),  

左边的量大于 0，自然就有 2𝑏 − 2 + 𝑠 > 0 ，其中，𝑏 是底曲线的亏格，𝑠 是奇异

纤维的条数。当底曲线是射影直线时，𝐵 = ℙ1 = ℂ ∪ ∞ ，亏格 𝑏 = 0 ，这就说明

至少有 3 条奇异纤维。这些不等式可以看作是奇异纤维最小条数的估计。博维尔

和 Szpiro 研究了奇异纤维最小个数问题，排除平凡纤维化 𝑓:   𝐹 × ℙ1 → ℙ1， 博

维尔证明了下述定理， 

定理（博维尔，1979）：如果 𝑓:   𝑆 → ℙ1 是亏格 𝑔 ≥ 1 的非平凡半稳定纤维

化，则奇异纤维的个数 𝑠 ≥ 4 ，且个数等于 4时，Δ𝑓 = 𝑔 .  

猜想（博维尔，1979）：𝑔 ≥ 2 时， 𝑠 ≥ 5 . 

定理（博维尔，1981）：𝑔 = 1, 𝑠 = 4 时，共有 6 类纤维化，它们对应于 6

条模曲线。(还给出了参数曲线具体的定义方程)。 

用射影平面的齐次坐标来表示，其中一类的参数曲线的方程为 

  𝑋3 + 𝑌3 + 𝑍3 − 3𝑡𝑋𝑌𝑍 = 0,  

四条奇异曲线对应的参数是 1, 𝜔, 𝜔2, ∞ ，这里 𝜔 是三次单位根，𝜔3 = 1 . 通

过因式分解知道，每条奇异曲线是由三条不共点的直线组成。 

1992 年底，肖老师给了我一份代数曲面未解决问题的清单，都是他自己研

究过的问题或感兴趣的问题，并在每个问题后加上了评注：非常难，难，可以研

究。我是在这个清单上看到博维尔猜想的。 



来德国之前，我已经在 Lang 的《Arakelov 理论引论》中了解到 Vojta 的典范

类不等式，它和肖老师的斜率不等式结合起来就推出 Arakelov 不等式。博维尔自

己证明： 𝑔 ≥ 2, 𝑠 = 4 时，Arakelov 不等式等号成立，因此典范类不等式和斜率

不等式的等号同时成立。 

肖刚在 1987 年的文章中猜想，斜率不等式等号成立，可以推出曲面是直纹

曲面的二次覆盖，这个猜想被日本的 K. Konno 证实。因此，博维尔猜想的研究归

结为二次覆盖的研究，是我擅长的问题。 

1994 年春天，肖老师的问题 1 解决之后，我就来计算这个二次覆盖，先是

证明底下的直纹曲面很简单，就是 ℙ1 × ℙ1 ，分歧曲线也很简单，我把 4 条奇异

纤维的像加到分歧曲线上，以新的分歧曲线重新构造一个二次覆盖曲面，这个代

数曲面上就有一些简单奇点，再用带奇点的宫冈-丘成桐不等式，马上就得出纤

维化的亏格不超过 4. 因此除了亏格 2，3，4，已经证明了博维尔猜想。我马上发

电子邮件把结果告诉了在日本访问的博维尔，他在日本讲学时介绍了我的结果，

几个同行马上向我要预印本，但是我没有预印本，还只是手稿，还在继续排除剩

下的情形，我就传真和邮寄了手稿给他们。 

后来我把新二次覆盖修改为高次覆盖，同样的技巧就排除了 2，3，4 的情形。

同时构造了一个亏格 2 且有 5 条半稳定奇异纤维的例子，之前博维尔构造了一个

亏格 3 的例子。将这些结果整理出来，在马普所出了预印本。 

Essen 大学的 Esnault 和 Viehweg 来信要了预印本，也因此和他们建立了联

系，多次互访，联合申请基金委和 DFG 的合作交流项目，对中国代数几何方向的

年轻人的发展有很大的帮助。 

麻省理工学院的 Kovács 也来信要了论文的预印本，他说他希望研究高维情

形的奇异纤维最小个数问题。 

再后来，在研究高度不等式时，继续使用高次覆盖技巧，我发现 Vojta 的典

范类不等式是严格的，等号不能成立，结合肖刚的斜率不等式，Arakelov 不等式

也是严格的，这就直接证明了博维尔猜想。我把这个简化版本的证明放在公开的

预印本网站上。 

猜想的证明发表在《代数几何杂志》上，影响明显大一些。不认识的人第一

次给我发邮件，往往会说因为这项工作了解我的。 

研究近复结构（辛几何）的数学家和数论学家也关心所谓的 Szpiro 问题，即

半稳定纤维化的奇异纤维中奇点个数 𝑁 的最大值问题，这样的不等式称为 Szpiro

不等式。2001 年，博维尔写了一篇短文，用肖刚的斜率不等式把我的“严格典范

类不等式”改写一下就得到一个“严格 Szpiro 不等式”， 

𝑁 = 𝑒𝑓 < (4𝑔 + 2)(2𝑏 − 2 + 𝑠), 

博维尔拿他以前构造的一个例子来检验不等式，𝑏 = 0, 𝑔 = 3, 𝑠 = 5 , 𝑁 = 40，

不等式为 𝑁 < 42 ，已经很接近最佳估计。后来上海师大的徐万元和我合作给出

了进一步的改进，结果发表在《数论杂志》上。 

进一步的研究发现，奇异纤维个数还与曲面的小平维数有密接联系，比如，

与 García Zamora 和武汉大学的涂玉平合作证明：曲面的小平维数非负时，𝑠 ≥ 6，

https://mathscinet.ams.org/mathscinet/author?authorId=289685


涂玉平构造了 4 个例子，小平维数为 0，𝑠 = 6.  与吕鑫、左康、浙江大学的于

飞等合作证明：小平维数为 2时，𝑠 ≥ 7. 进一步合作研究发现了高维情形小平维

数与奇异纤维最小个数的最佳关系，审稿人说我们“完全解决了这个经典问题”。 

这些严格不等式的意义也超出了代数几何领域。1）博维尔的分类和我的严

格不等式说明，Arakelov 不等式等号成立，当且仅当底曲线是模空间中的“模曲

线”。2）德国的 Martin Möller 证明：法尔廷斯推广的 Arakelov 不等式等号成立，

当且仅当底曲线是模空间中的“Teichmüller 曲线”。3）左康-Viehweg 证明：他们

推广的 Arakelov 不等式等号成立，当且仅当底曲线是模空间中的“Shimura 曲线”。

特别地，涂玉平的例子构造了 4 条“Teichmüller 曲线”，这样的例子很稀少。模

空间中这些特殊曲线是数论和动力系统领域的数学家非常关注的研究对象。 

“严格典范类不等式”也很有意义。刘克峰教授用微分几何的方法给出了新

证明，并且发现球商曲面上的纤维化一定有奇异纤维，用多复变的语言来说，就

是两维球到单位圆盘的全纯映射一定有奇点，后来莫毅明教授与合作者将这一结

论推广到高维，高维球到低维球的全纯映射一定有奇点，并且有很多。 

陆俊、左康和我将典范类不等式推广到高维，在 3 维时，我们发现了一个涉

及到第三陈省身数的陈类不等式，引起《数学评论》的评论员的关注。 

总之，博维尔猜想的研究带来的后续发展超出了我的想象，推动了几个领域

奇异纤维个数问题的研究。 

三、Serge Lang 猜想的解决：最佳高度不等式的建立。1994 年春天，Serge 

Lang 访问马普所，我去办公室拜访了他。他是用代数几何方法研究数论丢番图

问题的主要推动者。他非常热情，了解到我是肖刚的学生，正在研究代数曲面纤

维化后，马上建议我试试是否可以找到好的高度不等式，并告诉我他的猜想。我

查了查，在假设半稳定的条件下，已经有几个高度不等式，都在竞相寻找最佳的

高度不等式， 

 

Lang 的猜想是 𝑑(𝑃) 的系数应该是亏格 𝑔 的一次函数，常数项 𝑂(1) 应该具体算

出来。后来我在他著的数学百科全书《数论》中找到了他的原始猜想。 

也是碰巧，研究这个问题的所有工具我都准备好了，带奇点的宫冈-丘成桐

不等式，半稳定约化不变量的计算等，我大概花了 10 天左右的时间就得到了不

等式，花了 20 天左右的时间成文。当纤维化是半稳定时，高度不等式为 

ℎ𝐾(𝑃) ≤ (2𝑔 − 1)(𝑑(𝑃) + 𝑠) − 𝐾𝑓
2, 

如果去掉纤维化的半稳定性要求，则只要把上不等式中的 𝑠 换成 3𝑠，不等式为 

ℎ𝐾(𝑃) ≤ (2𝑔 − 1)(𝑑(𝑃) + 3𝑠) − 𝐾𝑓
2. 



Lang 对不等式非常满意，和日本九州大学的翁林等几位参加算术几何会议

的人一起讨论了不等式，我对他们说的两点印象比较深，一是说常数项不仅具体

算出来了，而且是负的。另一点是不要求半稳定条件，方便应用。也通过他认识

了几位专家。在他 1995 年的评论性文章《莫德尔的评论，西格尔（Siegel）给莫

德尔的信，丢番图几何，与 20 世纪的数学》中，作为最新成果引用了我的这篇

文章，他还详细介绍了这一研究的数论意义。 

1997 年，数论学家金明炯（Minhyong Kim）写了一篇题为《高度不等式和典

范类不等式》的综述文章，专门分析上面的高度不等式，说从多方面来看不等式

都是最佳的。对平面 𝑑 次参数曲线，他用初等的形式表述高度不等式。  

 

 

 

2006 年和 2007 年，我们在华东师大组织了两次本科生和研究生的代数几何

暑期学校，邀请了国外多名著名数学家来上课，包括萧荫堂，张寿武，李骏，左

康，Esnault，Viehweg，Moriwaki 等，当时的年轻人袁新意，张伟和国内不少老

师也开了课，现在活跃在数学界的很多年轻人在暑期学校学习过。张寿武教授在

课堂上说函数域上最好的不等式差不多都是谈胜利建立的。 

虽然纤维化的各类最佳不等式都找到了，相关问题的研究因此停止了，但参

数曲线上有理点个数问题是值得研究的问题，公式和算法可以保证给定的参数曲

线上有理点都能找到，在人工智能时代，这应该是很有应用价值的数学理论，目

前缺乏一个引导性的问题和应用场景，值得探究。 

2019 年开始，我用微分方程的不变量完成了两个人工智能的国家项目，具

体就是将陈省身数引入到博弈论的研究，给每一个博弈系统定义其不变量陈数，

用不变量指导建立计算纳什均衡点的快速算法。人工智能的专家对我们的期望是，

数学家要主动将理论成果转化成人工智能成果，只有这样，才有可能在人工智能

领域带来颠覆性的技术革命，只是帮助他们改进算法远远不够。 

9. 在意大利 ICTP 的访问：三次覆盖正规化算法的发现 

1995 年 1 月 3 日，我离开德国波恩前往意大利的里雅斯特（Trieste）的国际

理论物理中心（ICTP）访问。在德国研究的问题都圆满解决了，现在准备选择一

个新的研究方向。 

研究中心大部分访问人员是物理学家，除了听数学的学术报告，我也经常会

去听听物理的报告，特别是像 Witten 这样既是物理学家也是数学家的报告。曲

线模空间也是物理学家经常提的数学名词，特别是研究超弦理论的人。感觉物理



学家和数学家很不相同，他们不大关心证明过程，更注重对一个数学结论的物理

解释。数学家刚刚开始注重超弦理论，他们又说理论过时了。 

一、曲线模空间的斜率猜想与 K3 曲面。在一个偶然的机会我了解到曲线模

空间上有一个“斜率猜想”，说是来自超弦理论，与“宇宙学常数”有关。我就

去查看原始问题。对亏格 𝑔 的曲线模空间，可以定义其斜率 𝑠𝑔 ,  

斜率猜想：𝑠𝑔 ≥ 6 +
12

𝑔+1
 , 等号成立，当且仅当 𝑔 + 1 是合数，或者 𝑔 = 1, 2. 

计算出斜率对了解模空间的几何非常有帮助。著名数学家的多篇文章计算了

斜率的值，亏格从 1 到 6，这些值分别为 12，10，9，8.5，8，47/6.  

另一方面，肖刚的斜率不等式是最佳的，等号成立一般纤维是超椭圆曲线，

即曲线是直线的二次覆盖。亏格 𝑔 ≥ 3 时，超椭圆曲线在模空间中只占少部分，

组成一个真闭子集，人们就开始研究非超椭圆纤维化斜率的下界，比如陈志杰证

明 𝑔 = 3 时，斜率下界为 3，𝑔 = 4 时，为 3.5. 这时一般的曲线是直线的三次覆

盖。人们也在研究最一般的曲线形成的纤维化的斜率下界的精确值 𝜆𝑔 ，实际上

 𝑠𝑔 = 12 − 𝜆𝑔 ，因此两个方向的研究者研究的问题是一样的。研究模空间用的纤

维化可以假设是半稳定的，因此斜率猜想就是计算一般纤维化的陈省身数。这个

问题的研究让我注意到我定义的纤维化的不变量 𝐼𝐾(𝑓), 𝐼𝑒(𝑓),  𝐼𝜒(𝑓) 就是纤维化

的陈数。 

亏格从 3 到 9，和亏格 11 的一般曲线都可以放在一个 K3 曲面中，因此我选

择其中的参数曲线，计算对应的纤维化，计算其陈数和斜率，马上发现这时斜率

猜想成立，并且，𝑔 = 7，8，9，11 时，𝑠𝑔 = 6 +
12

𝑔+1
 .  

亏格 10 是个例外，能放在一个 K3 曲面上的亏格 10 曲线在模空间中组成一

个超曲面 𝒦 ， 

𝒦 ≡ 7𝜆 − 𝛿0 − 𝑏1𝛿1 − ⋯ − 𝑏5𝛿5 , 

系数之比已经出现 7 = 7/𝑏0，只要算算其它 4 个系数，就可以说明这个超曲面的

斜率很有可能是 7，由模空间斜率的定义，𝑠10 = 7 ，斜率猜想不成立。这是我在

1998 年的论文中建议的反例。多年后，哈佛大学和普林斯顿大学的两位年轻人

合作计算出这四个系数，证实了我的猜想，给出了斜率猜想的第一个反例。 

斜率猜想是 Harris 和 Morrison 在 1990 年的文章中正式提出来的。研究模空

间的人当中，很少有人知道我发表的结果，因为我不是这个圈子的。我自己也没

有继续研究这个问题。几年后，在麻省理工学院的讨论班上，有个学生提了一下

我的结果，当时包括 Harris 本人也不知道，有人就发邮件给我询问其中的计算，

并说我之前应该告诉 Harris 我的结果。我的这篇文章开始引起人们的注意。  

黄孝军教授告诉我，有一次在普林斯顿大学数学系，看到一个年轻人在读我

的文章，就告诉那人作者是自己的朋友，估计就是这篇文章。 

我的一个同事从美国回来之前，导师问他到哪个学校，说这个学校我知道，

几年前他也发现可以用 K3 曲面研究斜率猜想，跑去告诉 Harris 计算结果，最后

得知 10 年前华东师大已经有人发表了同样的结果。 



从曲线模空间最新的研究成果看，K3 曲面的几何对斜率猜想和模空间的几

何有本质的影响，不是一个偶然因素。这也算是我对这个领域的一点小贡献。 

二、哈茨霍恩猜想与三次覆盖。硕士阶段我研读了 Miranda 三次覆盖的文章，

知道任何秩二向量丛都可由一个好的三次覆盖构造出（允许相差一个“倍数”），

也就是说秩二向量丛由一个三次方程决定，可以用三次方程研究秩二向量丛，这

是一个朴素的想法。 

1970 年代，代数几何中有一个著名的哈茨霍恩猜想， 

哈茨霍恩猜想：维数 𝑛 ≥ 7 的射影空间 ℙ𝑛 上，秩二向量丛 𝐸 都是分裂的，

也就是说是两个秩 1向量丛的直和，𝐸 = 𝐿 ⊕ 𝑀 .   

这个猜想至今未解决，向量丛的分裂性与乘一个“倍数”无关，因此可以假

设向量丛来自三次覆盖。我决定用三次覆盖的方法研究一下这个猜想，把问题归

结为研究三次方程 

𝑧3 + 𝑔(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛)𝑧 + 𝑓(𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛) = 0 , 

两个系数 𝑓 和 𝑔 是 𝑛 个变量的多项式。不妨设 𝑔 ≠ 0 , 否则向量丛自动分裂。 

第一个难题就是秩二向量丛是如何从三次方程构造出来的？等价于要计算

三次覆盖的“正规化”，我们知道这是一个很复杂的问题，只有在三次数域上（就

是三次方程的系数为整数时）有相关的计算结果可以参考，但是结果很不相同。 

我又一次沉浸于复杂的计算之中，晚上安静，又通宵演算。当时夫人在中心

的图书馆上班，每天早上把算的结果给她，她下班后在中心的电脑上输入成 TeX

文件，编译好后打印带回来。不知经过了多久，终于把正规化计算出来了。 

正规化算法： 

1） 先把系数的“多余因式”𝑝 去掉，把方程变为“极小”，即没有多余因式。 

所谓多余因式就是满足 𝑝2 | 𝑔, 𝑝3 | 𝑓 的因式 𝑝 .  通过变量代换 𝑧 = 𝑝𝑧′ 可

以去掉多余的因式。这个过程不影响正规化的计算结果。 

2） 对极小三次方程的系数做因式分解  

𝑔 = 𝑎1𝑎2
2𝑏1𝑎0,       𝑓 = 𝑎1𝑎2

2𝑏1
2𝑏0 , 

其中，𝑎1 , 𝑎2, 𝑏1 无平凡因式，𝑎0 , 𝑏0 互素。这样的分解是唯一的。 

3） 计算三次方程的判别式 4𝑔3 + 27𝑓2，去掉 4𝑔3 和 27𝑓2 的公因式，结果

记为 𝑐 ， 

           𝑎 = 4𝑎1𝑎2
2𝑎0

3 ,       𝑏 = 27𝑏1𝑏0
2 ,       𝑐 = 𝑎 + 𝑏, 

注意，𝑎, 𝑏, 𝑐 没有公因式。 

4） 对 𝑐 做因式分解 𝑐 = 𝑐1𝑐0
2 ,  其中 𝑐1 无平方因式。 

三次覆盖所有信息全部包含在上面的因式分解中。 

算法的应用： 



 （三次覆盖的 𝑎𝑏𝑐 数据）由极小三次方程可以得到互素的多项式 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 满

足𝑎 + 𝑏 = 𝑐 .  反之，给定这样的  𝑎, 𝑏, 𝑐 ,  通过分解  𝑎 = 4𝑎1𝑎2
2𝑎0

3 ,    𝑏 =

27𝑏1𝑏0
2 ， 可以求出极小三次方程的系数 𝑔 = 𝑎1𝑎2

2𝑏1𝑎0,   𝑓 = 𝑎1𝑎2
2𝑏1

2𝑏0 . 因

此下述对象等价。 

1．三次覆盖。 2. 极小三次方程。3. 互素的 𝑎, 𝑏, 𝑐 , 满足 𝑎 + 𝑏 = 𝑐 . 

 （秩二向量丛的方程） 全分歧曲线（覆盖在其上有 3 重根）的定义方程是

 𝑎1𝑎2 = 0 ，简单分歧曲线（覆盖在其上有 2 重根和单重根）的定义方程为

 𝑏1𝑐1 = 0 .  正规化和秩二向量丛，都是下方程的解（解为多项式），  

                          𝑓1𝑋 + 𝑓2𝑌 + 𝑓3𝑍 = 0.   

其中 (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = (2𝑎0𝑎2, 3𝑏0, 3𝑐0) .  历史上称为 Syzygy 方程。 

 （奇点的典范解消）1999 年 7 月到 2000 年 7 月，在以色列巴伊兰大学访问

期间，又发现了三次覆盖的“典范解消”和“不变量的计算公式”。 

利用三次覆盖数据 𝑎 + 𝑏 = 𝑐 计算奇点解消非常方便，对分歧曲线的奇点作

二次变换，直接在等式上 𝑎 + 𝑏 = 𝑐 上作即可，𝜎∗𝑎 + 𝜎∗𝑏 = 𝜎∗𝑐 ，去掉公因

式，就得到新的三次覆盖的定义数据  𝑎′ + 𝑏′ = 𝑐′. 有限步后，分歧曲线

  𝑎1𝑎2𝑏1𝑐1 = 0 变为光滑曲线，三次覆盖曲面也变为光滑曲面，所以，与二次

覆盖和三次循环覆盖一样，任意的三次覆盖也有典范解消。 

注意有理函数 𝑗 =
𝑎

𝑐
 就是椭圆曲线  𝑦2 = 𝑥3 + 𝑔𝑥 + 𝑓 的 𝑗 不变量。三次覆盖

也由其 𝑗 不变量唯一决定，称为三次覆盖的 𝑗 函数。三次覆盖的典范解消与

 𝑗 函数的奇点解消一致（见后面的参数曲线和常微分方程的奇点解消与不变

量的计算）。代数曲面上任何非常数有理函数都能作为某三次覆盖的 𝑗 函数。 

2019 年，Kresh 和 Chinkel 将结果推广到高维，证明高维时也有奇点的典范解

消。注意，四次时，即使是循环覆盖，也不存在典范解消。 

依据代数曲面三次覆盖的奇点解消，可以给出不变量的计算公式。 

 （循环覆盖的刻划）三次覆盖是循环覆盖当且仅当没有简单分歧曲线，且 
 𝑏0

𝑐0
 

是代数曲面上的有理函数（Shioda 和张德琪提醒后才找到这个条件）。 

因此，任何秩二向量丛可以由三个多项式构造出来。维数 𝑛 ≥ 3 时，这种方

法构造的向量丛有奇点，因此，要构造出没有奇点的向量丛，对三个多项式有条

件限制，这个条件也容易找到，很初等的条件。这样就把哈茨霍恩猜想转成三个

多项式的一个初等猜想，不过仍然困难（缺少好的算法）。（哈茨霍恩猜想收录在

《10000 个科学难题》，数学卷）。把这些结果整理出来，做成 ICTP 的预印本。 

用三次覆盖将哈茨霍恩猜想转换成另外一个同样困难的初等猜想，想证明哈

茨霍恩猜想的努力算是失败了。一直到 1999 年，才把正规化的计算部分整理出

来发表，哈茨霍恩猜想只能在最后提一提，完全看不出猜想是正规化计算的动机。 

评论：虽然越来越多的人开始将三次覆盖的算法作为工具研究代数曲面，但

三次覆盖的神秘面纱还远远没有被揭开。例如，代数曲面上三次覆盖的存在性问

题还未解决。代数曲线类似的问题叫“黎曼存在定理”，扎里斯基研究过平面上



一般覆盖的存在性问题，答案都和拓扑学的基本群有关。 

问题 1（三次覆盖的存在性问题）：给定曲线 𝑎1 = 0, 𝑎2 = 0, 𝑏1 = 0, 𝑐1 = 0 ，

什么条件下存在三次覆盖以它们为分歧曲线，即下不定方程在代数曲面上有解 

 𝑎1𝑎2
2𝑋3 + 𝑏1𝑌2 = 𝑐1𝑍2 .  

更对称一点的表述：𝑎 没有立方因式， 𝑏 和 𝑐 没有平方因式，它们两两互素，问

不定方程 

𝑎𝑋3 + 𝑏𝑌2 + 𝑐𝑍2 = 0  

何时有互素的解？有解的话，有多少解？即有多少不同的三次覆盖存在。 

    我在 2011 年的一篇文章中研究了一般三次覆盖的存在性问题，这时没有全

分歧曲线，所以 𝑎 = 1，简单分歧曲线 𝐶 是不可约曲线，奇点都是尖点，不妨设

 𝑏 = 1，曲线 𝐶 的定义方程为 𝑐 = 0 ，不定方程 

 𝑋3 + 𝑌2 + 𝑐𝑍2 = 0  

有解的充分必要条件是： 𝐶 为偶曲线，且尖点集是 3 可除的。数论中有类似问

题的研究，也是要求分歧在素数上。 

问题 2（三次覆盖稳定性问题）：三次覆盖有一个自然的秩二向量丛（可能

有奇点，此时向量丛称为秩二自反层），有稳定性的概念，特别是有 Bogomolov

不等式，将这些深刻结果转换成三次覆盖的性质。 

问题 3（三次覆盖的基变换问题）：从三次方程的求根公式可以看出，系数

开平方，再开立方，就可以解出方程的根。用三次覆盖的语言，作底的二次覆盖

𝑤2 = 𝑏1𝑐1 , 称为二次基变换，拉回的三次覆盖变为循环覆盖，因此原来覆盖的

向量丛的拉回变成分裂的，分裂成 𝐿− ⊕ 𝐿+ , 试用这个经典理论研究三次覆盖和

秩二向量丛。Donaldson 理论与 Seiberg-Witten 理论之间出现过类似现象。 

问题 4（三次覆盖的数值不变量）：三次覆盖的 𝑗 函数是三次覆盖的不变量，

它定义的参数曲线 𝑗 = 𝑡 有不变量：小平维数 Kod(𝑗) ，几何亏格 𝑝𝑛(𝑗) 和陈省身

数 𝑐1
2(𝑗), 𝑐2(𝑗), 𝜒(𝑗)，也是三次覆盖的数值不变量。问三次覆盖与它的数值不变

量之间有什么深刻的关系？ 

问题 5（三次覆盖非平坦点的计算）：高维时三次覆盖的秩二向量丛可能有

奇点（称为三次覆盖的非平坦点），如何求奇点集合的定义方程？（与哈茨霍恩

猜想有关的算法问题。） 

另外数论上的 𝑎𝑏𝑐 猜想是模拟单变量多项式方程 𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥) = 𝑐(𝑥) 的结

论，后者在几何上几乎是平凡的结论，也许多变量时的方程  

𝑎(𝑥, 𝑦) + 𝑏(𝑥, 𝑦) = 𝑐(𝑥, 𝑦) 

的相应结论和证明方法可以为数论上的 𝑎𝑏𝑐 猜想提供有价值的参考。 

陈志杰教授很早就一直跟同事们说，三次覆盖是一项重要的工作，发表在会

议论文集上很可惜，得不到现在评价体系的认可。从现在越来越多的人开始使用

这个工具来看，陈老师说的没错。 



从数学上来讲，三次方程还有那么多基本问题没有解决，的确值得我们重视。

数论上的三次方程（椭圆曲线）已经受到高度的关注，几何与拓扑上的三次方程

同样应该受到关注，更何况二者是密切相关的。 

10. 在美国 MSRI 的访问：代数曲面的沙勒定理的发现 

在王宽诚基金会的资助下（陈省身为我申请的），1996 年 3 月初我到美国数

学科学研究所（MSRI）访问三个月，参加多复变年和代数几何的活动，见到了几

个老朋友，也认识了不少新朋友。 

在讨论班上，我做了两次报告，介绍了正规化的计算和在向量丛上的应用。

第二次报告结束后，一名德国来的向量丛专家告诉我，秩二向量丛可以用三个多

项式构造出不是一个新结论，可以抽象的证明，当然，也可能由三次方程来的多

项式有一些特殊的性质。因此，这条路彻底走不通了，我就放弃了哈茨霍恩猜想

的研究。 

用三条曲线在代数曲面上构造秩二向量丛不会产生奇点，因此我就试着计算

这样构造的向量丛的陈省身数。当时秩二稳定向量丛 𝐸 的 Bogomolov 不等式

 𝑐1
2(𝐸) ≤ 4𝑐2(𝐸) 在代数曲面的研究上非常有效，即所谓的 Reider 方法。我把不

等式应用到 3 条平面三次曲线构造的向量丛上，得到了一个意想不到的结论，得

出三次曲线著名的沙勒（Chasles）定理：假设两条三次曲线相交于 9个点，如果

第三条三次曲线通过 8个点，它一定通过第 9个点。我立即把相关的计算推广到

代数曲面 𝑆 上， 

Δ = 𝐴 ∩ 𝐵 − 𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶 , 

                     𝐿 = 𝐴 + 𝐵 − 𝐶 

利用 Bogomolov 不等式，得到和 Reider 方法一样的限制条件。Reider 方法说，

如果有限点集 Δ 对相伴线性系 |𝐾𝑆 + 𝐿| 中的代数曲线没有给出独立条件，那么可

以找到次数低的曲线通过 Δ . 用 Reider 方法可以证明代数曲面上的 Fujita 猜想。

利用我们的方法，可以将沙勒定理推广到代数曲面。在平面上更容易理解这些结

论。假设 𝑘 = ℓ − 3 ≥ 0 .   

Fujita 猜想：任何 𝑘 + 1个点对 𝑘 次代数曲线总给出了𝑘 + 1个独立条件。 

沙勒定理的推广：假设一条 𝑚 次曲线和一条 𝑛 次曲线有 𝑚𝑛 个交点，第三条

曲线的次数为 𝑚 + 𝑛 − ℓ ，如果第三条曲线通过其中的 𝑚𝑛 − (ℓ − 2) 个交点，那

么它一定通过所有点。  

当 ℓ = 3 时，这个推广的定理称为 Cayley-Bacharach 定理。我把相关结果整

理出来了，准备投出去发表。 

受朱永昌教授的邀请，回国时路过香港，访问了香港科技大学。日本京都大

学的代数几何学家 Ueno 结束大陆的访问后，正好在香港大学访问，莫毅明教授

让我去他的办公室，与 Ueno 教授见一面，讨论一下去京都大学访问的事情，有

一位支持中日友好的日本女士捐赠了一笔经费，资助中国学者访问日本。 

11. 回国开设本科生代数几何选修课 



1996 年 6 月初，我从香港回到上海。肖老师也正好在上海，他和陈志杰老

师负责一项天元基金，专门用于代数几何的学术交流。他们组织了一周的学术交

流会，四个上午留给我作报告，这要讲很多东西，刚回来还没有时间准备，又只

好熬夜，每个晚上大概睡 2 个小时。最后一次我讲了将 Cayley-Bacharach 定理推

广到代数曲面的结果，虽然出发的条件不一样，但用的工具和所得结论与 Reider

方法中的一模一样。肖老师立即说“这两类结果肯定是等价的”，就是 Fujita 猜

想和 Cayley-Bacharach 猜想等价，但这是两类性质完全相反的问题，虽然都是线

性方程组的问题，前者的结论是至少有多少方程是独立的，后者的结论是至少有

多少个方程是多余的。 

回来后还完成了几件事。先是国家杰出青年基金申请的答辩，因为是学校第

一个进入答辩的，各方面都很重视，我在北京答辩的当天，陈老师代我到学校答

辩，破格申请教授。第二天吴文俊先生让我们几位答辩的老师去系统所做了学术

交流，回上海后吴先生让我写了一份研究工作总结给他。暑假期间还参加了 10

月份基金委在桂林召开的青年基金获得者成果汇报会，由于汇报时间只有 20 分

钟，就罗列式的汇报了正式发表的成果。 

参加了 11 月在华东师大召开的“第六届全国代数会议”，并作了大会报告，

也在年底召开的上海市数学会年会上做了报告。报告的内容是从平面几何里共点

共线的 Pappus 定理和帕斯卡定理出发，再到三次曲线的沙勒定理，高次曲线的

Cayley-Bacharach 定理，一直到在代数曲面上我自己的推广。正好在当年，Eisenbud，

Green，Harris 在美国数学会通报上发表了一篇综述文章《Cayley-Bacharach 定理

和猜想》，使我对这个问题的历史起源有所了解，定理成立的代数原因是多项式

代数的 Gorenstein 性质。 

我申请为本科生开设代数几何选修课，当时陈老师让我再考虑一下，这么难

学的课，国内外又没有现成的教材，有可能吃力不讨好。数学系倒是很快就批准

了，课程还是开出来了，期末考试题目有点难，陈老师又提醒，今后不要考这么

难，会打击学生学习的积极性。按照陈老师的指点，后面几年课程开设很顺利，

大部分年份有 60 多学生选，最多时有 80 多人。 

12. 访问德国埃森大学：两个猜想的等价性证明 

1997 年 2 月，应 Esnault 和 Viehweg 的邀请，我到德国埃森（Essen）大学访

问。 

Esnault 关注抽象代数几何的研究，偏向在正特征域和数论上的应用。她说在

法国研究具体代数几何的人不多，博维尔和肖刚是个例外。有一次我拿了两篇法

语的论文去问她问题，其中一篇是庞加莱的，她直接把另一篇文章拿去放在边上，

说这篇不用读，就读庞加莱的文章就够了。还有一次有人希望讨论庞加莱关于“正

规函数”的文章，她立即推荐我来读，说实话，我当时还没有仔细读过庞加莱的

文章。受她的影响，我特地收集了庞加莱关于代数曲面的论文。 

Viehweg 问我能否用霍奇结构把奇异纤维个数的博维尔猜想重新证明一下，

他并没有说明为什么要这样做，我也没放太多注意力在这个问题上。后来，从他

和左康持续的合作研究中了解到，他们是要研究高维纤维化类似的问题，高维时

没有好的不变量计算公式，要仔细研究霍奇结构。Viehweg 也很关心 Fujita 猜想，

https://mathscinet.ams.org/mathscinet/article?mr=1376653


因为他的一个定理是研究猜想的主要方法之一。 

我当时的注意力在 Cayley-Bacharach 猜想与 Fujita 猜想的等价性上面。这项

研究与我之前的研究性质完全不同，这是纯理论方面的，要通过“上同调理论”

建立它们的联系，一个表现为低阶上同调，一个表现为高阶上同调，通过上同调

为零的技巧，建立起它们之间的“对偶关系”，因此等价。花了大半年的时间完

成了证明。 

埃森大学的代数几何、数论、交换代数都有很强的研究队伍。数论方面有格

哈德·弗雷（Gerhard Frey）教授，他是建立费马问题与椭圆曲线联系的第一人，

它为费马大定理的证明指出了一条全新的途径，Wiles 沿着这条路劲最终完成了

证明。没有弗雷的工作，按照法尔廷斯的说法，费马问题二十年内不可能被解决，

相比之下知道弗雷的人并不多，说明数学界并不重视原始创新，更重视解决难题，

要是在物理学界，得诺贝尔奖的有可能是弗雷。三个方向的老师在一起开讨论班，

每次参加的人都很多。我在讨论班上介绍了等价性的证明。 

研究这两个猜想的团队是独立的，Cayley-Bacharach 猜想主要是交换代数团

队在研究，Fujita 猜想主要是代数几何与复几何团队在研究。两边都有哈佛大学

的著名数学家在推动。以前都认为平面几何中的共点、共线问题是用来训练思维

的，在现代数学中没什么作用，现在看来它和代数几何最核心的问题是等价的。

后来，一些人也会从平面几何共点共线问题开始介绍 Fujita 猜想。 

1997 年底，我将论文投稿了，一周后就有人与我讨论这篇文章，主要是让我

把他的三篇文章加在我的参考文献中。我当时只同意加一篇，说另两篇关系不大，

就没有加。论文审了一年半也没有回音，我写信问编辑，编辑说催了审稿人很多

次都没有回复。最后编辑换了一个审稿人，很快就接受了。 

Viehweg 和我仔细讨论了等价性的证明，发现有限个点不一定要求是曲线相

交得来的，向量丛的截面的零点也可以，证明方法类似。这样发现向量丛也有

Cayley-Bacharach 性质。之前 Griffiths 和 Harris 在一个点的特殊情形发现过这个

性质。我们合写了这篇短文，本来我写的文章开头是“本文推广…”，Viehweg 把

它改为“本文介绍和推广…”，说这样写对我有利。上海师大的孙浩发现有限个点

也不必来自向量丛截面的零点，将定理推广到更大范围。湖南大学的李木林用微

分几何做了更进一步的推广，后来 L. Ein 等人对李木林的定理给出了代数几何证

明。 

与 Viehweg 还讨论了通过代数曲面的 Cayley-Bacharach 定理去证明 Bloch 猜

想，至今还保留着讨论时他留下的草稿。 

1998 年，花了大半年的时间研究高维时的 Cayley-Bacharach 猜想，感觉找到

一个证明，Viehweg 访问上海时，我讲给他听，最后他发现了证明中的错误，这

一年没有发现数学上的新结果。 

应 Ueno 教授的邀请，10 月份开始访问京都大学三个月。在讨论班上，我介

绍了两个猜想的等价性证明。每次的讨论班森重文都来参加，中午还一起去餐馆

吃饭。这期间还访问了名古屋大学，参加代数几何年会和在奈良召开的数学大会。

有一次在讨论班上轮流签字，我以为是第二天讨论班之后一起吃饭签字，就签了。

某一天晚上，他们打电话让我快下来去参加传统节日晚会，我说我不知道有这个



晚会，对方说我签过字，我作为唯一外国客人参加了，免了我一个人的单。 

13. 以色列巴伊兰大学访问：三次覆盖典范解消算法的发现 

1999 年 7 月，应 Mina Teicher 教授的邀请到以色列巴伊兰大学访问。 

 

Teicher 教授是以色列国家科技部首席科学家，研究兴趣广泛，除了代数几何

以外，还研究拓扑学，特别是平面曲线补集的基本群的计算，另外还研究脑科学，

在巴伊兰大学有她的脑科学实验室。也是数学教育家，担任过国际数学教育委员

会副主席，参加以色列精英人才培养计划，张英伯教授还专门采访过她。担任副

校长期间，她与华东师大签过合作协议。  

Mina 团队是用“一般覆盖”的方法研究代数曲面，就是通过一般投影，将空

间代数曲面表示为平面的一般覆盖，分歧曲线是不可约偶数次曲线，最多只有结

点和尖点作为奇点，简称为尖点曲线。覆盖在有限个尖点上有 3 重根，在其它点

上都只有二重根。覆盖的次数一般很高，现在知道，覆盖次数大于 5 时，一般覆

盖是唯一的，因此代数曲面由尖点曲线唯一决定，也就是说，代数曲面的研究理

论上可以归结为平面尖点曲线的研究。尖点曲线补集的基本群是代数曲面的重要

不变量。 

她和 Moishezon 利用一般覆盖的伽罗瓦闭包构造出“单连通、正指数”的一

般型代数曲面，否定了“分水岭猜想”。单连通的意思是曲面的基本群是平凡的，

只有一个元素 1. 正指数是指曲面的陈省身数满足 2𝑐2 < 𝑐1
2 < 3𝑐2 ，论文很长，

计算很复杂。丘成桐证明满足 𝑐1
2 = 3𝑐2 的一般型代数曲面是球商曲面，所以基本

群是无穷的，分水岭猜想说：正指数曲面的基本群都是无穷的。 

不久，肖刚就用很简单的二次覆盖方法也构造出这样的曲面，陈志杰将方法

扩充，构造了一大批这样的曲面，两个陈数之比接近 3，超过 2.7，由于肖老师和

陈老师的方法简单，反而更受人们的关注。最近在美国的《数学年刊》的一篇文



章中，作者构造了可以无限接近于 3 的例子。 

上世纪末，平面上的一般覆盖的唯一性基本解决，次数大于 5 时，覆盖由分

歧曲线唯一决定。但存在性是一个经典难题：一条尖点曲线在什么条件下是某一

般覆盖的分歧曲线？1930 年代，扎里斯基就研究过这个问题，他考虑具有 6 个

尖点的 6 次曲线，他证明这条曲线是某一般三次覆盖的分歧曲线，当且仅当 6 个

尖点落在一条二次曲线上，当且仅当曲线的补集的基本群是无限的。另一方面，

不是分歧曲线的例子也存在，和分歧曲线一样多。假设这样的 6 次曲线 𝐶 的方程

为 𝑐 = 0 , 存在性问题就是下面的丢番图方程是否有解的问题， 

𝑋3 + 𝑌2 + 𝑐𝑍2 = 0  

由扎里斯基的结果可知，是否有解是个拓扑问题。 

这再次让我觉得三次覆盖是一个重要的数学问题，三次方程里面还包含有数

学上未知的东西（和椭圆曲线一样），要想使得它成为每个人能够使用的工具，

就必须寻找和二次覆盖一样好的算法，这是受到肖刚研究数学的思想的影响，不

过这已经背离了 Miranda 研究三次覆盖的方法，他是从秩二向量丛出发，试图描

述正规化以后曲面的定义方程，我是从三次方程出发，让正规化的信息显现在方

程的系数中，有利于寻找算法。 

在正规化算法的基础上，最终发现了前面提到的三次覆盖奇点的“典范解消”

算法和不变量计算公式，就是三次方程定义的奇点的解消算法，这已经是 2000

年暑假期间，我在香港中文大学访问，研究奇点的专家丘成栋教授和黄孝军教授

也在那里，我马上告诉他们我的算法，并且，拿了个例子现场演算给它们看，丘

教授用其它算法验证了我的计算的正确性，觉得算法很好，建议尽快投稿，还帮

忙修改了文字，也建议了投给哪位编辑。后来我又算了很多例子，在很多情况下

可以不用看方程就能算出结果，与二次覆盖一样。当时有点兴奋，有一个晚上通

过网络视频，我把算法告诉了陈老师，算例子给他看。 

接着华东师大团队就用三次覆盖研究了一些问题。例如，与陈志杰合作，发

现亏格 3 纤维化斜率的上界，因为这样的纤维化来自直纹曲面的三次覆盖。与陈

志杰，杜荣，于飞合作，求出所有有理三重奇点的三次方程。与陆俊合作求出了

来自三次覆盖的纤维化的不变量，计算了三重奇点的极大理想闭链等。 

三次覆盖的原始文章发表并不顺利，审稿人全盘否定了用三次方程研究三次

覆盖的方法，认为这是一个“非常奇怪的方法”。文章后来就在一个会议论文集

中发表了。 

正规化计算部分的论文发表很顺利，后来与新加坡国立大学的张德琪教授合

作，发现可以用曲线奇点解消来计算正规化，把三次覆盖的计算推广到形如 

𝑧𝑛 + 𝑔(𝑥, 𝑦)𝑧 + 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 

的方程定义的高次覆盖。这些结果被 Vasconcelos 收录在他于 2005 年出版的斯普

林格数学专著丛书《整闭包》中。   

在以色列访问期间，Mina 常带我和夫人去参加各种各样的活动。一次是以

色列全国艺术家的聚会，Mina 把我介绍给一位看上去年纪有点大的艺术家，艺

术家马上问我是否认识中国的一位年轻物理学家，他说了姓名，住在哪个城市，

https://mathscinet.ams.org/mathscinet/author?authorId=177355


几年前在以色列访问过。Mina 马上过来告诉艺术家，中国是个很大很大的国家，

哪能相互认识。她转身对我说，这是以色列人的习惯，见了面都会这样问，以色

列小，还真有可能问到相互认识的人。 

Mina 为我弄到一张票，到议会去参加总统为沃尔夫奖获得者的颁奖典礼和

招待会，当年获奖的数学家有法国的塞尔（J. P. Serre）和美国的博特（R. Bott），

可惜不能带相机进会场。  

 

    还有一次，德国马普所的 Zagier 访问巴伊兰大学，Mina 请他到家作客，我

作陪。虽然我在马普所访问过一年，听说 Zagier 懂中文，但没有机会和他深入的

交流。他突然问我，在中国，数学家的地位怎样？我告诉他，地位应该不高，他

马上表示不同意我的看法，他说，20 多年前访问中国，他和宾馆服务员聊天，得

知他是数学家后，服务员马上说，哦，数学家，我知道，华罗庚，陈景润，Zagier

当时很吃惊。他说，英国的阿蒂亚也是有名的数学家，但英国老百姓没几个人知

道他。 

    离开以色列的当天上午，我去了一趟数学系，秘书把我领到一间小屋，推开

门，数学系所有的秘书都在场鼓掌，中间桌子上放着一个大蛋糕，上面写着欢送

谈胜利，当时我激动得话都说不出来。下午使馆教育处的老师开车把我送到了机

场。 

2001 年春天，我在香港大学数学所访问时，收到意大利国际理论物理中心

的邮件，告知我获得 2000 年度的 ICTP 奖，我有点惊奇，因为我没有申请过这个

奖，至今也不知道是谁推荐的。这一年的奖正好是以希策布鲁赫的名字命名，在

颁奖仪式上，希策布鲁赫还介绍了我在马普所访问的经历，以及在那里完成的三

项工作。 

在收到邮件之前，杨振宁先生约我到香港中文大学见了个面，聊了很多数学，

估计他是提前知道我得奖的的事，1998 年度的 ICTP 奖是以他的名字命名的。 



 

14. 解决了代数曲面的各种有效性问题 

1999 年底，我从以色列去香港大学参加一个迎接千禧年的学术会议，中途

在北京参加了数理学部组织的杰出青年基金中期考核汇报会，所有人在一起听汇

报，记得有一位汇报者在介绍他论文发表的杂志时，专家组的组长马上提问说，

这个基金是要支持出重大成果，不用介绍杂志，就介绍自己是否研究过什么重大

问题，即使没解决，取得了什么样的进展。我听了后心里一下子有底了，1996 年

写申请书时我正在意大利用三次覆盖研究向量丛的哈茨霍恩猜想，项目名称是

《代数簇的几何与向量丛》，虽然猜想没做出来，但是证明了 Cayley-Bacharach 猜

想与 Fujita 猜想等价，特别地，在代数曲面时解决了 Cayley-Bacharach 猜想，把

三次曲线的沙勒定理推广到了代数曲面。 

北京大学的张芷芬教授是评委，几位数学的汇报者汇报完了后，她把我叫出

会场，说后面的不用听，我们去讨论一下数学。她说，我研究了两条三次曲线相

交的问题，第三条三次曲线通过所有 9 个交点，它的方程是不是前面两个三次方

程的线性组合？以前研究二次微分系统，知道二次曲线时，答案是对的，现在研

究三次微分系统，碰到了这个问题。她问过其他人，没有得到答案。 

说来也巧，我在意大利访问时，一个明斯克来的年轻人向数学部的主任

Narasimhan 问了同样的问题，问题是关于任意次数的曲线，年轻人也是研究常微

分方程的，Narasimhan 知道我研究过这个问题，就把年轻人带到我的办公室，我

告诉他代数几何的有关结果，几个月后，他寄给我改写过的论文，以前的论文中

一个矩阵就占了两页，通篇是解线性方程组，新论文中这些全没有了，取而代之

的是代数几何的结果。 

我立即告诉张教授说结论是对的，她问哪里可以找到证明，我给了参考书的

书名，并说证明在第几页，她又问，你怎么记得这么清楚，我说这个结论叫诺特

基本定理，经典的 Cayley-Bacharach 定理就是用它来证明的。她还说，希尔伯特

的第十六问题就是建议用代数几何方法研究常微分方程，我当时并没有完全理解



她说的代数几何方法，不过这次交流给我留下了深刻印象，促使我后来我把参数

曲线的陈省身数推广到了常微分方程。 

从这时起，我决定用自己创建的方法研究几个我感兴趣的问题，不再跟踪国

际上的热点，特别地，不再查看每天更新的预印本网站，以免我的研究受到干扰。 

一次偶然的机会看到二元三次型（两个变量的三次齐次多项式）的判别式，

发现与 Miranda 研究三次覆盖时发现的判别式的公式一样，我就花了几天的时间

仔细学习了希尔伯特写的不变量理论的书，这本书是他給大学生上课的讲课记录，

学起来很容易。希尔伯特的书很有启发性，都是用计算介绍二元型的不变量理论，

让我在学习的过程中发现，二元 𝑛 次型及其不变量的概念可以用秩二向量丛的语

言推广到代数曲面，Miranda 就是用二元三次型描述三次覆盖的，他计算出的两

个量就是二元三次型的两个不变量。把整个不变量理论翻译成向量丛的语言，就

自动得到向量丛的“稳定性”的概念，并且可以直接用不变量的结论证明

Bogomolov 不等式。后来我在《数学译林》上看到 Rota 的文章《不变量的两个转

折点》（译文把作者标错了），文章说不变量理论就是研究在坐标变换下不变的量，

是研究的几何问题，还说只有很少的不变量在几何上得到了研究。这篇文章让我

意识到，几何不变量理论就是把代数不变量理论用几何的语言表示出来，研究所

有不变量为零的问题就是几何中的稳定性问题。因此，对不变量理论有了更加深

刻的认识。 

用自己的方法给出秩二向量丛的 Bogomolov 不等式的证明后，我就想能否

用不变量的方法对秩大于 2 的向量丛寻找类似的不等式，如果可以的话，就能在

高维空间上解决 Cayley-Bacharach 猜想和 Fujita 猜想。后来了解到，要寻找涉及

到第三或者更高次陈类的不等式，是几何上的一个难题。 

因为 Reider 方法和我研究 Cayley-Bacharach 猜想使用的方法本质上是等价

的，都是先构造一个秩二向量丛，然后利用 Bogomolov 不等式推出结论，我的方

法是用三条曲线构造向量丛，很直接。Reider 方法需要向量丛第一陈类的半正性，

在我的方法中不需要这个条件。这一点点的改进使得代数曲面上所有和有效性有

关的问题都得到解决。 

代数曲面中有很多定理都是“当次数 𝑛 充分大时”，某某定理成立，所谓有

效性问题，就是要求出使得定理成立时 𝑛 的最小值。Reider 方法对 Fujita 猜想有

效，由于半正性的限制，对其它问题用不上。 

我研究了曲线组成的“线性系” |𝑛𝐴 + 𝐵|  的 𝑘 可分性，𝑘 是非负整数。 

曲线组成的集合 |𝑛𝐴 + 𝐵| 称为线性系，意思是 |𝑛𝐴 + 𝐵| 中曲线的定义方程

组成一个有限维向量空间，比如，平面上的 𝑛 次曲线就组成一个线性系。 

所谓线性系 |𝑛𝐴 + 𝐵|  是 𝑘 可分的，意思是任何 𝑘 个点对线性系都给出了独

立条件。曲线通过 𝑘 个点，就得到了 𝑘 个线性方程，这些方程中没有多余方程。

 0 可分也有意义。 

我计算出两个整数 𝛼(𝐴, 𝐵) 和 𝛽(𝐴, 𝐵) , 都有计算公式，𝛼(𝐴, 𝐵) 是线性系 𝑘 

可分的 𝑘 的最大值（可以为无穷大）。我得到定理 

定理：假设 𝛼 =  𝛼(𝐴, 𝐵) ≥ 0，0 ≤ 𝑘 ≤ 𝛼，当 𝑛 ≥ 𝛽(𝐴, 𝐵) + 𝑘 时，线性系



 |𝑛𝐴 + 𝐵|  是 𝑘 可分的。 

通过选取不同的 𝐴, 𝐵，这个定理解决了代数曲面上能找到的所有有效性问题，

包括著名的“有效黎曼-洛赫问题（Riemann-Roch Problem）”，“有效 Matsusaka 大

定理”，“有效 Serre 定理”，“有效 Artin 定理”，“有效假设问题”等，其中有效假

设问题是 1949 年出版的代数几何书中明确提出来的未解决问题。当然定理也包

含了 Fujita 猜想。对所有这些问题，这里的结果不仅有效，而且都是最佳。 

因此，代数曲面上关于线性系的有效性问题就彻底解决了。代数曲线的有效

性问题是黎曼和洛赫解决的，是著名的黎曼-洛赫公式的推论。 

在香港大学召开的代数几何会议上，我汇报了相关结果，报告一结束，萧荫

堂教授马上站起来评价说，结果非常好，把所有有效性问题统一解决了。当时《亚

洲数学杂志》正准备出两期，献给萧荫堂教授 60 岁生日，丘成栋教授是编辑，

他问我，我投的文章是不是报告的文章，我说是，他说那很好。 

 

15. 研究的重大转折：从雅可比猜想到庞加莱问题 

2006 年，张德琪教授和我同时访问德国美茵兹大学的左康教授，我们在一

起聊起著名的雅可比猜想，张德琪参加了一个动力系统的会议，他说有人在用动

力系统的方法研究这个猜想，并讲了个故事，说一次关于雅可比猜想的会议快结

束时，组织者发起了投票，最后有 62.4% 的人认为这个猜想不成立。我当时马上

说这就是代数曲面有限覆盖的问题，我们做代数曲面研究的人应该试一试这个问

题。大家赞同，并说就是要证明覆盖的次数为 1.  

一、雅可比猜想简介。雅可比猜想是 Keller 在 1939 年提出来的，并不是雅

可比提的猜想，它是关于两个变量的多项式方程组求解的问题。假设 𝑓(𝑥, 𝑦) 和



 𝑔(𝑥, 𝑦) 是多项式， 𝑧, 𝑤 是两个复数，考虑方程组 

{
 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑧 ,

 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑤,
 

一个自然的问题是，什么条件下方程组对任何 𝑧, 𝑤 都有解，且解是唯一的，并且

解是 𝑧, 𝑤 的多项式。即存在多项式 𝑥 = 𝑢(𝑧, 𝑤)， 𝑦 = 𝑣(𝑧, 𝑤) ，使得 

{ 
𝑓(𝑢(𝑧, 𝑤), 𝑣(𝑧, 𝑤)) = 𝑧 ,

𝑔(𝑢(𝑧. 𝑤), 𝑣(𝑧, 𝑤)) = 𝑤,
          {

 𝑢(𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦)) = 𝑥 ,

𝑣(𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦)) = 𝑦,
 

学过微积分的人都知道，方程组必须满足雅可比条件：𝑓(𝑥, 𝑦) 和 𝑔(𝑥, 𝑦) 的雅可

比是一个非零常数，即 

 𝑓𝑥𝑔𝑦 − 𝑓𝑦𝑔𝑥 =  𝑐 ≠ 0, 

这里下标表示对变量求的偏导数。雅可比猜想说这个结论的逆也成立。 

雅可比猜想：如果 𝑓(𝑥, 𝑦) 和 𝑔(𝑥, 𝑦) 的雅可比 𝑓𝑥𝑔𝑦 − 𝑓𝑦𝑔𝑥 =  𝑐 是一个非零

常数，那么对任何 𝑧, 𝑤 ，方程组都有解，且解唯一，并且解是 𝑧, 𝑤 的多项式。 

这个有 80 多年历史的猜想至今未被解决，曾经有多名著名数学家发表过证

明，最后发现证明都有错误。 

两个多项式给出了两个平面之间的映射，它将点 (𝑥, 𝑦) 映射成点 

(𝑧, 𝑤) = (𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦)) 

如果雅可比条件满足，就称这个映射为 Keller 映射。雅可比猜想包含 3 部分。 

1） 解的存在性。对任何 𝑧, 𝑤 都有解，等价于 Keller 映射是满映射。 

2） 解的唯一性。等价于 Keller 映射是单映射。（最难的部分） 

3） 求出公式解。公式解由多项式给出。 

Keller 映射可以看作是一个有限覆盖映射，覆盖的次数为 𝑁.   经过几十年的

研究，人们知道：1）最多只有有限个点 (𝑧, 𝑤) 使方程组没有解。2）如果能证明

覆盖次数 𝑁 = 1，那么猜想成立。3）需要给出解方程的算法。 

关于存在性，知道的结果不多。2013 年，Ronen Peretz 对方程没有解的点的

个数给了一个估计，不超过  𝑁3 + 𝑁2 − 𝑁 . 他还给出了 Keller 映射是满射的一

个充分条件。 

关于唯一性，要证明覆盖的次数不能大于 1. 人们在 1970 年代就知道覆盖

的次数不能是 2，莫斯科研究雅可比猜想的学派花了很大的精力证明 Keller 映射

的次数不能是 3 或者 4. 按照他们的方法，再往更高次数走已经不可行了。 

这个猜想也深深地吸引着我。 

二、雅可比猜想与参数曲线的不变量。如果将 𝑧 和 𝑤 都看作参数，我们就得

到两组参数曲线 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑧 和 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑤，雅可比条件说明参数曲线中每一条

曲线都光滑，两组参数曲线正常相交（不相切），它们的奇点和不正常相交的点



都在无穷远处。参数曲线的陈省身数不依赖于参数，而雅可比条件也不依赖于参

数，因此这些不变量是研究雅可比猜想的最佳选择，这是一个全新的想法。要用

这个思路证明雅可比猜想，关键是要证明两组参数曲线的亏格都为 0。  

1993 年，S. Kaliman 提出了一个“弱雅可比猜想”，就是在雅可比猜想中加

上额外条件：一组参数曲线中的每一条都是不可约的。他证明弱雅可比猜想与雅

可比猜想等价。 

有限覆盖和参数曲线的不变量都是我擅长的问题，从 2006 年起，我就集中

精力研究这个问题，和以前一样，通过大量的计算，了解 Keller 覆盖的结构，了

解参数曲线对应的纤维化的结构，称这样的纤维化为 Keller 纤维化。 

黄孝军教授访问上海时问我最近在研究什么问题，我说雅可比猜想。他马上

建议说，你不能对外这么说，否则别人会以为你准备不做数学了。我觉得他说的

很有道理，在研究的过程中没有对外透漏任何信息。 

我结合 Keller 覆盖，开始计算 Keller 纤维化的不变量，试图从不变量来证明

猜想。2008 年在博士生的讨论班上，我发现以前得到的公式在亏格 1 时与小平

邦彦的公式一样，他把不变量称为模函数的不变量，或者 j 不变量，我一下子觉

得这些公式非常重要，即使不研究雅可比猜想，这些不变量也值得再进行研究。 

萧荫堂，Esnault，Viehweg 在越南河内组织了一个代数几何会议，《越南数学

学报》计划出一期代数几何与复几何的专辑，邀请参会人员投稿。我在投稿的文

章中正式将参数曲线的不变量叫“模不变量”。 

Keller 纤维化不变量的计算带来了大量新的问题，博士研究生和几个同事也

开始研究这些问题，我告诉他们，这些问题来自对一个大猜想的研究，学生们也

一直在猜到底是哪一个大问题。 

第一个需要进一步研究的问题是奇异纤维的陈数的性质。1996 年我已经得

到了一些关系式，比如奇异纤维的宫冈-丘成桐不等式 𝑐1
2(𝐹) ≤ 2𝑐2(𝐹),  典范类

不等式 𝑐1
2(𝐹) ≤ 4𝑔 − 4 等。有了计算公式，我们可以研究非半稳定纤维化的几个

问题，因此发现了很多新应用。 

 苏州大学的龚成计算了亏格 2 奇异纤维的陈数，发现 𝑐1
2(𝐹) ≤

1

2
𝑐2(𝐹).   

 与陆俊合作，进一步研究了奇异纤维的不等式。对满足 2𝑐2(𝐹) − 𝑐1
2(𝐹) < 6 

的奇异纤维进行了分类。证明典范类不等式是严格的，分类了满足 𝑐1
2(𝐹) >

4𝑔 − 5.5 的奇异纤维，共 22 类，亏格不超过 6. 有例子说明满足 𝑐1
2(𝐹) =

4𝑔 − 5.5 的奇异纤维的亏格可以到无穷。终于实现了肖刚利用不变量来分类

奇异纤维的愿望。 

 与龚成、陆俊合作，证明具有 2 条奇异纤维的纤维化 𝑓: 𝑆 → ℙ1 的曲面的第

一陈数不超过 −2 ，并对亏格 2 时的纤维化进行了分类，共 11 类。 

 与龚成、吕鑫合作，证明具有 3 条奇异纤维，其中 2 条半稳定，的纤维化

 𝑓: 𝑆 → ℙ1 的曲面的第一陈数在 4 − 4𝑔 和−2𝑔 之间，有无穷多例子达到下

界。  

 与刘小雷合作，解决了肖刚 1991 年在他的专著中提出的一个问题，构造了



具有最大斜率的超椭圆纤维化的例子。 

 与刘小雷合作，给出了有效 Bogomolov 猜想的一致下界估计，即得到函数域

上代数点的高度的一致下界。 

 与刘小雷合作，建立了纤维化的陈数的下界不等式，亏格 2 时是最佳的。 

 与陆俊，于飞，左康合作，建立了纤维化曲面的霍奇数 ℎ1,1 的一个新不等式，

可以推出之前其他人建立的所有 Arakelov 不等式。 

 与吕鑫合作，得到一般型代数曲面阿贝尔自同构群的最佳上界 12.5𝑐1
2 + 100. 

首个线性界 54𝑐1
2 + 32 是肖刚在 1990 年得到的。对具有亏格 2 纤维化的曲

面的最佳上界是陈志杰于 1997 年得到的，他猜想这个界对所有曲面都是最

佳的。我们证实了这个猜想，论文很长，几天前，在美国数学会的 Memoirs 

的 1576 卷上出版。 

最开始的几篇文章，从概念到研究的问题都是我们提出来的，能被接受发表，

实属不易。 

三、从参数曲线到常微分方程：庞加莱问题。我对 Keller 映射的计算主要包

含两个方面。一是把它作为有限覆盖来计算，计算分歧曲线，奇点解消，典范除

子，不变量等。二是计算两个 Keller 纤维化的奇异纤维的结构，模典范除子，陈

省身数等。边计算边记录结果。 

到了 2012 年 6 月，学校安排我担任数学系的系主任，我知道可能做研究的

时间会受到影响，就开始把现有结果整理成文，发现已经记满了 5 个笔记本。同

时仔细研读其他人用纤维化研究雅可比猜想的论文，总的来说，这样的论文不多，

很多论文是错的，我就转而重点关注几个专家的论文，比如，Le Dung Trang 等。 

在代数几何中，我们把参数曲线都通过的点叫参数曲线的“基点”，但这些

文章中都把它称为 dicritical 奇点，网上搜索这个概念，发现都是研究微分方程的

人在使用这个概念，他们在研究“庞加莱问题”。顺藤摸瓜，找到了庞加莱和潘

勒维在 1891 年的原文，他们首先使用了这个概念。 

读到庞加莱的文章让我很吃惊，他在 1891 年的文章中就建议用参数曲线的

方法研究常微分方程，即下述形式的一阶微分方程， 

 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑄(𝑥, 𝑦)

𝑃(𝑥, 𝑦)
  . 

达布 1878 年前就开始在复射影平面上研究它。庞加莱说，自从达布的工作以来，

这个问题被几何学家忽视了 20 年。 

为什么要用参数曲线研究微分方程？假设微分方程有首次有理积分，也就是

说存在有理函数 𝜑(𝑥, 𝑦) =
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑔(𝑥,𝑦)
 ，使得微分方程由 𝑑𝜑 = 0 得到，即微分方程为 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑔𝑓𝑥 − 𝑓𝑔𝑥

𝑓𝑔𝑦 − 𝑔𝑓𝑦
  . 



微分方程的解集就是参数曲线 
𝑓(𝑥,𝑦)

𝑔(𝑥,𝑦)
= 𝑡 , 即 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑡𝑔(𝑥, 𝑦) = 0  , 所以参数

曲线也是某微分方程的解，这样的微分方程称为代数可积的。也就是说，参数曲

线的研究是微分方程研究的一部分。 

黎曼引进了复代数曲线的拓扑不变量亏格，对具有相同规格的代数曲线作了

精细分类，建立了曲线分类的模空间，因此有更多的拓扑工具研究参数曲线。庞

加莱明确建议： 

1）先寻找参数曲线的拓扑不变量，例如参数曲线的亏格，检查哪些是微分

方程的不变量，即可以用参数曲线的微分方程的量来计算。 

2）对那些是微分方程不变量的量，用相同的公式，对任意的微分方程定义

相应的不变量，即将参数曲线的不变量推广到任意的微分方程。 

    然后用这些不变量解决微分方程的问题。庞加莱和潘勒维关心的问题如下。 

庞加莱问题：是否可以判断一个微分方程的代数可积性？ 

潘勒维问题： 亏格是否是微分方程的不变量？ 代数可积的微分方程的解参

数曲线的亏格是否可以由微分方程确定？ 

希尔伯特关注的是微分方程的极限环问题，所以提出了希尔伯特第 16 问题。

问题的第一部分是参数曲线的拓扑问题，第二部分是微分方程极限环的个数与位

置问题。希尔伯特说，他是和庞加莱交流后提出这个问题的。这时我完全明白了

张芷芬教授说的代数几何方法。 

100 多年后，庞加莱的问题才再次引起人们的注意。上世纪末，受到森重文

极小模型理论的影响（森重文因为这项工作获得菲尔兹奖），人们开始用参数曲

线理论研究微分方程，这个理论被称为代数曲面叶层化（Foliation），将代数曲面

的纤维化理论推广到代数曲面的叶层化。 

参数曲线的极小正常交模型    推广为    微分方程的极小模型 

参数曲线的模典范除子        推广为    微分方程的典范除子 

参数曲线的小平维数          推广为    微分方程的小平维数 

参数曲线的多重几何亏格      推广为    微分方程的多重几何亏格 

参数曲线的陈省身数          推广为    微分方程的陈省身数 

最后一项推广是我们的工作。近 30 年来，人们依据小平维数把微分方程分为 4

类。前三类了解得比较清楚，最后一类，也是最大的一类，称为一般型的微分方

程，人们一点办法都没有。类比代数曲面的分类问题，现在知道，是因为缺乏陈

省身数这个不变量，缺乏诺特不等式等。一般型参数曲线最简单的情形就是肖刚

分类的亏格 2 纤维化，如何将肖刚的这项工作推广到微分方程将是近 20 年要研

究的核心问题。我们申请了国家自然科学基金重点项目专门研究这个问题。 

2004 年，Lins Neto 构造了反例，说明有些微分方程的代数可积性不能由不

变量决定，亏格也不是微分方程的不变量。 



另一方面，我们利用引进的微分方程的陈数和肖刚斜率不等式，发现对某些

类型的微分方程，庞加莱问题和潘勒维问题的答案是肯定的，就是代数可积性可

以用陈数来判断，亏格也可以用肖刚的斜率不等式来确定。 

四、在微分方程研究上的最新成果。2013 年开始，在研究雅可比猜想的同

时，我又开始用参数曲线研究微分方程，只要把陈数公式转化到正常交模型，很

快就发现公式可用微分方程的量表示出来，因此马上得到了一个结果， 

1）微分方程的陈省身数。参数曲线的陈省身数是微分方程的不变量，因此，

对任何微分方程 𝛼 = 0  可以定义它的陈省身数， 𝑐1
2(𝛼), 𝑐2(𝛼), 𝜒(𝛼), 它们是非

负有理数，双有理不变量，满足诺特公式 𝑐1
2(𝛼) + 𝑐2(𝛼) = 12 𝜒(𝛼).  因此可以

定义微分方程的“肖刚斜率”， 

𝜆(𝛼) =
𝑐1

2(𝛼)

𝜒(𝛼)
 . 

2）微分方程的斜率。因为代数可积的微分方程有肖刚的斜率不等式， 

𝜆(𝛼) ≥ 4 −
4

𝑔
≥ 2 .  

问题：非代数可积的微分方程的斜率不等式是什么样的？ 𝜆(𝛼) ≥  ? .  

我们首先是希望找到斜率尽可能小的例子。2014 年之后入学的博士生就开

始用纤维化研究微分方程。 

 （与洪杰，陆俊合作）利用二次覆盖，构造了斜率最小为 4 的非代数可

积的微分方程，2020 年发表。 

 （与凌浩，陆俊合作）计算了 Lins Neto 的反例的陈数和斜率：要么陈

数都为零， 𝑐1
2(𝛼) = 𝑐2(𝛼) = 0 , 要么斜率 𝜆(𝛼) ≥  6 .  （2023 年发表） 

3）部分解决庞加莱问题。虽然 Lins Neto 有反例，和吕鑫合作研究发现，在

很多时候，庞加莱问题的答案是肯定的。例如， 

 斜率小于 2的微分方程不是代数可积的，这样的例子存在。 

 满足 𝑐1
2(𝛼) = 0,  𝑐2(𝛼) > 0 的微分方程是代数可积的，解是亏格 1 参数

曲线，不是常模的。  

注意，Lins Neto 的反例说明，满足 𝑐1
2(𝛼) = 0,  𝑐2(𝛼) = 0 的微分方程

的代数可积性不能用不变量来判断。 

4）部分解决潘勒维问题。和吕鑫合作研究发现，在斜率小的时候可以决定

亏格。肖刚的斜率不等式就给出了亏格好的限制。 

 斜率在 2和 8/3 之间的代数可积微分方程，解是亏格 2参数曲线。 

 斜率在 8/3 和 3 之间的代数可积微分方程，解是亏格 2 或 3 的参数曲

线。 

 斜率 𝜆(𝛼) < 4 的代数可积微分方程，解的亏格有上界  



𝑔 ≤
4

4 − 𝜆(𝛼)
 .  

注意，Lins Neto 的反例说明，斜率 𝜆(𝛼) ≥ 6 的代数可积微分方程的亏

格不能由微分方程的不变量来确定。实际上，肖刚在 1987 年就构造了例

子说明 𝜆(𝛼) ≥ 4 时，斜率固定，亏格可以任意大，因此，不可能有亏格

的上界不等式。 

5）建立了微分方程的诺特不等式。和吕鑫合作，发现了参数曲线和微分方

程的两个诺特不等式，并且都是最佳的。 

从代数几何分类的经验看，这是一般型微分方程分类的第一步，即使在代数

几何中，参数曲线的诺特不等式也没发现过。（十年前，由于没有陈省身数这样

的不变量，一般型微分方程的分类问题如何推进一直是一个困扰大家的难题。） 

评注： 代数曲面纤维化不变量的系统研究是肖刚开创的具有华东师大特色

的研究领域，肖刚的斜率不等式及其独特的研究方法在国内外产生了广泛影响，

国内多个团队的研究工作直接受到该项工作的影响，例如，1）高维斜率不等式。

2）高维诺特不等式。3）Severi 不等式。4）代数曲面的分类。5）正特征代数曲

面。6）动力系统。7）微分方程。8）Arakelov 几何，等。2024 年 5 月份，受张

伟平教授的邀请，我在南开陈省身数学研究所做了题为《陈省身数：从代数几何

到微分方程》的演讲，当听到肖刚的斜率不等式有这么大的影响后，张教授说，

以前知道肖刚很厉害，没想到他这么厉害。 

微分方程不变量的研究是肖刚特色研究的传承，他的斜率不等式在这个领域

中仍然占有重要的地位，斜率很有可能是对庞加莱问题和潘勒维问题影响最大的

不变量。通过微分方程，代数几何中的重要结果将在数学应用、人工智能、信息

安全等领域中得到重要应用。近年来，代数几何中的霍奇分解与微分方程的不变

量已经在博弈论等领域中得到应用。  

2025 年 7 月，我在厦门的天元西南中心开设了 10 小时的课程，为非代数几

何专业的学生讲授参数曲线和微分方程的不变量的计算，说明不是代数几何专业

的学生同样可以学习和使用这些不变量。我正在将课程内容整理成 101 教材《人

工智能的数学基础》中的一部分，方便学生学习。 

16.雅可比猜想的研究和 101 课程的建设 

2012 年，我将之前研究雅可比猜想的部分结果进行了整理，作为该项研究

的副产品，推动了代数几何在微分方程中的应用。担任院长期间，由于工作繁忙，

加上微分方程的研究是一个新领域，雅可比猜想的研究就搁置了近 10 年。 

2022 年 1 月，卸任院长后，我继续整理和重新检查以前的计算结果，大部

分是关于有限覆盖的典范除子和奇点解消的计算，对不变量只计算过第二陈数，

发现计算基本是正确的。接着就开始研究纤维化不变量的计算。 

2023 年初，秦厚荣教授打电话给我，说是教育部 101 计划中有一门课，叫

代数几何，他建议让我来负责课程和教材的建设。我很高兴地接受了，第一直觉

就是这次课程改革创新力度非常大，在国际上也是领先的改革，一定要把任务完



成好。由于从 1996 年开始就开设这门课程，在四川大学和香港中文大学讲授过，

已经形成了教材初稿，但要使教材能够满足全国各种不同类型学校的需要，教材

的内容，结构，讲法，严密性等都得重新研究，还得配备大量习题。因此，我再

次放下了雅可比猜想的研究，把工作重心放在代数几何课程和教材的建设上。一

直到 2025 年 2 月，初稿提交到出版社，我才继续原来的计算。 

继续整理原来的计算结果，发现已经对 Keller 映射和 Keller 纤维化有了很好

的分类结果，但不变量的计算还不够。原始记录中有第二陈数的计算，就是代数

曲面的拓扑欧拉示性数的计算，它建立了覆盖次数与分歧点的分歧指数的关系。

1986 年，莫斯科的 S. Yu. Orevkov 计算过这个不变量。这次不光是要检查计算的

正确性，还要计算出有用的信息。关于第二陈数的计算最终成功了，得到一个关

于覆盖次数的公式，它的一个推论就是 

1）Keller 映射是满射，即雅可比猜想中的存在性部分得到证明。 

当两个 Keller 纤维化有一个的亏格为 0 时，我计算了这个纤维化的第二个不

变量：Mordell-Weil 秩，因此，得到了第二个结论， 

2）如果有一个 Keller 纤维化的亏格为 0，那么弱雅可比猜想成立。 

当两个 Keller 纤维化有一个的亏格为 1 时，我利用小平邦彦的典范除子计算

公式，计算出这个纤维化的典范除子（注意，大部分不变量来自典范除子），比

较有限覆盖典范除子的计算结果，可以推出矛盾，因此得到了第三个结论， 

3）如果有一个 Keller 纤维化的亏格为 1，那么弱雅可比猜想成立。 

结论 1）说明 Keller 覆盖是两个平面之间满的且没有分歧的覆盖，我曾经错

误地以为这就是一个拓扑覆盖，再由平面的单连通性，马上就得到覆盖次数为 1

的结论，这样就完成了雅可比猜想的证明。 

6 月初，我的两个代数专家朋友吴教授和周教授指出这个结论不正确，覆盖

不一定是拓扑覆盖。我赶在公开发布之前，从预印本网站上撤下稿件，从杂志编

辑那里撤回投稿。 

因此，还得回到不变量的计算，排除亏格大于 1 的情形。因为有了结论 2）

和 3），雅可比猜想成立的可能性大增。希望尽快完成手头的事情，再次沉浸于计

算之中。 

传承导师肖刚教授的精神：没有辛苦的计算，哪有惊奇的发现！ 

8 月 3 日开始动笔，依据回忆，一气呵成，暂时告一段落。                               

                                          2025 年 8 月 16 日（凌晨） 


