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为什么 Newton插值

 Lagrange插值简单易用,但若增加插值节点时,全部基函数需重新计算,很不方便!

 解决办法: 寻找新的基函数组,使得当节点增加时,只需在原有基函数的基础上再增
加一些新的基函数即可.

Newton插值

构造可以逐次生成插值多项式的算法,即

pn+1(x) = pn(x) + un+1(x) ,

其中 pn+1(x)和 pn(x)分别为 f(x)的 n + 1次和 n次插值多项式,而且 un+1(x)可以很
容易地给出.
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Newton插值基函数

设插值节点为 x0, x1, . . . , xn,考虑函数组

ϕ0(x) = 1

ϕ1(x) = x− x0

ϕ2(x) = (x− x0)(x− x1)

· · · · · ·

ϕn(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1).

显然, ϕk(x)是 k次多项式且线性无关,因此它们组成多项式线性空间 Hn(x)的一组基.

这就是 Newton插值所采用的基函数组.
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Newton插值

设 pn(x)是 f(x)在节点 x0, x1, . . . , xn上的 n次插值多项式,可以写成

pn(x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + · · ·+ anϕn(x).

需要解决两个问题

(1) 怎样确定参数 a0, a1, . . . , an?

(2) 如果得到从 pn(x)到 pn+1(x)的递推方法? pn+1(x) = pn(x) + un+1(x)

解决以上问题,我们需要用到差商.
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6-3-1 差商
定义 6.1 设节点 x0, x1, . . . , xn, 我们称

f [xi, xj ] =
f(xj)− f(xi)

xj − xi

为 f(x) 关于点 xi, xj 的一阶差商; 称

f [xi, xj , xk] =
f [xj , xk]− f [xi, xj ]

xk − xi

为 f(x) 关于点 xi, xj , xk 的二阶差商; 一般地, 称

f [x0, x1, . . . , xk] =
f [x1, x2, . . . , xk]− f [x0, x1, . . . , xk−1]

xk − x0

为 f(x) 关于点 x0, x1, . . . , xk 的 k阶差商.

差商有时也称为均差
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差商的计算: 差商表

利用差商的递推定义,我们可以构造下面的差商表来计算差商.

xi f(xi) 一阶差商 二阶差商 三阶差商 · · · n阶差商

x0 f(x0)

x1 f(x1) f [x0, x1]

x2 f(x2) f [x1, x2] f [x0, x1, x2]

x3 f(x3) f [x2, x3] f [x1, x2, x3] f [x0, x1, x2, x3]
...

...
...

...
... · · ·

xn f(xn) f [xn−1, xn] f [xn−2, xn−1, xn] f [xn−3, xn−2, xn−1, xn] · · · f [x0, x1, . . . , xn]
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例 6.1 已知 y = f(x) 的函数值表如下, 试计算其各阶差商 (Interp_newton_dq.m)

i 0 1 2 3
xi -2 -1 1 2

f(xi) 5 3 17 21

解.通过计算可得差商表如下:

xi f(xi) 一阶差商 二阶差商 三阶差商
-2 5
-1 3 -2
1 17 7 3
2 21 4 -1 -1
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6-3-2 Newton插值公式

▶根据差商的定义 f [x, x0] =
f(x)− f(x0)

x− x0
可得 f(x) = f(x0) + f [x, x0](x− x0)

▶同理,由 f [x, x0, x1] =
f [x, x0]− f [x0, x1]

x− x1
可得 f [x, x0] = f [x0, x1] + f [x, x0, x1](x− x1)

▶以此类推,我们有

f [x, x0, x1] = f [x0, x1, x2] + f [x, x0, x1, x2](x− x2)

f [x, x0, x1, x2] = f [x0, x1, x2, x3] + f [x, x0, x1, x2, x3](x− x3)

...

f [x, x0, . . . , xn−2] = f [x0, x1, . . . , xn−1] + f [x, x0, x1, . . . , xn−1](x− xn−1)

f [x, x0, . . . , xn−2, xn−1] = f [x0, x1, . . . , xn−1, xn] + f [x, x0, x1, . . . , xn−1, xn](x− xn)
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依次将后面一式代入前面一式,可得

f(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0)

+ f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1)

+ · · ·

+ f [x0, x1, . . . , xn](x− x0) · · · (x− xn−1)

+ f [x, x0, . . . , xn](x− x0) · · · (x− xn−1)(x− xn)

= Nn(x)+Rn(x)

其中 (令 a0 = f(x0), ai = f [x0, x1, . . . , xi], i = 1, 2, . . . , n)

Nn(x) = a0 + a1(x− x0) + · · ·+ an(x− x0) · · · (x− xn−1)

Rn(x) = f [x, x0, . . . , xn](x− x0) · · · (x− xn−1)(x− xn).
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Newton插值多项式

直接验证可知

Rn(xi) = 0, i = 0, 1, 2, . . . , n.

所以

f(xi) = Nn(xi) +Rn(xi) = Nn(xi), i = 0, 1, 2, . . . , n.

即 Nn(x)是满足插值条件 Nn(xi) = f(xi)的 n次插值多项式.

这就是 Newton插值多项式.
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递推公式

根据 Nn(x)的表达式,我们立即可以得到下面的递推公式:

Nn+1(x) = Nn(x) + f [x0, x1, . . . , xn+1]

n∏
i=0

(x− xi)

由插值多项式的存在唯一性可知:

Nn(x) ≡ Ln(x),

插值余项也一样:

f [x, x0, . . . , xn]

n∏
i=0

(x− xi) ≡
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!

n∏
i=0

(x− xi)
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定理 6.1 设 f(x) ∈ Cn[a, b] (n 阶连续可导), 且 f (n+1)(x) 在 (a, b) 内存在. 则对 ∀x ∈
[a, b], 存在 ξx ∈ (a, b) 使得

f [x, x0, . . . , xn] =
f (n+1)(ξx)

(n+ 1)!
.
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注记

 Newton插值余项更具实用性, 因为它仅涉及插值点与插值节点的差商, 而不需要计
算导数,因此在导数不存在的情况下仍然可以使用.

 但在计算差商 f [x, x0, . . . , xn]时,由于 f(x)未知,只能使用插值得到的近似值,因此
得到的差商可能存在一定的偏差.
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例 6.2 已知函数 f(x) = ln(x) 的函数值如下: (Interp_newton_01.m)

x 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
f(x) -0.9163 -0.6931 -0.5108 -0.3567 -0.2231

试分别用 Newton 线性插值和抛物线插值计算 ln(0.54) 的近似值.

解.取插值节点 x0 = 0.5, x1 = 0.6, x2 = 0.4,做差商表:

xi f(xi) 一阶差商 二阶差商
0.5 -0.6931
0.6 -0.5108 1.8230
0.4 -0.9163 2.0275 -2.0450

于是可得, Newton线性插值在 x = 0.54上的近似值为

N1(x) = f(x0) + f [x0, x1](x− x0) ≈ −0.6931 + 1.8230(x− 0.5) ≈ −0.6202.

Newton抛物线插值在 x = 0.54上的近似值为

N2(x) = N1(x) + f [x0, x1, x2](x− x0)(x− x1) ≈ −0.6153.

思考：这里插值节点顺序为什么这么取?
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Newton插值的优点

可以看出,当增加一个节点时, Newton插值公式只需在原来的基础上增加一项,前面的计
算结果仍然可以使用. 与 Lagrange插值相比, Newton插值具有灵活增加插值节点的优点!

几点注记

 选取插值节点时,遵循就近原则

 插值节点无需按大小顺序排列

 Newton插值只需要使用差商表中对角线部分的值

 增加插值节点时,新增的插值点必须排在已有插值节点的后面
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Hermite插值

注记: Hermite插值

在许多实际应用中,不仅要求函数值相等,而且还要求若干阶导数也相等,如机翼设计等.
设插值节点为 x0, x1, . . . , xn,如果要求插值多项式满足

p(xi) = f(xi), p
′(xi) = f ′(xi), p

′′(xi) = f ′′(xi), · · · , p(m)(xi) = f (m)(xi).

则计算这类插值多项式的方法就称为Hermite插值.

- 在 Hermite插值中,并不一定需要在所有插值节点上的导数都相等,在有些情况下,
可能只需要在部分插值点上的导数值相等即可.
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