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4.1 奇异值，奇异向量和奇异值分解

奇异值分解 (SVD)分解是矩阵计算中非常有用的工具之一.

定理 (SVD) 设 A ∈ Cm×n (m ≥ n),则存在酉矩阵 U ∈ Cm×m 和 V ∈ Cn×n

使得

U∗AV =

 Σ

0

 或 A = U

 Σ

0

V ∗,

其中 Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σn) ∈ Rn×n,且 σ1 ≥ . . . ≥ σn ≥ 0.

上述分解称为 A的奇异值分解 (SVD) , σ1, σ2, . . . , σn 称为 A的奇异值,它们

是矩阵 A∗A的特征值的平方根. (板书)

- 在不做特别说明的情况下,我们总是假定 σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn ≥ 0.

- 如果 A ∈ Rm×n是实矩阵,则 U , V 也都可以是实矩阵.
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奇异向量

矩阵 U = [u1, u2, . . . , um]和 V = [v1, v2, . . . , vn]的列向量分别称为 A的

左奇异向量 和 右奇异向量 ,即存在关系式

Avi = σiui, i = 1, 2, . . . , n,

A∗ui = σivi, i = 1, 2, . . . , n,

A∗ui = 0, i = n+ 1, n+ 2, . . . ,m.
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SVD的其他形式

A = U

 Σ

0

V ∗ = σ1u1v
∗
1 + σ2u2v

∗
2 + · · ·+ σnunv

∗
n

记 Un = [u1, u2, . . . , un] ∈ Cm×n,则 Un是单位列正交矩阵,且

A = UnΣV
∗ (3.1)

这就是所谓的 细 SVD (thin SVD )或 降阶 SVD (reduced SVD ),有的文献

将 (3.1)称为奇异值分解.

当 k < n时,我们称

Ak = σ1u1v
∗
1 + σ2u2v

∗
2 + · · ·+ σkukv

∗
k

为 A的 截断 SVD (truncated SVD ).
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4.2 奇异值基本性质

定理 设 A = U

[
Σ

0

]
V ∗是 A ∈ Cm×n (m ≥ n)的奇异值分解,则

(1) A∗A的特征值是 σ2
i ,对应的特征向量是 vi

(2) AA∗的特征值是 σ2
i 和m− n个零,对应的特征向量是 ui

(3) ∥A∥2 = σ1, ∥A∥F =
√
σ2
1 + σ2

2 + · · ·+ σ2
n;

(4) 若 rank(A) = r ≤ n,则 Ran(A) = span{u1, u2, . . . , ur},

Ker(A) = span{vr+1, vr+2, . . . , vn}

(5) 设 x ∈ Cn且 ∥x∥2 = 1,则 σn ≤ ∥Ax∥2 ≤ σ1;

(6) (酉不变性)设 X ∈ Cm×m和 Y ∈ Cn×n是酉矩阵,则 σi(X
∗AY ) = σi(A).

(证明留作练习)
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定理 设 A = UΣV ∗是 A ∈ Cn×n的奇异值分解,则:

(1) | det(A)| = σ1σ2 · · ·σn;

(2) 若 A非奇异,则 ∥A−1∥2 = σ−1
n , κ2(A) = σ1/σn;

(3) 若 A 是 Hermite 的, 且 A = UΛU∗ 是 A 的酉特征值分解, 设 |λ1| ≥

|λ2| ≥ · · · ≥ |λn|, 则 A = UΣV 是 A 的奇异值分解, 其中 σi = |λi|,

vi = sign(λi)ui,若 λi = 0,则取 vi = ui;

(4) 矩阵

0 A∗

A 0

的特征值是 ±σi,对应单位特征向量
1√
2

 vi

±ui

.

(证明留作练习)

-矩阵条件数取决于奇异值,不是特征值,见讲义上的例子

(特征值都是 1,但其谱条件数却随着矩阵规模的增长而快速变大).
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4.3 奇异值更多性质 ∗

定理 (低秩逼近) 设 A = UnΣV
∗是 A ∈ Cm×n的细奇异值分解. 令

Ak =

k∑
i=1

σiuiv
∗
i ,

则 Ak 是 min
B∈Cm×n, rank(B)=k

∥A−B∥2

的一个解,且

∥A−Ak∥2 = σk+1.

此时,我们称 Ak 是 A的一个秩 k逼近.

-对于 Frobenius范数,我们有类似的结论。

∗ 本小节内容只需了解
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引理 (交错不等式) 设 A ∈ Cm×n, Ar 是由 A去除 r 列 (或 r 行)后得到的子

矩阵,则

σi(A) ≥ σi(Ar) ≥ σi+r(A), i = 1, 2, . . . ,min{m,n}.

这里,当下标 k大于矩阵的维数时,我们令 σk = 0.

更进一步,如果 B ∈ C(m−r)×(n−s)是 A的子矩阵,则

σi(A) ≥ σi(B) ≥ σi+r+s(A).
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引理 设 A ∈ Cn×n, 1 ≤ k ≤ n, 则对任意的单位列正交矩阵 Uk ∈ Cn×k 和

Vk ∈ Cn×k,有

σi(U
∗
kAVk) ≤ σi(A), i = 1, 2, . . . , k. (3.2)

因此,

| det(U∗
kAVk)| ≤ σ1(A)σ2(A) · · ·σk(A). (3.3)

定理 (Weyl不等式, 1949) 设A ∈ Cn×n,其奇异值和特征值分别为 σ1 ≥ σ2 ≥

· · · ≥ σn ≥ 0和 |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn|. 则

|λ1λ2 · · ·λk| ≤ σ1σ2 · · ·σk, k = 1, 2, . . . , n

且当 k = n时,等号成立.
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5 线性最小二乘问题的求解方法

5.1 正规方程法

5.2 QR分解法

5.3 奇异值分解法
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5.1 正规方程法

定理 设 A ∈ Rm×n (m ≥ n),则 x∗ ∈ Rn 是线性最小二乘问题的解当且仅当

残量 r = b−Ax∗与 Ran(A)正交,即 x∗是下面的正规方程的解

A
⊺
(b−Ax) = 0 或 A

⊺
Ax = A

⊺
b.

(板书)
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由于

A
⊺
b ∈ Ran(A⊺

) = Ran(A⊺
A)

因此正规方程 A⊺Ax = A⊺b总是相容的,即最小二乘解总是存在的，且当 A满

秩时,这个解也是唯一的.

定理 设 A ∈ Rm×n (m > n). 则 A⊺A对称正定当且仅当 A是列满秩的, 即

rank(A) = n. 此时,线性最小二乘问题存在唯一解:

x = (A
⊺
A)−1A

⊺
b

- 当 A列满秩时,可以使用 Cholesky分解来求解正规方程,总运算量大约

为mn2 +
1

3
n3 +O(n2),其中大部分 (mn2)是用来计算 A⊺A.

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 13/38



最小二乘解的几何含义

我们可以把 b写成

b = Ax∗ + r, 其中 r⊥Ran(A). (3.4)

所以 Ax∗就是 b在 Ran(A)上的正交投影:

- 最小二乘解可能并不唯一,但分解 (3.4)总是唯一的.
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5.2 QR分解法

假定 A ∈ Rm×n (m ≥ n)满秩,用三种不同方法来推导.

(1) 将 Q的扩充成一个正交矩阵,记为 [Q, Q̂] ∈ Rm×m. 于是有

∥Ax− b∥22 =
∥∥∥[Q, Q̂]

⊺
(Ax− b)

∥∥∥2
2
=

∥∥∥[Q, Q̂]
⊺
(QRx− b)

∥∥∥2
2

=

∥∥∥∥∥∥
Rx−Q⊺b

−Q̂⊺b

∥∥∥∥∥∥
2

2

= ∥Rx−Q
⊺
b∥22 +

∥∥∥Q̂⊺
b
∥∥∥2
2
≥

∥∥∥Q̂⊺
b
∥∥∥2
2
,

等号成立当且仅当 Rx = Q⊺b. 所以最小二乘解为

x∗ = R−1Q
⊺
b
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(2) 将 b写成 b = (QQ⊺ + I −QQ⊺)b,则

Ax− b = Ax− (QQ
⊺
+ I −QQ

⊺
)b

= (Ax−QQ
⊺
b)− (I −QQ

⊺
)b.

由于 QQ⊺是 Ran(A)上的正交投影,因此 Ax−QQ⊺b与 (I −QQ⊺)b正交.

所以

∥Ax− b∥22 = ∥Ax−QQ
⊺
b∥22 + ∥(I −QQ

⊺
)b∥22

= ∥Rx−Q
⊺
b∥22 + ∥(I −QQ

⊺
)b∥22 ≥ ∥(I −QQ

⊺
)b∥22,

等号成立当且仅当 Rx = Q⊺b. 所以最小二乘解为

x∗ = R−1Q
⊺
b
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(3) 解正规方程. 由正规方程法可知,最小二乘解为

x∗ = (A
⊺
A)−1A

⊺
b = (R

⊺
Q

⊺
QR)−1R

⊺
Q

⊺
b

= (R
⊺
R)−1R

⊺
Q

⊺
b

= R−1Q
⊺
b.

- 用 QR 分解来求最小二乘解的运算量大约为 2mn2 (如果采用 House­

holder变换的话,运算量大约为 2mn2 − 2
3n

3).

- 当m ≫ n时,大约为正规方程的两倍. 当m = n时,几乎相同.

- 通常 QR 算法比较稳定, 是求解最小二乘问题的首选方法, 特别是当 A

条件数较大 (病态)时.
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5.3 奇异值分解法

设 A ∈ Rm×n列满秩, A = U

[
Σ

0

]
V ⊺是奇异值分解, U = [Un, Ũ ],则

∥Ax− b∥22 =

∥∥∥∥∥U
[
Σ

0

]
V

⊺
x− b

∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥
[
Σ

0

]
V

⊺
x− [Un, Ũ ]

⊺
b

∥∥∥∥∥
2

2

=

∥∥∥∥∥
[
ΣV ⊺x− U⊺

nb

−Ũ⊺b

]∥∥∥∥∥
2

2

= ∥ΣV ⊺
x− U

⊺
nb∥22 + ∥Ũ⊺

b∥22 ≥ ∥Ũ⊺
b∥22,

等号当且仅当 ΣV ⊺x− U⊺
nb = 0时成立,即

x = (ΣV
⊺
)−1U

⊺
nb = V Σ−1U

⊺
nb =⇒线性最小二乘问题的解
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6 最小二乘问题的推广及其应用 ∗

6.1 正则化与加权正则化

6.2 约束最小二乘

6.3 多项式数据拟合

6.4 线性预测

6.5 信号恢复

6.6 SVD：图像压缩—截断 SVD

6.7 SVD：图像配准 Rigid Alignment / Shape Registration

∗ 本节内容只需了解。
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6.1 正则化与加权正则化

对于欠定最小二乘,由于解不唯一,我们往往还需要极小化 ∥x∥22,合起来就是

min
x∈Rn

1

2
∥Ax− b∥22 +

α

2
∥x∥22 , 其中 α > 0是正则化系数

将目标函数记为

J(x) =
1

2

(
∥Ax− b∥22 + α∥x∥22

)
.

由于 J(x)是严格凸的二次函数,因此存在唯一的最小值点.

对 x求导,并令其等于零可得

(A
⊺
A+ αI)x = A

⊺
b =⇒唯一解 x∗ = (A

⊺
A+ αI)−1AT b
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加权正则化

一类应用更广泛的问题是下面的加权正则化问题

min
x∈Rn

1

2
∥Ax− b∥22 +

α

2
∥Wx∥22 ,

其中W ∈ Rp×n 是广义加权矩阵,可以是非负对角矩阵,对称正定矩阵,也可以

是一般矩阵 (如一阶差分算子,二阶差分算子等). 注意, W 不一定要求是方阵.

经过类似的推导,问题的解满足

(A
⊺
A+ αW

⊺
W )x = A

⊺
b.

如果 A⊺A+ αW ⊺W 非奇异,则存在唯一解

x∗ = (A
⊺
A+ αW

⊺
W )−1AT b
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6.2 约束最小二乘

考虑带有约束的最小二乘问题

min
x∈Rn

1

2
∥Ax− b∥22

s.t. Bx = f

其中 Bx = f 是约束条件. 对应的 Lagrange函数为

J(x) =
1

2
∥Ax− b∥22 + λ

⊺
(Bx− f).

分别对 x和 λ求一阶导数,并令其等于零,可得A⊺A B⊺

B 0

x
λ

 =

A⊺b

f

 .
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6.3 多项式数据拟合

已知 n个点
{
(ti, fi)

}n

i=1
,寻找一个低次多项式来拟合这些数据.

设拟合多项式为 p(t) = a0 + a1t+ a2t
2 + · · ·+ amtm

通常m ≪ n. 将上述 n个点代入可得
1 t1 t21 · · · tm1

1 t2 t22 · · · tm2
...

...
...

...

1 tn t2n · · · tmn


n×(m+1)


a0

a1
...

am

 =


f1

f2
...

fn

 或 Ax = f,

其中 A ∈ Rn×(m+1), x = [a0, a1, . . . , am]⊺.
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由于 m ≪ n,该方程组是超定的,解通常是不存在的. 因此,我们寻找一个近似

解,使得残量 ∥f −Ax∥2最小,即求解最小二乘问题

min
x∈Rm+1

∥f −Ax∥22
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6.4 线性预测

预测一个时间序列的未来走向,一个常用方法就是线性预测. 假定在 tk 时刻的

值 fk 线性依赖于其前m个时刻的值 fk−1, . . . , fk−m,即

fk = a1fk−1 + a2fk−2 + · · ·+ amfk−m. (3.5)

现已测得前 n个值 f0, f1, . . . , fn−1,其中 n ≫ m,如何预测未来的值?

将现有的数据代入关系式 (3.5)可得
fm−1 fm−2 fm−3 · · · f0

fm fm−1 fm−2 · · · f1
...

...
...

...

fn−2 fn−3 fn−4 · · · fn−m−1


(n−m)×m


a1

a2
...

am

 =


fm

fm+1

...

fn−1

 或 Ax = f,

这也是一个超定问题,因此需要求解最小二乘 minx∈Rm ∥f −Ax∥22
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6.5 信号恢复

信号去噪

在获取数字信号时, 由于各种各样的原因, 最后得到的信号总会带有一定的噪

声,即

b = x+ η

其中 x是真实的信号, b是观察到的信号, η是噪声.

去噪 是数字信号和图像处理中的一个基本问题,其中一个有效方法就是加权

最小二乘法,即

min
x

1

2
∥x− b∥22 +

1

2
α∥Dx∥22

其中 D是离散的二阶导算子或 TV算子.
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数字图像去噪与去模糊

数字图像的获取模型

f = B(x) + η

其中 x是真实图像, f 是观察到的图像, B(·)是卷积算子 (模糊机制), η是噪声.

Tikhonov regularization model

min ∥B(x)− f∥22 + µ2∥x∥22

Weighted regularization model

min ∥B(x)− f∥22 + µ2∥Dx∥22, with D being a diagonal matrix
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举例：由于对焦不准而造成图像模糊 (此时 B是一个线性算子),噪声为高斯白噪声.
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6.6 SVD：图像压缩—截断 SVD

- 原图像素：809× 900

http://math.ecnu.edu.cn/~jypan 30/38



- 原图像素：809× 900
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- 原图像素：809× 900
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- 原图像素：809× 900
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- 原图像素：512× 512
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6.7 SVD：图像配准 Rigid Alignment / Shape Registration
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ICP: Optimal Transformation 

Problem Formulation: 

1.  Given two sets points:                                     in      .  Find the rigid transform:                        

 that minimizes: 

2.  Closed form solution with rotation matrices: 

1.  Construct:          ,   where 

2.  Compute the SVD of C:  

1.  If 

2.  Else   

3.  Set 

Note that C is a 3x3 matrix. SVD is very fast. 

{xi}, {yi}, i = 1..n

R, t

Arun et al., Least-Squares Fitting 
of Two 3-D Point Sets 

C = U⌃V T

det(UV T ) = 1, R
opt

= UV T

R
opt

= U ⌃̃V T , ⌃̃ = diag(1, 1, . . . ,�1)

C =
PN

i=1(yi � µ

Y )(xi � µ

X)T µ

X = 1
N

P
i xi, µ

Y = 1
N

P
i yi,

t
opt

= µY �R
opt

µX

µ

X = 1
N

P
i xi, µ

Y = 1
N

P
i yi,

NX

i=1

kRxi + t� yik22

 http://www.lix.polytechnique.fr/~maks/Verona_MPAM/TD/TD1/index.html
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