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� � 4–1

1. �� β>N� B α1, α2, · · · , αst&��, qUcN α1, α2, · · · , αs−1t&��. ST: � 

B α1, α2, · · · , αsB� B α1, α2, · · · , αs−1, βV�.

��: N1�, 1k a1, · · · , as ∈ K'P

β = a1α1 + a2α2 + · · ·+ asαs.

�� as = 0, J β>$I α1, α2, · · · , αs−1t&��, B1�45, !O as 6= 0. <�

αs =
1
as

β − a1

as
α1 − · · · − as−1

as
αs−1,

�αs>$N α1, α2, · · · , αs−1, βt&��. C%� Bα1, α2, · · · , αs>Iα1, α2, · · · , αs−1, βt&��.

�H@�, =>1�, � Bα1, α2, · · · , αs−1, β>$I� Bα1, α2, · · · , αst&��, !Ow7f� 

BV�.
∗2. (����) �� B α1, α2, · · · , αs t&,*, ?>N� B β1, β2, · · · , βt t&��. ST:

1k β1, β2, · · · , βt �HfYJ βi1 , βi2 , · · · , βit , '� B α1, α2, · · · , αr, βir+1 , βir+2 , · · · , βit B� B

β1, β2, · · · , βtV� (r = 1, · · · , s).

��: !" α1, α2, · · · , αst&,*, ?>N� B β1, β2, · · · , βtt&��, ! s 6 t.

����PDST�J��.

(i) � s = 1.

!" α1>N β1, · · · , βtt&��, !1k ai ∈ K'P α1 =
t∑

i=1

aiβi. % α1t&,*, � α1 6= 0, #

$ a1, · · · , atU3"o. @G al 6= 0 (1 6 l 6 t). J

βl =
1
al

α1 −
t∑

i=1
i 6=l

ai

al
βi,

!O� B α1, β1, · · · , βl−1, βl+1, · · · , βtB� B β1, β2, · · · , βtV�.

I βi1 = βl, βi2 = β1, . . . , βil
= βl−1, βil+1 = βl+1, . . . , βit = βt, �P"#.

(ii) 1�"#� s− 1*+. �� sft&,*�� α1, α2, · · · , αs.

! α1, α2, · · · , αs−1t&,*, N�P1�, 1k β1, · · · , βt�HfYJ βj1 , · · · , βjt , '

{α1, · · · , αr, βjr+1 , · · · , βjt} ∼= {β1, · · · , βt} (r = 1, · · · , s− 1).

Q αs >N β1, · · · , βt t&��, #$ αs >$N α1, · · · , αs−1, βjs , · · · , βjt t&��. !1k ki, lk ∈ K,

i = 1, · · · , s− 1, k = s, · · · , t, 'P

αs =
s−1∑

i=1

kiαi +
t∑

k=s

lkβjk
.
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N< α1, · · · , αs t&,*, ! ls, · · · , lt U3"o. �=HfU"o�� lh, J h > s. C% βjh
>$

N α1, · · · , αs, βjh+1 , · · · , βjt
t&��. I βis

= βjh
, βi1 = βj1 , . . . , βis−1 = βjs−1 , βis+1 = βjs+1 , . . . ,

βit
= βjt

, J

{α1, · · · , αs, βis+1 , · · · , βit} ∼= {β1, · · · , βt}.
N�PDK�>�"#*+.

3. �� Bα1, α2, · · · , αs�	" r, αi1 , αi2 , · · · , αir
�8�Hf|�B. ST: ��α1, α2, · · · , αs

>N αi1 , αi2 , · · · , αir
t&�%, J αi1 , αi2 , · · · , αir

� α1, α2, · · · , αs�Hf�;t&,*B.

��: /"� B�|�B, αi1 , · · · , αir b�>$I α1, · · · , αs t&��. !Ow7f� BV

�, C%GeC�	 r. <�N7a 1.9>�� Bαi1 , · · · , αir t&,*. N^# 1.8>�8��;t&

,*B.

4. �α1, α2, · · · , αtBα1, α2, · · · , αt, αt+1, αt+2, · · · , αsGeC�	. ST: α1, α2, · · · , αtBα1, α2,

· · · , αs V�.

��: =>1�, G

L(α1, · · · , αt) ⊆ L(α1, · · · , αt, αt+1, · · · , αs),

Q!w7f� BGeC�	, !O8�.*�t&�pqGeC�F�, C%eV. �3�7a 1.1,

>�w7f� Bt&V�.

5. ���� B, v α1�0*� B�Hf�;,*B:

(1) α1 = (1,−1, 2, 4), α2 = (0, 3, 1, 2), α3 = (3, 0, 7, 14), α4 = (1,−1, 2, 0), α5 = (2, 1, 5, 6);

(2) α1 = (1,−1, 0, 1, 1), α2 = (2, 1, 3,−1, 0), α3 = (3, 0, 3, 0, 1), α4 = (1,−1, 1,−1, 1), α5 =

(−1,−5,−6, 5, 3), α6 = (2, 1, 2, 1, 0).

�: (1) α1, α2, α4.

(2) α1, α2, α4.

6. �� B {α1, α2, · · · , αs}, {β1, β2, · · · , βt}, {α1, α2, · · · , αs, β1, β2, · · ·, βt}�	��� r1, r2, r3.

ST:

max {r1, r2} 6 r3 6 r1 + r2.

��: N<� B {α1, , · · · , αs}, {β1, · · · , βt}m>N� B {α1, · · · , αs, β1, · · · , βt}t&��, !

r1 6 r3, r2 6 r3,

C%

max{r1, r2} 6 r3.

�αi1 , · · · , αir1
�α1, · · · , αs�Hf�;t&,*B, βj1 , · · · , βjr2

�β1, · · · , βt�Hf�;t&,

*B, J

{α1, , · · · , αs, β1, · · · , βt} ∼= {αi1 , · · · , αir1
, βj1 , · · · , βjr2

},
#$

r3 = rank{αi1 , · · · , αir1
, βj1 , · · · , βjr2

} 6 r1 + r2.

7. �� B {α1, α2, · · · , αs}, {β1, β2, · · · , βs}, {α1 + β1, α2 + β2, · · · , αs + βs}�	��� r1, r2,

r3. ST: r3 6 r1 + r2.

��: !" {α1 + β1, · · · , αs + βs}>N {α1, · · · , αs, β1, · · · , βs}t&��, !O8�	

r3 6 rank{α1, · · · , αs, β1, · · · , βs} 6 rank{α1, · · · , αs}+ rank{β1, · · · , βs} = r1 + r2.

· 2 ·



8. �� B α1, α2, · · · , αs�	" r, αi1 , αi2 , · · · , αim "8�Hf|�B. ST:

rank{αi1 , αi2 , · · · , αim
} > r + m− s.

��: �αi1 , · · · , αim�	V< t, J8�Hf�;,*Bαj1 , · · · , αjt�α1, · · · , αs�t&,*B,

8>I�0" α1, · · · , αs�Hf�;t&,*B, %wH�0�� U>c� αi1 , · · · , αim
�� , )

JB�;,*B45. % α1, · · · , αs�(G s−mfU�< αi1 , · · · , αim
�� , <�{% r − tfUC

�� T�� αj1 , · · · , αjt
$�* α1, · · · , αs�Hf�;t&,*B, C%

r − t 6 s−m,

9:P

rank{αi1 , · · · , αim
} = t > r + m− s.

9. 
�7f� BGeC�	, ?<�Hf>$I�Hft&��. ST: w7f� BV�.

��: �� B (I)>I� B (II)t&��, 8��*�t&�pq���"L1, L2. JL1 ⊆ L2.

Q!8�GeC�	, !O8��*�t&�pqGeC�F�, C%L1 = L2, � (I)B (II)V�.

� � 4–2

1. s��]^�	:

(1)




1 4 10 0
3 2 4 2
4 1 1 3
2 3 7 1


 (2)




2 1 11 2
1 0 4 −1
1 −1 1 −5
2 0 8 −2




(3)




1 0 0 1 1
0 1 0 −1 1
1 −1 1 3 1
0 0 1 1 1
1 1 1 2 3




(4)




2 0 3 1 −1
1 2 1 2 1
3 −2 5 0 −3
−1 1 0 2 3




�: (1) 2; (2) 2; (3) 4; (4) 3.

2. s��� B�	B�;t&,*B:

(1) α1 = (3, 2,−1,−3,−2), α2 = (2,−1, 3, 1,−3), α3 = (1,−4, 7, 5, 4), α4 = (1,−7, 11, 9, 5);

(2) α1 = (1,−1, 1, 1, 1), α2 = (1, 1,−1, 1, 1), α3 = (1, 1, 1,−1, 1), α4 = (1, 1, 1, 1,−1), α5 =

(1, 1, 1, 1.1);

(3) α1 = (2,−1, 3,−2, 4), α2 = (4,−2, 5, 1, 7), α3 = (2,−1, 1, 8, 2), α4 = (2,−1, 2, 3, 3);

(4) α1 = (1, 3, 3, 5), α2 = (3, 2,−5, 1), α3 = (2, 3, 0, 4), α4 = (5, 4,−7, 1), α5 = (3, 5, 1, 7).

�: (1) 	 4, α1, α2, α3, α4.

(2) 	 5, α1, α2, α3, α4, α5.

(3) 	 2, α1, α2.

(4) 	 3, α1, α2, α4.

3 s� B α1 = (−3, 1, 1, 1), α2 = (1,−3, 1, 1), α3 = (1, 1,−3, 1), α4 = (1, 1, 1,−3)�#G�;t

&,*B.

�: �� 3f� mu*�;t&,*B.

4. s��� B#.*��pq�zBF�:

(1) α1=(4,−5, 2, 6), α2=(2, 1, 3, 2), α3=(2,−6,−1, 4), α4=(2, 13, 5,−6);

· 3 ·



(2) α1 = (1, 0, 0, 1,−1), α2 = (0, 1, 0, 2, 1), α3 = (0, 0, 1,−1,−2), α4 = (1, 1, 1, 2,−2).

�: (1) F� 3, z α1, α2, α4.

(2) F� 3, z α1, α2, α3.

5. s��]^�	:

(1)




a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

anb1 anb2 · · · anbn


; (2)




1 a a · · · a a

a 1 a · · · a a

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a a a · · · a 1


.

�: (1)!"O]^���7mt&e*,!O	6 1. %O]^�	V< 0�0�@&12�#

G� aibj = 0. � (a1, · · · , an) 6= 0, J@G (b1, · · · , bn) = 0, � (b1, · · · , bn) 6= 0, J@G (a1, · · · , an) = 0.

!Ob (a1, · · · , an) = 0D (b1, · · · , bn) = 0R, 	" 0, )J, 	" 1.

(2) b a = 1R, 	" 1; b a = 1
1− n

R, 	" n− 1 (n > 1); <$�6, 	" n.

6. �

W = {(a1, · · · , ar, 0, · · · , 0)T | ai ∈ K, i = 1, · · · , r} ⊆ Km

ST: dimW = r.

��: �

α1 =




1
0
...
0


 , α2 =




0
1
...
0


 , · · · , αr =




0
...
1 (r),
...
0




J α1, α2, · · · , αrt&,*, ?����

α =




a1
...

ar

0
...
0




∈ W

G α = a1α1 + · · ·+ arαr, #$ dimW = r.

7. � α1, α2, · · · , αrt&,*, βj =
r∑

i=1

aijαi (j = 1, · · · , s), IA = (aij). ST:

rank{β1, β2, · · · , βs} = rank A.

��: (i) � βj1 , · · · , βjt � β1, · · · , βs�Hf�;t&,*B. ��A��� B γ1, · · · , γs. J

(βj1 · · · βjt) = (α1 · · · αr)(γj1 · · · γjt).

��
t∑

i=1

kiγji = 0, J

(βj1 · · · βjt)




k1
...
kt


 = (α1 · · · αr)(γj1 · · · γjt)




k1
...
kt


 = 0,

�
t∑

i=1

kiβji = 0, N< βj1 , · · · , βjt t&,*, !O k1 = · · · = kt = 0, � γj1 , · · · , γjt t&,*. #$

rank(A) > t = rank{β1, · · · , βs}.
· 4 ·



(ii) � γj1 , · · · , γjt
�A��� B��;t&,*B, JN

t∑
i=1

kiβji
= 0>P

(α1 · · · αr)(γj1 · · · γjt
)




k1
...
kt


 = (βj1 · · · βjt

)




k1
...
kt


 = 0,

N< α1, · · · , αrt&,*, @AG

(γj1 · · · γjt
)




k1
...
kt


 = 0,

N γj1 , · · · , γjt
�t&,*&>P k1 = · · · = kt = 0, � βj1 , · · · , βjt

t&,*, !%

rank{β1, · · · , βs} > t = rank(A).

��P�

rank{β1, · · · , βs} = rank(A).

8. � A ∈ Mm,n(K). 
� A�= i1, i2, · · · , ir B* A�� B��;t&,*B, A�=

j1, j2, · · · , jr�B*A��� B��;t&,*B. ST:∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1,j1 ai1,j2 · · · ai1,jr

ai2,j1 ai2,j2 · · · ai2,jr

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

air,j1 air,j2 · · · air,jr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0.

��: ;b�J]^�B�, >�]^�O rBO r���"]^�� BB�� B�

�;t&,*B. C%]^>j\V=JL"

B =




a1,1 a1,2 · · · a1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar,1 ar,2 · · · ar,n

0 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · 0




,

!]^�\V=JU<=]^��� �t&*j, !]^B�O r��"B��� B��;t

&,*B. C%B>j\V�=JL"

C =




a1,1 a1,2 · · · a1,r 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar,1 ar,2 · · · ar,r 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 · · · 0 0 · · · 0




.

!" rank(C) = rank(B) = r, #$
∣∣∣∣∣∣

a1,1 a1,2 · · · a1,r

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ar,1 ar,2 · · · ar,r

∣∣∣∣∣∣
6= 0.

� � 4–3

1. U#��
^ t&@AB�-��!, Ws-.

· 5 ·



(1)





ax1 + bx2 + x3 = 1

x1 + abx2 + x3 = b

x1 + bx2 + ax3 = 1;

(2)





(λ + 3)x1 + x2 + 2x3 = λ

λx1 + (λ− 1)x2 + x3 = 2λ

3(λ + 1)x1 + λx2 + (λ + 3)x3 = 5;

(3)





ax1 + bx2 + 2x3 = 1

ax1 + (2b− 1)x2 + 3x3 = 1

ax1 + bx2 + (b + 3)x3 = 2b− 1.

�: (1)bb(a−1)(a+2) 6= 0RG-: x1=
a− b

(a− 1)(a + 2) , x2=
ab + b− 2

b(a− 1)(a + 2) , x3 = a− b
(a− 1)(a + 2) ;

b a = b = −2R, G- x1 = x3 = −1− 2x2;

b a = b = 1R, G- x1 = 1− x2 − x3;

<$�6,-;

(2) b λ 6= 0, λ 6= 1RG-: x1 = λ2 + 4λ− 15
λ2 , x2 = λ2 + λ + 15

λ2 , x3 = −4λ2 + λ + 15
λ2 ;

b λ = 1RG-: x1 = 2− x3, x2 = −7 + 2x3;

b λ = 0R,-;

(3) b a 6= 0, b 6= ±1RG-: x1 = 5− b
a(b + 1) , x2 = −2

b + 1 , x3 = 2(b− 1)
b + 1 ;

b b = 1RG-: x2 = 1− ax1, x3 = 0;

b a = 0, b = 5RG-: x2 = − 1
3 , x3 = 4

3 , x1"���;

<$�6,-.

2. 3�t&@AB��#ST: ��.t

L1 :

{
A1x + B1y + C1z + D1 = 0

A2x + B2y + C2z + D2 = 0

B.t

L2 :

{
A3x + B3y + C3z + D3 = 0

A4x + B4y + C4z + D4 = 0
e�,  0 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 A2 A3 A4

B1 B2 B3 B4

C1 C2 C3 C4

D1 D2 D3 D4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

�: =>j 3.3�-, ��L1BL2e�,  0t&@AB




A1x + B1y + C1z = −D1

A2x + B2y + C2z = −D2

A3x + B3y + C3z = −D3

A4x + B4y + C4z = −D4

G,H-, C% rank(A) = rank(Ã) = 3, w�AB Ã���yS@AB�j�]^B��]^. !O

�) |Ã| = 0, ∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 A2 A3 A4

B1 B2 B3 B4

C1 C2 C3 C4

D1 D2 D3 D4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

A1 B1 C1 −D1

A2 B2 C2 −D2

A3 B3 C3 −D3

A4 B4 C4 −D4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

3. s4f��Aix + Biy + Ciz + Di = 0 (i = 1, 2, 3)��-.��*j�0&12.

(1) GHff(�; (2) GH1f(.t;

· 6 ·



(3) 4f���; (4) 4f��u*4� .

�: ��n�Ht&@AB




A1x + B1y + C1z = −D1

A2x + B2y + C2z = −D2

A3x + B3y + C3z = −D3

(∗)

8�j�]^B��]^���"AB Ã.

(1) 4f��GHff(� ⇐⇒ @AB (∗)G,H- ⇐⇒ rank(A) = rank(Ã) = 3 ⇐⇒ |A| 6= 0.

(2) 4f��GH1f(.t ⇐⇒ @AB (∗)G-, %? (∗)��%@AB�z�-j{
Hf
� ⇐⇒ rank(A) = rank(Ã) = 2.

(3) 4f��� ⇐⇒ Ai
Aj

= Bi
Bj

= Ci
Cj

6= Di
Dj

1 6 i < j 6 3.

(4) 4f��u*4� ⇐⇒ @AB (∗) ,-, % (∗) ��%@AB�z�-j
Hf� 
⇐⇒ rank(A) = 2, rank(Ã) = 3, %?A���7mU*ej.

� � 4–4

1. |���GHF]"t&F]?

(1) k� pq V �, A (ξ) = α, <� α"I�� ;

(2) A : K2 −→ K3

(x, y) 7−→ (−1, 2, 3)

(3) A : K3 −→ K3

(x1, x2, x3) 7−→ (2x1+x2−x3,−x2+x3, x1+2x2−x3)

(4) A : K3 −→ K2

(x, y, z) 7−→ (x2 + y2 − z, xy)

(5) A (xε1 + yε2 + zε3) = (x + y)ε1 + (x− y + z)ε2 + (y − z)ε3, <� ε1, ε2, ε3"t&pq V �z;

(6) '�pqR2�, R"��[�R!@�"K��� 45◦�=J.

�: (1) � α = 0, �; � α 6= 0, U�.

(2) U�.

(3) �.

(4) U�.

(5) �.

(6) �.

2. �<ya��t&F], s%8�ke,z��]^ (�z-Tz, Jzg�z).

�: (1) α = 0R"o]^.

(3)




2 1 −1
0 −1 1
1 2 −1


.

(5)




1 1 0
1 −1 1
0 1 −1


.

(6)
(

cos 45◦ − sin 45◦

sin 45◦ cos 45◦

)
.

· 7 ·



3. �A"� pqV1�� pqV2�t&F], α1, α2, · · · , αm ∈ V1, A (αi) = βi, i = 1, 2, · · · ,m.

ST: �� β1, β2, · · · , βmt&,*, J α1, α2, · · · , αmgt&,*.

��: � k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm = 0, J

A (k1α1 + k2α2 + · · ·+ kmαm) = 0

⇒k1A (α1) + k2A (α2) + · · ·+ kmA (αm) = 0

⇒k1β1 + k2β2 + · · ·+ kmβm = 0,

N< β1, β2, · · · , βmt&,*, >P k1 = k2 = · · · = km = 0, C% α1, α2, · · · , αmt&,*.

4. ��	�� (1)–(7)m�	 (0)jN+j�]^�t&=J%P��. 	 (0)�U%rK�Oh

z� η1, η2. �rNd�z� k	 (1)–(7)��#$h8�*< η1, η2�WU (K"+�)$~%e,

t&=J�]^.

p0��XX\&�� Pr p0��XX\&�� Pr
p0��XX\&�� Pr p0��XX\&�� Pr
�

uur@ �
uur@ �
uur@ �

t
t
p �� �

t
t
p���

t
t
p�����:	!F

z/����
O

η1

η2

(0)

p0����D((rP � p0����D((rP �
p0����D((rP � p0����D((rP �
�

uur@ �
uur@ �
uur@ �

t
t
p���

t
t
p���

t
t
p���

(1)

� Pr��<����0p � Pr��<����0p
� Pr��<����0p � Pr��<����0p
�

uur@ �
uur@ �
uur@ �

t
t
p���

t
t
p���

t
t
p���

(2)

��0p((D��� Pr ��0p((D��� Pr��0p((D��� Pr ��0p((D��� Pr
�

uur@ �
uur@ �
uur@ �

t
t
p���

t
t
p���

t
t
p���

(3)

��0p�&\XXrP � ��0p�&\XXrP ���0p�&\XXrP � ��0p�&\XXrP �
�

uur@ �
uur@ �
uur@ �

t
t
p���

t
t
p���

t
t
p���

(4)

�(`s;<;<;��@q
�(`s;<;<;��@q�(`s;<;<;��@q

�(`s;<;<;��@q
�qqqqq ��

qqqqq ��

qqqqq ��sssss
`(�

sssss
`(�

sssss
`(�

(5)

s`(�
�+fklkllkl
ppppph,

s`(�
�+fklkllkl
ppppph,

s`(�
�+fklkllkl
ppppph,

s`(�
�+fklkllkl
ppppph,
�

�(`sssss�(`sssss�(`sssss

pppppppppppppppppppppph,

pppppppppppppppppppppph,

pppppppppppppppppppppph,

(6)

s`(�9���t
�0�

s`(�9���t
�0�s`(�9���t

�0�

s`(�9���t
�0�

�

sssss
`(�sssss
`(�sssss
`(�

�0pt
t
t
t
t

�0pt
t
t
t
t

�0pt
t
t
t
t

(7)

� 4��

�: (1)
(−1 0

0 1

)
.

(2)
(

0 −1
1 0

)
.

(3)
(

1 0
0 −1

)
.

(4)
(−1 0

0 −1

)
.

(5)
(

1 −1
1 1

)
.

(6)
(−1 1

2 −1

)
.

(7)
(

0 1
−2 −1

)
.

5. GHf8;" 1�+@��sf��m$yreC�%&'���	. �(�x)*�+�

=4, §8#S�-b.��X%8�+�	 (�Z	). /01{&�r��	6/7ft&=Joc

· 8 ·



P�~�:D��7f	6 ("/0?). ��NsfD����5z"K�, �~%~�:�D��	

6�,�=J]^.

t
t
t
t
t
t
p��

t
t
t
t
t
t
p��

uuuuuuP �

uuuuuuP �

��
��
��
��
�� t

t
t
t
t
t
p� Puuuuuu

��@qqqq
qqqq@��

� 5��

�: ~�:

(
1

√
2

4
0

√
2

4

)
, �D�:

( √
2

4 0√
2

4 1

)
.

� � 4–5

1. k'�pq�z.5UV [O;
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ]. A ,B,C ����pq[�2j"x� y� zE�� 45◦

�=J.

(1) $WU�6)~%A ,B,C ��P);

(2) sA ,B,C kz−→
i ,
−→
j ,
−→
k ��]^;

(3) sAB, BA , ABC , A + B, A 4B4kz
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ��]^;

(4) ST: A 8 = B8 = C 8 = E , w�E ��6CF].

�: (1) A (x, y, z) =
(

x,

√
2

2 y −
√

2
2 z,

√
2

2 y +
√

2
2 z

)
,

B(x, y, z) =
( √

2
2 x +

√
2

2 z, y,−
√

2
2 x +

√
2

2 z

)
,

C (x, y, z) =
( √

2
2 x−

√
2

2 y,

√
2

2 x +
√

2
2 y, z

)
.

(2) A =




1 0 0
0

√
2

2 −
√

2
2

0
√

2
2

√
2

2


,

B =




√
2

2 0
√

2
2

0 1 0
−
√

2
2 0

√
2

2


, C =




√
2

2 −
√

2
2 0√

2
2

√
2

2 0
0 0 1


.

(3) AB =




√
2

2 0
√

2
2

1
2

√
2

2 − 1
2

− 1
2

√
2

2
1
2


, BA =




√
2

2
1
2

1
2

0
√

2
2 −

√
2

2
−
√

2
2

1
2

1
2


, ABC =




1
2 − 1

2

√
2

2
1
2 +

√
2

4
1
2 −

√
2

4 − 1
2

1
2 −

√
2

4
1
2 +

√
2

4
1
2


, A + B =




1 +
√

2
2 0

√
2

2
0 1 +

√
2

2 −
√

2
2

−
√

2
2

√
2

2
√

2


,

· 9 ·



A4B4 =



−1 0 0
0 −1 0
0 0 1


.

(4) i.

2. xg��]^�3g:

(1) A =




1 1 3
2 1 2
2 3 1


, B =




1 −1 1
0 2 −1
1 2 0


;

(2) A =




a b c

b c a

c a b


, B =




c b a

a c b

b a c


;

sAB, AB −BA, (A−B)2.

�: (1) AB =




4 7 0
4 4 1
3 6 −1


, AB −BA =




3 4 −2
2 5 −2
−2 3 −8


, (A + B)2 =




6 0 8
1 8 4
3 2 6


.

(2) AB =




ac + ba + cb ac + ba + cb a2 + b2 + c2

ac + ba + cb a2 + b2 + c2 ac + ba + cb

a2 + b2 + c2 ac + ba + cb ac + ba + cb


,

AB −BA =




(b− c)(a− b) −(a− c)(a− b) (a− b)2

−(a− c)(a− b) (a− b)2 (b− c)(a− b)
(a− b)2 (b− c)(a− b) −(a− c)(a− b)


,

(A + B)2 =




(a− c)(a + b− 2c) 0 −(a− c)(a + b− 2c)
−(a− b)(a + b− 2c) 0 (a− b)(a + b− 2c)
−(b− c)(a + b− 2c) 0 (b− c)(a + b− 2c)


.

3. xg:

(1)




2 2 1
2 1 2
1 2 2




2

; (2)




1 −1 1
0 1 −1
−1 0 1




3

;

(3)
(

0 1
1 1

)5

; (4)
(

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)n

;

(5) ( a b c )




a

b

c


; (6)




a

b

c


 ( a b c );

(7)




λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ




n

; (8) (λEn + A)n, A =




1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
. . . . . . . . . . . . .

1 1 · · · 1


.

�: (1)




9 8 8
8 9 8
8 8 9


.

(2)



−3 −2 5
3 0 −2
−2 3 −3


.

(3)
(

3 5
5 8

)
.

(4)
(

cos nθ − sin nθ

sinnθ cosnθ

)
.

(5) (a2 + b2 + c2).

· 10 ·



(6)




a2 ab ac

ab b2 bc

ac bc c2


.

(7)




λn nλn−1 n(n− 1)
2 λn−2

0 λn nλn−1

0 0 λn


.

(8) λn
(
E − 1

n
A

)
+ 1

n
(λ + n)nA.

4. xg]^	:), �

(1) f(λ) = λ3 − 3λ2 − 2, A =




3 1 1
3 1 2
1 −1 0


;

(2) f(λ) = λ3 − 2λ2 + λ− 1, A =




1 2 0
−1 −1 1
0 1 2


.

�: (1)




12 2 4
11 3 3
−1 1 1


.

(2)




1 2 0
−1 −1 1
0 1 2


.

5. ��AB = BA, u]^ABB>�J. �

(1) A =
(

1 0
1 2

)
; (2) A =




1 1 0
1 1 0
1 1 1


;

(3) A =




1 1 1
0 1 1
0 0 1


.

s#GBA>�J�]^.

�: (1)
(

a 0
b a + b

)
.

(2)




a b 0
b a 0
c c a + b− c


.

(3)




a b c

0 a b

0 0 a


.

6. �

A = diag(a1, a2, · · · , an), <� ai 6= aj , ∀i 6= j.

ST: BA>�J�]^{c��5]^.

��: �B = (bij)BA>�J, J

aibij = bijaj , i, j = 1, · · · , n.

<�

(ai − aj)bij = 0, i, j = 1, · · · , n.

· 11 ·



qb i 6= jRG ai 6= aj , #$�< i 6= jG bij = 0, �

B =




b11 0 · · · 0
0 b22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · bnn


 .

7. ST: B#G]^>�J�]^{c�U ]^.

��: ��U ]^B#G]^>�J.�BB#G]^>�J,JNya�B = diag(b1, · · · , bn).

Q���� i 6= jGBEij = EijB, !O� i 6= jG bi = bj , � b1 = b2 = · · · = bn = b, #$B = bEn.

8. ST: U1k]^A, B, 'AB −BA = En.

��: AB − BA��5t�X9: =
n∑

i=1

(
n∑

k=1

aikbki

)
−

n∑
i=1

(
n∑

k=1

bikaki

)
= 0, % En��5t�

X9:= n, >_AB −BA 6= En.

9. �A = B + E. ST: A2 = 2Ab?cbB2 = E.

��: (⇒) B2 = (A− E)2 = A2 − 2A + E = E.

(⇐) A2 = (B + E)2 = B2 + 2B + E = 2(B + E) = 2A.

10. 
��	Ky�7f@^ABB>�J. ST:

(1) (A + B)2 = A2 + 2AB + B2;

(2) (A + B)(A−B) = A2 −B2;

(3) (A + B)n =
n∑

k=0

Ck
nAkBn−k.

��: i.

11. ST: y (�)456]^���_�y (�)456]^.

��: �A = (aij)BB = (bij)m�y456]^, �� i > jG aij = 0$h bij = 0. <�b i > j

RG
n∑

k=1

aikbkj =
i−1∑

k=1

aikbkj +
n∑

k=i

aikbkj

=
i−1∑

k=1

0 · bkj +
n∑

k=i

aik · 0 = 0,

!OAB�y456]^. �<�456]^g>$klmST.

12. �A"m×n]^. ST: rank A = 1�0�@&12�1kmFno� α = (a1, a2, · · · , am)

B nFno� β = (b1, b2, · · · , bn), 'A = αTβ.

��: (⇒) � rank(A) = 1, J A@GH (�" β = (b1, · · · , bn))UV< 0, %<$(m�wH

���, C%

A =




a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn
...

...
. . .

...
amb1 amb2 · · · ambn


 =




a1

a2
...

am


 (b1 b2 · · · bn) = αTβ.

(⇐)�α, β�7fno� , J@Gnf ai 6= 0, bj 6= 0, C% aibj 6= 0, 'PA = αTβ = (aibj) 6= 0.

<�

1 6 rank(A) 6 min{rank(α), rank(β)} = 1.

13. s%�@"o�#Gby@^.

· 12 ·



�: �A =
(

a11 a12

a21 a22

)
, A2 = 0. �� b12 = 0, J

A2 =
(

a2
11 (a11 + a22)a12

0 a2
22

)
= 0,

<� a11 = a22 = 0, A =
(

0 a

0 0

)
.

�� a12 = b 6= 0, a11 = a, N< 0 < rank(A) = 1 < 2, JGA =
(

a ka

b kb

)
. <�

A2 =
(

a(a + kb) ka(a + kb)
b(a + kb) kb(a + kb)

)
= 0.

N< b 6= 0, >P a + kb = 0, k = − a
b

. !O]^A�>c6)�
(

0 a

0 0

)
D

(
a − a2

b
b −a

)
.

14. �A"m× n]^, ST: 1k n× sno]^B, 'AB = 0�0�@&12� rankA < n.

��: (⇒) �Gno]^B'PAB = 0, JB��� m��Ht&@ABAX = 0�-, %?

<�Gno-. !O rankA < n.

(⇐) � rankA < n, J�Ht&@ABAX = 0Gno-


b1
...

bn


 6= 0.

I

B =




b1 0 · · · 0
...

...
. . .

...
bn 0 · · · 0




n×s

6= 0,

JAB = 0.

15. �A, B��"m× nB n× s]^. ST: ��AB = 0, J

rankA + rank B 6 n.

��: B��� m��Ht&@AB AX = 0�-, %wf�Ht&@AB�-pq�	
G

n− rankAft&,*�� , C%

rankB 6 n− rankA,

9:P rankA + rank B 6 n.

16. �A" n× r]^, B" r × s]^, rankB = r. ST:

(1) ��AB = 0, JA = 0;

(2) ��AB = B, JA = E.

��: (1) Nya, rank A + rank B 6 r, N rankB = r>P rankA = 0, C%A = 0.

(2) !" (A− E)B = 0, N (1)PA− E = 0, A = E.

17. �A"m×n]^. ST:���#G�nF� X = (x1 x2 · · · xn)TmGAX = 0, JA = 0.

��: N1���/]^��� g�AX = 0�-, !OA = AE = 0.

� � 4–6

1. xg��]^��]^:

· 13 ·



(1)
(

1 2
4 3

)
; (2)

(
2 5
3 7

)
;

(3)




1 1 0
0 1 1
0 0 1


; (4)




2 0 1
−1 1 0
3 2 1


;

(5)




2 1 0
1 2 0
0 0 1


; (6)




4 2 1
1 0 3
2 1 2


.

�: (1) − 1
5

(
3 −2
−4 1

)
.

(2)
(−7 5

3 −2

)
.

(3)




1 −1 1
0 1 −1
0 0 1


.

(4) 1
3



−1 −2 1
−1 1 1
5 4 −2


.

(5) 1
3




2 −1 0
−1 2 0
0 0 3


.

(6) 1
3




3 3 −6
−4 −6 11
−1 0 2


.

2. s��]^�45]^:

(1)




2 3 1
1 2 3
3 2 1


; (2)




2 1 −2
−2 2 1
1 2 1


;

(3)




2 0 0
1 2 0
−1 2 −3


; (4)



−2 3 4
0 −1 2
3 −2 1


.

�: (1)



−4 −1 7
8 −1 −5
−4 5 1


.

(2)




0 −5 5
3 4 2
−6 −3 6


.

(3)



−6 0 0
3 −6 0
4 −4 4


.

(4)




3 −11 10
6 −14 4
3 5 2


.

3. �A ∈ Mn(K). ST: ��1k6�:no�	:) f(x), ' f(A) = 0, JA>�.

��: � f(x) = a0x
m + a1x

m−1 + · · ·+ am−1x + am, am 6= 0, '

f(A) = a0A
m + a1A

m−1 + · · ·+ am−1A + amE = 0,

· 14 ·



J

A

(
− a0

am
Am−1 − a1

am
Am−2 − · · · − am−1

am
E

)
= E,

!OA>�.

4. �B3 = 0. ST: E −B>�, WsE −B��.

��: !" (E −B)(E + B + B2) = E −B3 = E, #$E −B>�, ? (E −B)−1 = E + B + B2.

5. �A3 = 2E, B = A2 + 2A− E, sB−1.

��: N]^@AB 



B = A2 + 2A− E

AB = 2A2 −A + 2E

A2B = −A2 + 2A + 4E

rN����D'V)�8{
E, >P (5A2 + 4A− 3E)B = 31E, !O

B−1 =
1
31

(5A2 + 4A− 3E).

6. �A2 = A, ST: E + A>�, Ws (E + A)−1.

��: �B = E + A, JA = B − E, !O (B − E)2 = B − E, B2 − 3B = −2E, B(3E −B) = 2E.

!OB−1 = 1
2 (3E −B) = 1

2 (3E − E + A) = E − 1
2 A.

7. �A,B ∈ Mn(K), ST: ��AB = kEn (k 6= 0), JBA = kEn.

��: NAB = kEn (k 6= 0)>PA−1 = 1
k

B, B = kA−1. !OBA = kA−1A = kE.

8. ST: (1) y (�)456]^�45]^_�y (�)456]^;

(2) >��y (�)456]^��]^_�y (�)456]^.

��: (1) �

A =




a11 a12 · · · a1n

0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann


 .

Jb j > iR, aij �$�)Mij _�y456�, ?Mij � (i, i)�X = A� (i + 1, i)�X = 0, #$

Mij = 0 (j > i). C%b j > iRGAij = 0. !O45]^A∗�y456]^. kl>S�456��

6.

(2) �A>�, JA−1 = 1
|A| A

∗�"456]^.

9. ST: ��� ny@^A, @1k λ0 ∈ K, 'P λ0En −A�>�^.

��: !" |λE −A|�Q:j�" 1� nH	:), % nH	:)kKy�	G nf=, !@1k

λ0 ∈ K'P |λ0E −A| 6= 0. C% λ0E −A>�.

10. �A =
(

1 0
2 1

)
. s	:) f(x), ' f(A) = A∗.

�: A∗ =
(

1 0
−2 1

)
=

(
1 0
2 1

)
− 4

(
0 0
1 0

)
= A− 4

[
1
2 (A− E)

]
= 2E −A, #$ f(x) = −x + 2.

11. ST: �#G�A ∈ M2(K), 1k f(λ) = aλ + b, ' f(A) = A∗.

��: � A =
(

a b

c d

)
, J A∗ =

(
d −b

−c a

)
, #$ A + A∗ = (a + d)E, A∗ = −A + (a + d)E. !

f(λ) = −λ + (a + d).

· 15 ·



12. �A ∈ Mn(K), ST:

rankA∗ =





n, rankA = n

1, rank A = n− 1

0, rank A < n− 1

��: (i) b rankA = nR, A>�, |A| 6= 0. %AA∗ = |A|E, !A∗g>�, C% rankA∗ = n.

(ii) b rankA < n− 1R, A� n− 1y�)mV< 0, !OAij = 0, A∗ = 0, #$ rankA∗ = 0.

(iii) b rankA = n− 1R, AEFGHf n− 1y�)UV< 0, #$A∗ 6= 0. XT rank A∗ > 1. �

H@�G AA∗ = |A|E = 0, #$ rankA + rank A∗ 6 n. N< rankA = n − 1, >P rankA∗ 6 1. !O

rankA∗ = 1.

13. �A ∈ Mn(K) (n > 2), ST:

(1) (A∗)∗ = |A|n−2A;

(2) |A∗| = |A|n−1.

��: b rank A = nR, AA∗ = |A|E, #$ |A||A∗| = |A|n, |A∗| = |A|n−1. <�A∗(A∗)∗ = |A∗|E =

|A|n−1E. NA−1 = 1
|A| A

∗>PA∗ = |A|A−1, ! (A∗)∗ = |A|n−1(A∗)−1 = |A|n−2A.

b rankA = n− 1R, rank A∗ = 1, #$ (A∗)∗ = 0 = |A|n−2A, |A∗| = 0 = |A|n−1.

b rankA < n− 1R, A∗ = 0, ySV)g*+.

� � 4–7

1. �A, B"7fCy]^. ST:

rank(A + B) 6 rank(A | B) 6 rankA + rank B.

��: � A��� B" α1, · · · , αn, B ��� B" β1, · · · , βn, J A + B ��� B" α1 +

β1, · · · , αn + βn, (A | B)��� B" α1, · · · , αn, β1, · · · , βn, C%N`a 4–1.7,

rank(A + B) = rank{α1 + β1, · · · , αn + βn}
6 rank{α1, · · · , αn, β1, · · · , βn} = rank(A | B)

6 rank{α1, · · · , αn}+ rank{β1, · · · , βn}
= rank A + rank B.

2. �

A =




0 0 1 1
0 0 0 1
2 1 1 −3
3 2 1 2


 ,

sA−1.

�: �

A−1 =
(

B11 B12

B21 B22

)
,

· 16 ·



AA−1 =
(

0 A12

A21 A22

)(
B11 B12

B21 B22

)

=
(

A12B21 A12B22

A21B11 + A22B21 A21B12 + A22B22

)

=
(

E2 0
0 E2

)
.

#$

B21 = A−1
12 =

(
1 −1
0 1

)
,

B22 = 0, (!A12>�)

B12 = A−1
21 =

(
2 −1
−3 2

)
,

B11 = −A−1
21 A22B21 =

(−1 9
1 −14

)
.

!O

A−1 =




−1 9 2 −1
1 −14 −3 2
1 −1 0 0
0 1 0 0


 .

3. �A">�� ny@^,

D =
(

0 A
a 0

)
, a 6= 0,

sD−1.

�: D−1 =
(

0 a−1

A−1 0

)
.

4. �Ai" riy>�@^ (i = 1, 2, · · · , s),

A =




A1

A2

. . .

As




sA−1.

�: A−1 =




A−1
s

A−1
s−1

. . .

A−1
1


.

5. �Ei" ri (i = 1, 2, · · · , s)y�/]^, %

A =




a1E1

a2E2

. . .

asEs


 , ai 6= aj , i 6= j,

ST: BA>�J�]^{c��7�5]^.

��: ��7]^B = (Bij)BA>�J, %?B��7@)BAeC. JNAB = BAP

aiBij = Bijaj , i, j = 1, · · · , s.

<�

(ai − aj)Bij = 0, i, j = 1, · · · , s.
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qb i 6= jRG ai 6= aj , #$�< i 6= jGBij = 0, �

B =




B11 0 · · · 0
0 B22 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Bss


 .

6. �

A =




0 0 · · · 0 a0

a1 0 · · · 0 0
0 a2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · an 0




ai 6= 0, i = 0, 1, 2, · · ·n,

sA−1.

�: A−1 =




0 a−1
1 0 · · · 0

0 0 a−1
2 · · · 0

...
...

...
. . .

...
0 0 0 · · · a−1

n

a−1
0 0 0 · · · 0




.

7. �]^Am×s, Bt×n�	��" rA, rB , C"���m× n]^, %

D =
(

A C
0 B

)

ST: ]^D�	 rD > rA + rB .

��: � A �� B��;t&,*B" αi1 , · · · , αirA
, B �� B��;t&,*B"

βj1 , · · · , βjrB
. J

γ1 = (αi1 , ∗ · · · ∗︸ ︷︷ ︸
n

), γ2 = (αi2 , ∗ · · · ∗︸ ︷︷ ︸
n

), · · · , γrA = (αirA
, ∗ · · · ∗︸ ︷︷ ︸

n

)

t&,*.

δ1 = (0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
s

, βj1), δ2 = (0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
s

, βj2), · · · , δrB = (0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
s

, βjrB
)

t&,*. ��

γ1, γ2, · · · , γrA , δ1, δ2, · · · , δrB ,

t&,*, #$

rD > {γ1, γ2, · · · , γrA
, δ1, δ2, · · · , δrB

} = rA + rB .

8. �A"by@^. ST: ��Ak = 0, JA2 = 0.

��: N Ak = 0>P |A| = 0. ! rank A 6 1. �� rankA = 0, J A = 0, "#��*+. ��

rankA = 1, J

A =




a1
...

an


 (b1 · · · bn), (`a 4–5.12)

A2 =




a1
...

an


 (b1 · · · bn)




a1
...

an


 (b1 · · · bn) =

n∑

i=1

aibiA,

Ak =

(
n∑

i=1

aibi

)k−1

A = 0.
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N<A 6= 0,
n∑

i=1

aibi = 0. #$A2 = 0.

9. �A, B"7fny@^,ST:]^@AAX = BG-�0�@&12� rankA = rank(A | B).

��: (⇒) �]^@AAX = BG-X = C, JAC = B. C%B��� B>NA��� B

t&��, #$

rank(A | B) = rank A.

(⇐)��rank(A | B) = rank A,JB��� B>NA��� Bt&��,�1k(c1j , · · · , cnj)T

'P

A




c1j

...
cnj


 =




b1j

...
bnj


 , j = 1, · · · , n.

I

C =




c11 · · · c1n
...

. . .
...

cn1 · · · cnn


 ,

JAC = B.

10. �A, B"7f ny@^, ST: �Ht&@ABAX = 0B�Ht&@ABBAX = 0C-�

0�@&12� rankA = rank BA.

��: Q
, AX = 0�-m�BAX = 0�-, C%BAX = 0�z�-jEF
G n− rankAf

-. Q!" rankA = rank BA, #$BAX = 0�z�-j8
G n− rankAf-. !AX = 0�z�-

jg�BAX = 0�z�-j. !OAX = 0BBAX = 0C-.

M9, �� AX = 0B BAX = 0C-, J8��z�-j
GeCf��-. !O n − rankA =

n− rankBA, rank A = rank BA.

� � 4–8

1. �\V=Js��]^��]^:

(1)




1 −2 1
2 1 0
1 2 0


; (2)




2 3 −2
1 0 −1
1 −2 1


;

(3)




1 2 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1


; (4)




−1 1 1 1
1 −1 1 1
1 1 −1 1
1 1 1 −1


.

�: (1) 1
3




0 2 −1
0 −1 2
3 −4 5


.

(2) 1
6




2 −1 3
2 −4 0
2 −7 3


.

(3)




1 −2 2 −2
0 1 −1 1
0 0 1 −1
0 0 0 1


.

(4) 1
4 A.
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2. -��]^@A:

(1)
(

2 −3
−2 4

)
X =

(
4 3
2 2

)
;

(2) X




1 1 1
−1 2 1
1 0 −1


 =




1 0 1
−1 1 2
1 −1 0


;

(3)




1 1 1 · · · 1 1
0 1 1 · · · 1 1
0 0 1 · · · 1 1
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 0 1




X =




2 1 0 · · · 0 0
1 2 1 · · · 0 0
0 1 2 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 1 2




.

�: (1) X =
(

2 −3
−2 4

)−1 (
4 3
2 2

)
= 1

2

(
4 3
2 2

)(
4 3
2 2

)
=

(
11 9
6 5

)
.

(2) X =




1 0 1
−1 1 2
1 −1 0







1 1 1
−1 2 1
1 0 −1



−1

= 1
4




4 −2 −2
2 1 −5
2 −3 −1


.

D



1 1 1

−1 2 1

1 0 −1

1 0 1

−1 1 2

1 −1 0




→




0 0 1

−2 1 1

2 1 −1

0 −1 1

−3 −1 2

1 −1 0




→




0 0 1

−1 0 0

1 2 0

0 −1 1

− 3
2 − 5

2
1
2

1
2 − 1

2
1
2




→




0 0 1

1 0 0

0 1 0

− 1
2 − 1

2 1
1
4 − 5

4
1
2

− 3
4 − 1

4
1
2




.

(3) X =




1 −1 −1 0 · · · 0 0 0
1 1 −1 −1 · · · 0 0 0
0 1 1 −1 · · · 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 · · · 1 1 −1
0 0 0 0 · · · 0 1 2




.

3. �	b@Ds

A =




1 1 1 1
1 −1 1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1




��]^.

�: c9:7b-D:

(i) !"AA = 4E, #$A−1 = 1
4 A.

(ii) �7: A1 =
(

1 1
1 −1

)
, A−1

1 = 1
2

(
1 1
1 −1

)
= 1

2 A1.

(
A1 A1 E 0
A1 −A1 0 E

)
→

(
A1 A1 E 0
0 −2A1 −E E

)

→
(

A1 0 1
2 E 1

2 E

0 −2A1 −E E

)
→

(
E 0 1

2 A−1
1

1
2 A−1

1

0 E 1
2 A−1

1 − 1
2 A−1

1

)
.
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A−1 =
1
2

(
A−1

1 A−1
1

A−1
1 −A−1

1

)
=

1
4

(
A1 A1

A1 −A1

)
=

1
4

A.

4. �A,B, C, D ∈ Mn(K), |A| 6= 0, AC = CA. ST:∣∣∣∣
A B

C D

∣∣∣∣ = |AD − CB|.

��: ! |A| 6= 0, !A>�. %(
E 0

−CA−1 E

)(
A B

C D

)
=

(
A B

0 D − CA−1B

)
,

#$ ∣∣∣∣
A B

C D

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
A B

0 D − CA−1B

∣∣∣∣ = |A||D − CA−1B|

= |AD −ACA−1B| = |AD − CB|.
5. �A,B ∈ Mn(C), ST: ∣∣∣∣

A B

−B A

∣∣∣∣ = |A− iB||A + iB|.

(<� i";��/, i2 = −1.)

��: !" (
E iE
0 E

)(
A B

−B A

) (
E −iE
0 E

)
=

(
A− iB

A + iB

)
.

#$ ∣∣∣∣
A B

−B A

∣∣∣∣ = |A− iB||A + iB|.
6. �A ∈ Mm,r(K). ST:

(1) A"�-	]^�0�@&12�1k>�]^ P ∈ Mm(K), ' A = P

(
Er

0

)
;

(2) A"�-	]^�0�@&12�1k-	]^B ∈ Mr,m(K), 'BA = Er.

��: (1) !A�-	, A�<=6"
(

Er

0

)
. C%1k>�]^ P1, Q1, '

A = P1

(
Er

0

)
Q1.

I

P = P1

(
Q1 0
0 Em−r

)
,

J

A = P1

(
Er

0

)
Q1 = P1

(
Q1

0

)
= P1

(
Q1 0
0 Em−r

) (
Er

0

)
= P

(
Er

0

)
.

woSTr@&&, %0�&����.

(2) 0�&����, �S@&&.

N (1)�, 1k>�]^ P , 'A = P

(
Er

0

)
. J

P−1A =
(

Er

0

)
,

I

P−1 =
(

B }r
B1

)
,

JB-	, ?BA = Er.

7. �<-	]^, >SWSTkl�"#.
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�: (1) A"-	]^�0�@&12�1k>�]^Q ∈ Mm(K), ' A = (Er 0)Q.

(2) A"-	]^�0�@&12�1k�-	]^B ∈ Mm,r(K), 'AB = Er.

(STi)

8. �m× n]^A�	" r. ST: 1k�-	]^ P :-	]^Q, 'A = PQ.

��: 1k>�]^ P1, Q1, '

A = P1

(
Er 0
0 0

)
Q1.

I

P = P1

(
Er

0

)
, Q = (Er 0)Q1,

J P �-	, Q-	, ?

A = P1

(
Er 0
0 0

)
Q1 = P1

(
Er

0

)
(Er 0)Q1 = PQ.

9. �A, B��" n×mBm× n (n > m)]^, λ 6= 0. ST:

|λEn −AB| = λn−m|λEm −BA|.
��: N< (

En 0
−B Em

)(
En A

B λEm

)
=

(
En A

0 λEm −AB

)
,

(
En −A

0 Em

)(
λEn A

B Em

)
=

(
λEn −AB 0

B λEm

)
,

#$

|λEn −AB| =
∣∣∣∣
λEn A

B Em

∣∣∣∣ ,

|λEm −BA| =
∣∣∣∣
En A

0 λEm

∣∣∣∣ .

%

λm|λEn −AB| = λm

∣∣∣∣
λEn A

B Em

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
λEn A

λB λEm

∣∣∣∣

= λn

∣∣∣∣
En A

B λEm

∣∣∣∣ = λn|λEm −BA|.

!O

|λEn −AB| = λn−m|λEm −BA|.
10. �A, B��" s× nB n×m]^, ST:

rank (AB) > rank(A) + rank(B)− n.

��:
(

AB 0
0 En

)
→

(
AB −A

0 En

)
→

(
0 −A

B En

)
. #$

rank(AB) + n = rank
(

AB 0
0 En

)
= rank

(
0 −A

B En

)

= rank
(

0 A

B En

)
> rankA + rank B, (4–7.7)

!O rank (AB) > rank(A) + rank(B)− n.

11. �A, B, C��" s× n, n×mBm× t]^, ST:

rank (ABC) > rank (AB) + rank (BC)− rank B.
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��:
(

ABC 0
0 B

)
→

(
ABC AB

0 B

)

→
(

0 AB

−BC B

)
→

(
0 AB

BC B

)
.

#$

rank (ABC) + rank B > rank (AB) + rank (BC),

rank (ABC) > rank (AB) + rank (BC)− rank B.

12. �A ∈ Mn(K), ST:

A2 = En ⇔ rank(A− En) + rank(A + En) = n.

��:
(

En A + En

A− En 0

)
→

(
En A + En

0 En −A2

)
, #$

rank(A− En) + rank(A + En) = n + rank(En −A2).

rank(A− En) + rank(A + En) = n ⇐⇒ rank(En −A2) = 0 ⇐⇒ A2 = En.

13. �A ∈ Mn(K), ST:

A2 = A ⇔ rank(A) + rank(A− En) = n.

��:
(

A 0
0 A− En

)
→

(
A −En

0 A− En

)

→
(

0 −En

A2 −A A− En

)
→

(
0 En

A2 −A 0

)
.

#$

rankA + rank(A− En) = n + rank(A2 −A).

rank(A) + rank(A− En) = n ⇔ A2 = A.

14. �A ∈ Mn(K)�>�]^, X, Y " nF�� , ST:∣∣∣∣
A Y

XT 0

∣∣∣∣ = −XTA∗Y.

��: (
A Y

XT 0

)
→

(
A Y

0 −XTA−1Y

)
,

∴
∣∣∣∣

A Y

XT 0

∣∣∣∣ = |A|| −XTA−1Y | = −XT|A|A−1Y = −XTA∗Y.

� � 4–9

1. �A "� pq V1� V2�t&F], A kg�z��]^�

A =




−1 0 2 1 3
2 −3 −1 1 −4
1 −3 1 2 −1
−1 1 1 0 2


 .

(1) sA �?B#�F�Bz;

(2) ��vA �?B#�z�0" V1B V2�z.

�: (1) !" rank A = 3, !O#pq�F�" 3. A��� B��;t&,*Bu*#pq�

z:

A (ε1) = (−1, 2, 1,−1),A (ε2) = (0,−3,−3, 1),A (ε5) = (3,−4,−1, 2).
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?�F�= 5− 3 = 2, AX = 0�z�-ju*?pq�z:

ξ1 = (2, 1, 1, 0, 0), ξ2 = (1, 1, 0, 1, 0).

(2) ξ1, ξ2>�0" V1�z:

ξ1, ξ2, ε3, ε4, ε5.

A (ε1),A (ε2),A (ε5)>$�0" V2�z:

A (ε1),A (ε2),A (ε5), (1, 0, 0, 0).

2. �A "K3�t&=J, '

A (x, y, z) = (x + y − z, x + y + z, x + y − 2z).

(1) sA �owB	;

(2) sA �?B#pq.

�: (1) ow= 1, 	= 2.

(2) ?= L((1,−1, 0)), #= L((1, 1, 1), (−1, 1,−2)).

3. �W1, W2"V �7f�pq,?dim W1 +dim W2 = n. ST:1kt&=JA ,'KerA = W1,

ImA = W2.

��: �W1 �z" α1, · · · , αr, W2 �z" β1, · · · , βn−r. vW1 �z�0" V �z: α1, · · · , αr,

αr+1, · · · , αn. ���� α =
n∑

i=1

aiαi ∈ V , �M

A (α) =
n−r∑

i=1

an+iβi,

JA � V �t&=J, ?KerA = W1, ImA = W2.

4. �A " nF� pq�t&=J, V1, V2" V 7ft&�pq. ST: ��KerA = V1 ∩ V2, J

1kt&=JA 1, A 2, ' V1 ⊆ KerA 1, V2 ⊆ KerA 2, ?A = A 1 + A 2.

��: � γ1, · · · , γr " V1 ∩ V2 �z, v8�0" V1 �z: γ1, · · · , γr, α1, · · · , αt, �0" V2 �z:

γ1, · · · , γr, β1, · · · , βs. JNF�f)� γ1, · · · , γr, α1, · · · , αt, β1, · · · , βs" V1 + V2�z. �N8�0"

V �z:

γ1, · · · , γr, α1, · · · , αt, β1, · · · , βs, η1, · · · , ηu, (r + t + s + u = n).

���Mt&=J��:

A 1(γi) = 0, A 1(αi) = 0, A 1(βi) = A (βi), A 1(ηi) = A (ηi),

A 2(γi) = 0, A 2(αi) = A (αi), A 2(βi) = 0, A 2(ηi) = 0.

J�S V1 ⊆ KerA 1, V2 ⊆ KerA 2, ?A = A 1 + A 2.

5. �A ,B" nF� pq V �7ft&=J, ?A 2 = A , B 2 = B. ST:

(1) ImA = ImB ⇔ AB = B,BA = A ;

(2) KerA = KerB ⇔ AB = A ,BA = B.

��: (1) (⇒) ���� α ∈ V 1k β ∈ V , 'PA (α) = B(β). #$

A (α) = B(β) = B2(β) = B(B(β)) = BA (α).

�A = BA . C�>SB = AB.

(⇐) B(V ) = AB(V ) ⊆ A (V ), A (V ) = BA (V ) ⊆ B(V ), #$ ImA = ImB.
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(2) (⇒) ���� α ∈ V , N<

B[(B − E)(α)] = B2(α)−B(α) = B(α)−B(α) = 0,

#$A [(B − E)(α)] = 0. <�AB(α) = A (α), AB = A . C�>SBA = B.

(⇐) ���� α ∈ KerBG

A (α) = AB(α) = A (0) = 0,

#$KerB ⊆ KerA . C�>SKerA ⊆ KerB. !OKerA = KerB.
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