
第三章 函数逼近
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基本概念

函数逼近是数值分析的基础。

插值是一种函数逼近。

本章讨论的函数逼近：f(x) ∈ A (函数类)，在 B（函数类）中求 p(x) ∈ B(⊈ A)，

使 p(x) 与 f(x) 的误差在某种度量意义下最小。

线性相关、线性无关、基、坐标

有限维/无线维线性空间

Rn: n 维向量空间

C[a, b]: [a, b] 上连续函数集合

Cm[a, b]: [a, b] 上直到 m 阶导数都连续的函数集合
Hn: 次数不超过 (⩽)n 次的多项式集合

C[a, b]和Cm[a, b]是无线维的.

朱升峰 函数逼近 2026.04 3 / 22



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Weierstrass 定理

若函数 p(x) ∈ Hn,

p(x) = a0 + a1x + · · · anxn, 其中ai为实数�

p(x) 由系数唯一确定。1,x, · · · , xn 线性无关，是 Hn 的一组基，

Hn = span{1, x, · · · , xn} 是 n + 1 维的，(a0, a1, · · · , an)为 p(x) 的坐标。

定理 1
设 f(x) ∈ C[a, b]，则对任何 ϵ > 0，总存在一个代数多项式 p(x)，使

max
a⩽x⩽b

|f(x)− p(x)| < ϵ

在 [a, b] 上一致成立。

朱升峰 函数逼近 2026.04 4 / 22



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

构造性证明

由于 [a, b] 上函数可变量替换为 [0, 1] 上函数，不妨考虑 [0, 1] 上的 f。
Bernstein(1912) 给出证明，可参看《数值逼近》（王仁宏著）。
构造多项式

Bn(f, x) =
n∑

k=0

f
(

k
n

)
Pk(x),

其中 Pk(x) =
(n

k

)
xk(1− x)n−k 和

(n

k

)
= n(n−1)···(n−k+1)

k!

Bernstein 证明了在 [0, 1] 上一致成立：

lim
n→∞

Bn(f, x) = f(x)

若 f(x) 在 [0,1] 上 m 阶导数连续，则

lim
n→∞

B(m)
n (f, x) = f(m)(x)
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函数逼近问题

φ(x) ∈ Φ� = span {φi(x)}n
i=0 可表示为

φ(x) = a0φ0(x) + a1φ1(x) + · · ·+ anφn(x).

其中 {φi(x)}n
i=0 ⊂ C[a, b] 线性无关。

函数逼近问题：对任一 f ∈ C[a, b]，在子空间 Φ 中找一个元素（函数）
φ∗(x) ∈ Φ，使 f(x)− φ∗(x) 在某种度量意义下最小。

定义 2

设 S 为线性空间，x ∈ S，若存在唯一实数 ∥ · ∥ 满足条件：

正定性：∥x∥ ⩾ 0，当且仅当 x = 0 时，∥x∥ = 0.

齐次性：∥αx∥ = |a|∥x∥, α ∈ R.

三角不等式：∥x + y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥.

则称 ∥ · ∥ 为线性空间 S 上的范数，S 称为赋范线性空间。
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赋范线性空间

Rn: x = (x1, x2, · · · , xn)
T ∈ Rn，可定义三种常用范数

∞-范数或最大范数
∥x∥∞ = max

1⩽i⩽n
|xi|

1-范数

∥x∥1 =

n∑
i=1

|xi|

2-范数

∥x∥2 =
( n∑

i=1

x2i
)1/2
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赋范线性空间

C[a, b]: f ∈ C[a, b]，可定义三种常用范数

∞-范数或最大范数
∥f∥∞ = max

a⩽x⩽b
|f(x)|

1-范数
∥f∥1 =

∫
Ω

|f(x)|dx

2-范数

∥f∥2 =

(∫
Ω

f(x)2dx
)1/2
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例 3.1 以 1 作为初始值，用迭代格式（求 √
a）

xk+1 =
1

2

(
xk +

a
xk

)
, k = 0, 1, 2, · · · ,

同时求
√
2,
√
3,
√
5.

解 由于迭代的格式是一样的, 可采用向量的方式同时进行迭代，即取

x0 = (1, 1, 1)T,

则可得

x1 =

1.5
2.0
3.0

 , x2 =

1.41667
1.750

2.33333

 , x3 =

1.41422
1.73214
2.23810

 , x4 =

1.41421
1.73205
2.23607

 , · · ·

易证每个单独的迭代数列都满足

{(xk+1)i − (xk)i} (i = 1, 2, 3; k = 0, 1, 2, . . .)

趋于 0，由此可得，数列

{∥xk+1 − xk∥∞} (k = 0, 1, 2, . . .)

趋向于 0.
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向量序列收敛性、向量范数的连续性

定义 3.2 设 {x(k)} 为 Rn 中一向量序列，x∗ ∈ Rn，记

x(k) = (x(k)1 , x(k)2 , . . . , x(k)n )T, x∗ = (x∗1, x∗2, . . . , x∗n)T.

如果
lim

k→∞
x(k)i = x∗i (i = 1, 2, . . . ,n),

则称 x(k) 收敛于向量 x∗，记

lim
k→∞

x(k) = x∗, 或 x(k) → x∗ (k → ∞).

定理 3.2 设非负函数
N(x) = ∥x∥

为 Rn 上任一向量范数，则 N(x) 是 x 的分量 x1, x2, . . . , xn 的连续函数.
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定理 3.3（向量范数的等价性）设 ∥ · ∥a, ∥ · ∥b 为 Rn 上向量的任意两种范数，
则存在常数 c1, c2 > 0，使得对一切 x ∈ Rn 有

c1∥x∥a ≤ ∥x∥b ≤ c2∥x∥a.

注：

定理 3.3 不能推广到无穷维空间。
由定理 3.3 可得到结论：如果在一种范数意义下向量序列收敛时，则在任
何一种范数意义下该向量序列均收敛。

定理 3.4
lim

k→∞
x(k) = x∗ ⇐⇒ lim

k→∞
∥x(k) − x∗∥ = 0,

其中 ∥ · ∥ 为向量的任一种范数。
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内积空间

定义 3

设 X 是数域 K(R 或 C) 上的线性空间，∀u, v ∈ X，有 K 中一个数与之对应，

记为 (u, v)，满足条件：

(1) (u, v) = (v, u),∀u, v ∈ X;

(2) (αu, v) = α(u, v), α ∈ K, u, v ∈ X;

(3) (u + v,w) = (u,w) + (v,w),∀u, v,w ∈ X

(4) (u, u) ⩾ 0, 当且仅当 u = 0 时 , (u, u) = 0.

则称 (u, v) 为 X 上 u 与 v 的内积。

内积空间：定义了内积的线性空间。当 K = R，(1) 即 (u, v) = (v, u)

如果 (u, v) = 0，则称 u 与 v正交，这是向量垂直概念的推广。
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Cauchy-Schwarz 不等式

定理 4
设 X 为内积空间，对 ∀u, v ∈ X，有

|(u, v)|2 ⩽ (u, u)(v, v).

证明.
当 v = 0 时，显然成立。设 v ̸= 0，对任何数 λ 有
0 ⩽ (u + λv, u + λv) = (u, u) + 2λ(u, v) + λ2(v, v). 取 λ = −(u, v)/(v, v), 代人右
端, 得

(u, u)− 2
|(u, v)|2
(v, v) +

|(u, v)|2
(v, v) ⩾ 0,

由此即得 v ̸= 0 时
|(u, v)|2 ⩽ (u, u)(v, v).
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内积空间

定理 5
设 X 为内积空间，u1, u2, · · · , un ∈ X，Gram 矩阵

G =


(u1, u1) (u2, u1) · · · (un, u1)
(u1, u2) (u2, u2) · · · (un, u2)

...
...

...
(u1, un) (u2, un) · · · (un, un)


非奇异的充分必要条件是 u1, u2, · · · , un 线性无关。

证明：G 非奇异等价于行列式 detG ̸= 0，等价于关于 α1, α2, · · · , αn 的线性方
程组 ( n∑

j=1

αjuj, uk

)
=

n∑
j=1

(αjuj, uk) = 0, k = 1, 2, · · · ,n

只有零解。
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注意到上式 ( n∑
j=1

αjuj, uk

)
= 0, k = 1, 2, · · · ,n

⇔
( n∑

j=1

αjuj,

n∑
j=1

αjuj

)
= 0

⇔
n∑

j=1

αjuj = α1u1 + α2u2 + · · ·+ αnun = 0.

线性无关意味着上式只有零解 α1 = α2 = · · · = αn = 0，证毕。
内积空间上可以由内积导出一种范数，即

∥u∥ =
√
(u, u), u ∈ X

容易验证满足范数定义的三个条件。
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内积

例 3.2: Rn 的内积
设 x,y ∈ Rn，x = (x1, x2, · · · , xn)

T,y = (y1, y2, · · · , yn)
T, 则其内积定义为

(x,y) =
n∑

i=1

xiyi.

由此导出向量 2-范数

∥x∥2 = (x,x)1/2 =

( n∑
i=1

x2i
)1/2

.

一般地，若给定实数 ωi > 0(i = 1, 2, · · · ,n)，称之为权系数，则可以定义加权
内积

∥x∥2 =

( n∑
i=1

ωix2i
)1/2

.
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内积

定义 6

[a, b] 是有限或无限区间，[a, b] 上的非负函数 ρ(x) 满足条件：

(1)
∫ b

a xkρ(x)dx 存在且为有限值 (k = 0, 1, · · · );
(2) 对 [a, b] 上非负连续函数 g(x)，若

∫ b
a ρ(x)g(x)dx 则 g(x) ≡ 0,

则称 ρ(x) 为 [a, b] 上的权函数。

例 3.3: C[a, b] 的内积
设函数 f, g ∈ C[a, b]，则其内积定义为

(f, g) =
∫ b

a
fgdx.

由此导出 2-范数

∥f∥2 = (f, f)1/2 =

(∫ b

a
f(x)2dx

)1/2

.
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带权的内积与范数

设函数 f(x), g(x) ∈ C[a, b]，ρ(x) 是 [a, b] 上的权函数，则带权 ρ(x) 的内积定义

为

(f, g) =
∫ b

a
ρ(x)f(x)g(x)dx.

由此导出的带权 ρ(x) 的范数

∥f∥2 = (f, f)1/2 =

(∫ b

a
ρ(x)f(x)2dx

)1/2

.

特别当 ρ(x) ≡ 1 时，带权内积即为内积，带权范数即为范数。
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Gram-Schmidt 正交化

在内积空间中，可以通过格拉姆–施密特（Gram–Schmidt）正交化方法，将一组
线性无关的元素转化为一组相互正交的元素。

定理 3.6 设 {u1, u2, · · · , uk} 是内积空间 V 中的一组线性无关的元素，若取
v1 = u1,

vi = ui −
i−1∑
l=1

(ui, vl)

(vl, vl)
vl, i = 2, 3, · · · , k,

则 {v1, v2, · · · , vk} 是两两正交的一组元素。

若 {u1, u2, · · · , un} 是 V 的一组基，则按格拉姆–施密特正交化方法得到的
{v1, v2, · · · , vn} 是 V 的一组正交基。
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最佳逼近

设 φ0, φ1, · · · , φn 线性无关，记 Φ = span{φ0, φ1, · · · , φn}，Gram 矩阵为

G = G (φ0, φ1, · · · , φn) =


(φ0, φ0) (φ0, φ1) · · · (φ0, φn)

(φ1, φ0) (φ1, φ1) · · · (φ1, φn)
...

...
...

(φn, φ0) (φn, φ1) · · · (φn, φn)

 .

函数逼近：对给定 f ∈ C[a, b]，寻求它的最佳逼近多项式。

若 p∗(x) ∈ Hn，误差范数

∥f(x)− p∗(x)∥ = min
p∈Hn

∥f(x)− p(x)∥,

则称 p∗(x) 是 [a, b] 上的最佳逼近多项式。

如果 p∗(x) ∈ Φ = span{φ0, φ1, · · · , φn}，相应的称 p∗(x) 为最佳逼近函数。
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常用的最佳逼近

∥ · ∥∞
∥f(x)− p∗(x)∥∞ = min

p∈Hn
∥f(x)− p(x)∥∞

= min
p∈Hn

max
a⩽x⩽b

|f(x)− p(x)|

称 p∗(x) 为最佳一致逼近多项式。
∥ · ∥2

∥f(x)− p∗(x)∥22 = min
p∈Hn

∥f(x)− p(x)∥22

= min
p∈Hn

∫ b

a
ρ(x)[f(x)− p(x)]2 dx

称 p∗(x) 为最佳平方逼近多项式。
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最小二乘拟合

已知节点上给出函数值 yi := f (xi) (i = 0, 1, · · · ,m)，数据表

x x0 x1 . . . xm

f(x) y0 y1 . . . ym

找 g∗(x) ∈ Φ, 使得

m∑
i=0

|yi − g∗ (xi)|2 = min
g∈Φ

m∑
i=0

|yi − g (xi)|2

称 g∗(x) 为 f(x) 的最小二乘拟合。

若 Φ = Hn(m > n)，则称 g∗(x) 为 n 次最小二乘拟合多项式。

最小二乘是数据/曲线拟合方法中常用的方法。
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