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LU 分解法

把一个矩阵分解为两个三角形矩阵的乘积称为矩阵的三角分解.
下面借助矩阵理论进一步对消去法作些分析，从而建立 Gauss 消去法与矩阵分
解的关系.
设方程组的系数矩阵 A ∈ Rn×n 的各顺序主子式均不为零，由于对 A 施行行
初等变换，相当于用初等矩阵左乘 A.
进行第一步消元, 即

L1A(1) = A(2), L1b(1) = b(2)

其中

L1 =



1

−m21 1

−m31 1
... . . .

−mn1 1


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第 k 步消元，A(k) 化为 A(k+1),b(k) 化为 b(k+1), 相当于

LkA(k) = A(k+1), Lkb(k) = b(k+1)

其中

Lk =



1
. . .

1

−mk+1,k 1
... . . .

−mnk 1


.

重复以上过程，最后得到{
Ln−1 · · ·L2L1A(1) = A(n)

Ln−1 · · ·L2L1b(1) = b(n)
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记 U = A(n)(上三角矩阵)，则

A = L−1
1 L−1

2 · · ·L−1
n−1U = LU

其中

L = L−1
1 L−1

2 · · ·L−1
n−1 =



1

m21 1

m31 m32 1
...

...
... . . .

mn1 mn2 mn3 · · · 1


为单位下三角矩阵.
=⇒ 高斯消去法实质上产生了一个将 A 分解为两个三角形矩阵相乘的因式分
解.
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定理 1 (矩阵的 LU 分解)
设 A 为 n 阶矩阵，如果 A 的顺序主子式 Di ̸= 0(i = 1, 2, · · ·n)，则 A 可分解
为一个单位下三角矩阵 L 和一个上三角矩阵 U 的乘积，且这种分解是唯一的.

例系数矩阵

A =


1 1 1

0 4 −1

2 −2 1


由高斯消去法，m21 = 0,m31 = 2,m32 = −1, 则

A =


1 0 0

0 1 0

2 −1 1



1 1 1

0 4 −1

0 0 −2

 = LU.
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列主元消去法

由高斯消去法知道，在消元过程中可能出现 a(k)
kk = 0 的情况，这时消去法将无

法进行；即使主元 a(k)
kk ̸= 0 但很小时，用其作为除数，会导致其他元素数量级

的严重增长和舍入误差的扩散，使得计算解不可靠.

全主元消去法

列主元消去法
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例 求解线性方程组
0.001 2.000 3.000

−1.000 3.712 4.623

−2.000 1.072 5.643




x1
x2
x3

 =


1.000

2.000

3.000

 .

用 4 位浮点数进行计算. 精确解舍入到 4 位有效数字为

x∗ = (−0.4904,−0.05104, 0.3675)⊤.
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解 方法一: 高斯消去法求解

(A b) =

 0.001 2.000 3.000 1.000

−1.000 3.712 4.623 2.000

−2.000 1.072 5.643 3.000

 m21 = −1.000/0.001 = −1000

m31 = −2.000/0.001 = −2000

→

 0.001 2.000 3.000 1.000

0 2004 3005 1002

0 4001 6006 2003

 m32 = 4001/2004 = 1.997

→

 0.001 2.000 3.000 1.000

0 2004 3005 1002

0 0 5.000 2.000


计算解为

x = (−0.400,−0.09980, 0.4000)T

显然计算解 x 不能作为方程组的近似解，原因在于在消元计算时用了小主元
0.001, 使得约化后的方程组元素数量级大大增长.
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方法二: 交换行，避免绝对值小的主元作除数

(A b) r1↔r3−→

 −2.000 1.072 5.643 3.000

−1.000 3.712 4.623 2.000

0.001 2.000 3.000 1.000

 m21 = 0.5000

m31 = −0.0005

−→

 −2.000 1.072 5.643 3.000

0 3.176 1.801 0.5000

0 2.001 3.003 1.002

 m32 = 0.6300

−→

 −2.000 1.072 5.643 3.000

0 3.176 1.801 0.5000

0 0 1.868 0.6870

 ,

得计算解为
x = (−0.4900,−0.05113, 0.3678)T ≈ x∗.

这个例子说明在高斯消去法中，小主元产生麻烦，故应避免采用绝对值小的主
元 a(k)

kk , 最好每一步选取系数矩阵中绝对值最大的元素作为主元, 以使高斯消去
法具有较好的数值稳定性，这就是全主元消去法，在选主元时要花费较多的机
器时间，目前主要使用的是列主元消去法.
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列主元消去法

假定线性方程组的系数矩阵 A ∈ Rn×n 为非奇异的.
设线性方程组的增广矩阵为

B =


a11 a12 · · · a1n b1
a21 a22 · · · a2n b2
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann bn

 .

首先在 A 的第 1 列中选取绝对值最大的元素作为主元素, 例如

|ai1,1| = max
1⩽i⩽n

|ai1| ̸= 0,

然后交换 B 的第 1 行与第 i1 行, 经第 1 次消元计算得(
A b

)
→
(

A(2) b(2)
)
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重复上述过程, 设已完成第 k − 1 步的选主元素, 交换两行及消元计算,
( A b ) 约化为

( A(k) b(k) ) =



a11 a12 · · · a1k · · · a1n b1
a22 · · · a2k · · · a2n b2

. . . ...
...

...
akk · · · akn bk
...

...
...

ank · · · ann bn


,

其中 A(k) 的元素仍记为 aij, b(k) 的元素仍记为 bi. 第 k 步选主元素 (在 A(k)

右下角方阵的第 1 列内选), 即确定 ik, 使

|aik,k| = max
k⩽i⩽n

|aik| ̸= 0.
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交换
(
A(k) : b(k)) 第 k 行与 ik(k = 1, 2, · · · ,n − 1) 行的元素, 再进行消元计算,

最后将原线性方程组化为
a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n
. . . ...

ann




x1
x2
...

xn

 =


b1
b2
...

bn


回代求解得 {

xn = bn/ann

xi =
(

bi −
∑n

j=i+1 aijxj

)
/aii, i = n − 1, · · · , 2, 1

定理 2 (列主元素的三角分解定理)
如果 A 为非奇异矩阵，则存在排列矩阵 P 使

PA = LU

其中 L 为单位下三角矩阵，U 为上三角矩阵.
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Doolittle 分解

一旦实现了矩阵 A 的 LU 分解，那么求解 Ax = b 的问题就等价于求解两个
三角形方程组
(1) Ly = b, 求 y;
(2) Ux = y, 求 x.
设 A 为非奇异矩阵, 且有分解式

A = LU,

其中 L 为单位下三角矩阵, U 为上三角矩阵, 即

A =


1

l21 1
...

... . . .
ln1 ln2 · · · 1




u11 u12 · · · u1n

u22 · · · u2n
. . . ...

unn


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Doolittle 分解 (直接三角分解法)

L,U 的元素可由 n 步直接计算定出.
其中，第 r 步定出 U 的第 r 行和 L 的第 r 列元素.
由分解式，当 r = 1 时，
U 的第 1 行元素：

a1i = u1i, i = 1, 2, · · · ,n,
L 的第 1 列元素：

ai1 = li1u11, ⇒ li1 = ai1/u11, i = 2, 3, · · · ,n

设已经定出 U 的第 1 行到第 r − 1 行元素与 L 的第 1 列到第 r − 1 列元素.
由分解式和矩阵乘法 (r < k 时，lrk = 0)

ari =

n∑
k=1

lrkuki =

r−1∑
k=1

lrkuki + uri

故

uri = ari −
r−1∑
k=1

lrkuki, i = r, r + 1, · · · ,n.
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又由分解式有

air =

n∑
k=1

likukr =

r−1∑
k=1

likukr + lirurr.

总结上述讨论，得到直接三角分解法解 Ax = b
步 1 u1i = a1i(i = 1, 2, · · · ,n), li1 = ai1/u11, i = 2, 3, · · · ,n.
步 2 计算 U 的第 r 行, L 的第 r 列元素 (r = 2, 3, · · · ,n) :

uri = ari −
r−1∑
k=1

lrkuki, i = r, r + 1, · · · ,n (1)

lir =

(
air −

r−1∑
k=1

likukr

)/
urr, i = r + 1, · · · ,n, �r ̸= n. (2)
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步 3 求解 Ly = b: 
y1 = b1,

yi = bi −
i−1∑
k=1

likyk, i = 2, 3, · · · ,n;
(3)

步 4 求解 Ux = y:
xn = yn/unn

xi =

(
yi −

n∑
k=i+1

uikxk

)/
uii, i = n − 1,n − 2, · · · , 1

(4)

矩阵 A 的分解公式(1)(2)又称为 Doolittle 分解.
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例 直接三角分解法解 
1 2 3

2 5 2

3 1 5




x1
x2
x3

 =


14

18

20


解 利用分解公式，有

A =


1 0 0

2 1 0

3 −5 1




1 2 3

0 1 −4

0 0 −24

 = LU

求解

Ly = (14, 18, 20)T, 得y = (14,−10,−72)T,

Ux = (14,−10,−72)T, 得x = (1, 2, 3)T.
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