
第四章 数值积分与数值微分
多重积分与数值微分
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二重积分

∫∫
Ω

f(x, y)dA

基本思想：先化累次积分，然后数值积分
对于矩形区域 Ω = {(x, y)|a ⩽ x ⩽ b, c ⩽ y ⩽ d}, 可将它写成累次积分

∫∫
Ω

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y)dx

)
dy

梯形公式

I =
∫ d

c

∫ b

a
f(x, y)dxdy

≈
∫ d

c

b − a
2

[f(a, y) + f(b, y)]dy

≈ (b − a)(d − c)
4

[f(a, c) + f(b, c) + f(a, d) + f(b, d)]
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Gauss 求积公式

先将区域 Ω 变换为区域 Ω̄ = {(u, v) | −1 ≤ u, v ≤ 1}

x =
a + b
2

+
b − a
2

u

y =
c + d
2

+
d − c
2

v

I =
∫∫

Ω

f(x, y)dxdy =
b − a
2

d − c
2

∫∫
Ω

g(u, v)dudv

g(u, v) = f
(

a + b
2

+
b − a
2

u, c + d
2

+
d − c
2

v
)

Gauss 求积公式：

I ≈
n∑

j=0

n∑
i=0

AiAjg(ui, vj)

Gauss 点：ui, vj

Gauss 系数：Ai,Aj
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例：计算二重积分 ∫∫
D

e−xydxdy

(1) 若区域 D = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}，用 Gauss 求积公式 n = 2

解：先将区域 D = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1} 变换为区域
D̄ = {(u, v) | −1 ≤ u, v ≤ 1}, 其中 u = 2x − 1, v = 2y − 1, 等价于

x =
1

2
(u + 1), y =

1

2
(v + 1),

查表知 Gauss 点和 Gauss 系数：

u0 = v0 = −0.774595662, u1 = v1 = 0, u2 = v2 = 0.774596662,

A0 = A2 =
5

9
, A1 =

8

9

I =
∫ 1

−1

∫ 1

−1

e− 1
4 (u+1)(v+1)dudv ≈

2∑
i=0

2∑
j=0

AiAje−
1
4 (ui+1)(vj+1)
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复合求积公式

为提高计算精度，在计算累次积分时，可使用
复合梯形公式
复合 Simpson 公式
复合 Gauss 求积公式
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数值微分：插值型求导公式

x x0 x1 x2 · · · xn
y y0 y1 y2 · · · yn

y = Pn(x)：Lagrange 插值多项式；f(x) ≈ Pn(x)

f′(x) ≈ P′
n(x)

插值型求导公式的余项

f′(x)− P′
n(x) =

f(n+1) (ξx)

(n + 1)!

 n∏
j=0

(x − xj)

′

+
1

(n + 1)!

n∏
j=0

(x − xj)
(

f(n+1) (ξx)
)′

节点处的余项

f′ (xi)− P′
n (xi) =

f(n+1) (ξx)

(n + 1)!

n∏
j=0
j ̸=i

(xi − xj)

以下仅考虑节点处的导数值。
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两点公式

设已给出两个节点 x0, x1 上的函数值 f (x0) , f (x1), 线性插值公式

P1(x) =
x − x1
x0 − x1

f (x0) +
x − x0
x1 − x0

f (x1) .

记 x1 − x0 = h
P′
1(x) =

1

h [f (x1)− f (x0)] ,

有下列求导公式:
P′
1 (x0) =

1

h [f (x1)− f (x0)] ;

P′
1 (x1) =

1

h [f (x1)− f (x0)] .

由余项公式得

f′ (x0) =
1

h [f (x1)− f (x0)]−
h
2

f′′(ξ);

f′ (x1) =
1

h [f (x1)− f (x0)] +
h
2

f′′(ξ)
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三点公式（等距）

设已给出三个等距节点 x0, x1 = x0 + h, x2 = x0 + 2h 上的函数值
f (x0) , f (x1) , f (x2), 二次插值公式

P2(x) =
(x − x1) (x − x2)
(x0 − x1) (x0 − x2)

f (x0) +
(x − x0) (x − x2)
(x1 − x0) (x1 − x2)

f (x1)

+
(x − x0) (x − x1)
(x2 − x0) (x2 − x1)

f (x2)

令 x = x0 + th，上式可表示为

P2(x(t)) =
1

2
(t − 1)(t − 2)f (x0)− t(t − 2)f (x1) +

1

2
t(t − 1)f (x2)

则
dP2

dx =
dP2

dt
dt
dx

=
1

2h [(2t − 3)f (x0)− (4t − 4)f (x1) + (2t − 1)f (x2)]
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P′
2 (x0) =

1

2h [−3f (x0) + 4f (x1)− f (x2)]

P′
2 (x1) =

1

2h [−f (x0) + f (x2)]

P′
2 (x2) =

1

2h [f (x0)− 4f (x1) + 3f (x2)] .

带余项的三点求导公式

f′ (x0) =
1

2h [−3f (x0) + 4f (x1)− f (x2)] +
h2

3
f′′′ (ξ0)

f′ (x1) =
1

2h [−f (x0) + f (x2)]−
h2

6
f′′′ (ξ1) ;

f′ (x2) =
1

2h ⌈f (x0)− 4f (x1) + 3f (x2)] +
h2

3
f′′′ (ξ2)
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高阶导数的近似

f(k)(x) ≈ P(k)
n (x), k = 2, 3, · · ·

P′′
2 (x1) =

1

h2
[f (x0)− 2f (x1) + f (x2)]

二阶导数的近似

f′′ (x1) =
1

h2
[f (x0)− 2f (x1) + f (x2)]−

h2

12
f(4)(ξ)

f′′(x) ≈ 1

h2
[f(x − h)− 2f(x) + f(x + h)]
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三次样条求导

给定节点以及节点函数值，利用三次样条函数 S(x) 直接得到

∥f(k)(x)− S(k)(x)∥∞ ⩽ Ck∥f4∥∞h4−k, k = 0, 1, 2

f(k)(x) ≈ S(k)(x), k = 0, 1, 2.

f′ (xk) ≈ S′ (xk) = −hk
3

Mk −
hk
6

Mh+1 + f [xk, xk+1] ,

f′′ (xk) = Mk.

∥f′ − S′∥∞ ⩽ 1

24

∥∥∥f(0)
∥∥∥
∞

h3,

∥f′′ − S′′∥∞ ⩽ 3

8
f(4)∥ωh2.
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数值微分外推算法


f(x + h) = f(x) + hf′(x) + 1

2!
h2f′′(x) + 1

3!
h3f(3)(x) + 1

4!
h4f(4)(x) + · · ·

f(x − h) = f(x)− hf′(x) + 1

2!
h2f′′(x)− 1

3!
h3f(3)(x) + 1

4!
h4f(4)(x)− · · ·

中点公式计算

G0(h) ≜
1

2h [f(x + h)− f(x − h)] = f′(x) + α1h2 + α2h4 + α3h6+

G1(h) ≜
4G0(h/2)− G0(h)

3
= f′(x) + β1h4 + β2h6 + β3h8 + · · ·

从而

Gm(h) =
4mGm−1

(h
2

)
− Gm−1(h)

4m − 1
, m = 1, 2, · · ·

一般地，
f′(x)− Gm(h) = O(h2(m+1))
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