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向量范数

为研究线性方程组近似解的误差估计和迭代法的收敛性，对 Rn 中向量 (或
Rn×n 中矩阵) 的“大小”引进某种度量——向量 (或矩阵) 范数的概念. 向量范
数的概念是二维、三维欧氏空间中向量长度的推广.
首先将向量长度概念推广到 Rn(或 Cn) 中

定义 1
设 x = (x1, x2, · · · , xn)

T
,y = (y1, y2, · · · , yn)

T ∈ Rn (或 Cn . 将实数 (x,y) =
yTx =

n∑
i=1

xiyi (或复数 (x,y) = yHx =
n∑

i=1

xiȳi) 称为向量 x,y 的数量积. 将非

负实数 ∥x∥2 = (x,x) 1
2 =

( n∑
i=1

x2i
) 1

2

(或 ∥x∥2 = (x,x) 1
2 = (

n∑
i=1

|xi|2)
1
2 ) 称为向量

x 的欧氏范数.
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下述定理可在线性代数书中找到.

定理 2
设 x, y ∈ Rn (或Cn), 则
(1) (x,x) ⩾ 0, 等号当且仅当 x = 0 时成立;
(2) (αx,y) = α(x,y), α 为实数 (或 (x, αy) = ᾱ(x,y), α 为复数);
(3) (x,y) = (y,x)( 或 (x,y) = (y,x)) ;
(4) (x1 + x2,y) = (x1,y) + (x2,y);
(5) Cauchy-Schwarz

|(x,y)| ⩽ ∥x∥2∥y∥2,

等式当且仅当 x 与 y 线性相关时成立;
(6) 三角不等式

∥x + y∥2 ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2
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向量范数的定义

定义 3 (向量的范数)
如果向量 x ∈ Rn(或 Cn) 的某个实值函数 N(x) = ∥x∥, 满足条件:
(1) ∥x∥ ⩾ 0(∥x∥ = 0 当且仅当 x = 0) (正定条件),
(2) ∥αx∥ = |α|∥x∥,∀α ∈ R (或 α ∈ C ),
(3) ∥x + y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥ (三角不等式),
则称 N(x) 是 Rn ( 或 Cn ) 上的一个向量范数(或模). 且由 (3) 可推出不等式
(4) |∥x∥ − ∥y∥| ⩽ ∥x − y∥.

常用的向量范数
(1) 向量的 ∞-范数 (最大范数)：

∥x∥∞ = max
1≤i≤n

|xi| .

容易验证这样定义的向量 x 的函数 N(x) := ∥x∥∞ 满足向量范数的三个条件.
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(2) 向量的 1-范数:

∥x∥1 =

n∑
i=1

|xi| .

同样可证 N(x) = ∥x∥1 是 Rn 上的向量范数.
(3) 向量的 2-范数:

∥x∥2 = (x,x) 1
2 =

( n∑
i=1

x2i

) 1
2

.

由定理 2 知 N(x) = ∥x∥2 是 Rn 上一个向量范数, 称为向量 x 的欧氏范数.
(4) 向量的 p-范数:

∥x∥p =

( n∑
i=1

|xi|p
)1/p

,

其中 p ∈ [1,∞), 可以证明向量函数 N(x) ≡ ∥x∥p 是 Rn 上向量的范数, 上述三
种范数是 p-范数的特殊情况 (∥x∥∞ = lim

p→∞
∥x∥p).
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定义 4

设 {x(k)} 为 Rn 中一向量序列，x∗ ∈ Rn，记 x(k) = (x(k)1 , x(k)2 , · · · , x(k)n )T,
x∗ = (x∗1, x∗2, · · · , x∗n)T, 如果 lim

k→∞
x(k)i = x∗i (i = 1, 2, · · · ,n), 则称 x(k) 收敛于向

量 x∗, 记为
lim

k→∞
x(k) = x∗

定理 5 (N(x) 的连续性)
设非负函数 N(x) = ∥x∥ 为 Rn 上任一向量范数，则 N(x) 是 x 的分量
x1, x2, · · · , xn 的连续函数.
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定理 6 (向量范数的等价性)
设 ∥x∥s,∥x∥t 为 Rn 上向量的任意两种范数，则存在常数 c1, c2 > 0 使得对一切
x ∈ Rn 有

c1∥x∥s ≤ ∥x∥t ≤ c2∥x∥s

注 定理 ??不能推广到无穷维空间，由定理 ??可得到结论: 如果在一种范数意
义下向量序列收敛时，则在任何一种范数意义下该向量序列均收敛.

定理 7
lim

k→∞
x(k) = x∗ ⇔ lim

k→∞

∥∥x(k) − x∗
∥∥ = 0, 其中 ∥ · ∥ 为向量的任一范数.
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矩阵范数

将向量范数推广到矩阵，视 Rn×n 中的矩阵为 Rn2

中的向量，则由 Rn2

上的
2-范数可以得到 Rn×n 中的矩阵的一种范数

F(A) := ∥A∥F :=

 n∑
i,j=1

a2
ij

1/2

称为 A 的 Frobenius 范数. 显然 ∥A∥F 满足正定性、齐次性及三角不等式.
下面给出矩阵范数的一般定义

定义 8 (矩阵的范数)
如果矩阵 A ∈ Rn×n 的某个非负的实值函数 N(A) := ∥A∥, 满足条件:
(1) ∥A∥ ⩾ 0(∥A∥ = 0 ⇔ A = 0 )(正定条件);
(2) ∥cA∥ = |c|∥A∥, c 为实数 (齐次条件);
(3) ∥A + B∥ ⩽ ∥A∥+ ∥B∥ (三角不等式)；
(4) ∥AB∥ ⩽ ∥A∥∥B∥.
则称 N(A) 是 Rn×n 上的一个矩阵范数 (或模).
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上面我们定义的 F(A) = ∥A∥F 就是 Rn×n 上的一个矩阵范数.
由于在大多数与估计有关的问题中，矩阵和向量会同吋参与讨论, 所以希望引
进一种矩阵范数, 使其与向量范数相联系. 如要求对任何向量 x ∈ Rn 及

A ∈ Rn×n 都成立

∥Ax∥ ⩽ ∥A∥∥x∥.

这时称矩阵范数和向量范数相容. 为此再引进一种矩阵的范数.

定义 9 (矩阵的算子范数)
设 x ∈ Rn,A ∈ Rn×n, 给出一种向量范数 ∥x∥v (如 v = 1, 2 或 ∞ ), 相应地定义
一个矩阵的非负函数

∥A∥v = max
x̸=0

∥Ax∥v
∥x∥v

.

可验证 ∥A∥v 满足定义 ??, 所以 ∥A∥v 是 Rn×n 上矩阵的一个范数, 称为 A
的算子范数，也称从属范数.
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定理 10
设 ∥x∥v 是 Rn 上的一个向量范数，则 ∥A∥v 是 Rn×n 上矩阵的范数，且满足相
容性条件

∥Ax∥v ⩽ ∥A∥v∥x∥v.

这种矩阵的范数 ∥A∥v 依赖于向量范数 ∥x∥v 的具体含义, 即当给出一种具体的
向量范数 ∥x∥v 时, 相应的得到了一种矩阵范数 ∥A∥v.

定理 11
设 x ∈ Rn,A ∈ Rn×n, 则:
(1) ∥A∥∞ = max

1≤i≤n

n∑
j=1

|aij| (称为 A 的行范数);

(2) ∥A∥1 = max
1⩽j⩽n

n∑
i=1

|aij| (称为 A 的列范数);

(3) ∥A∥2 =
√
λmax (ATA) (称为 A 的 2-范数), 其中 λmax

(
ATA

)
表示 ATA

的最大征值.
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注 对于复矩阵 (A ∈ Cn×n), 上述定理中的 (1),(2) 显然也成立, 对于 (3) 应改为

∥A∥2 = max
x ̸=0

(
xHAHAx

xHx

)1/2

=
√
λmax (AHA).

定理 12
对任何 A ∈ Rn×n, ∥ · ∥ 为一种算子范数, 则

ρ(A) ≤ ∥A∥, (对∥A∥F也成立.)

反之, 对任意实数 ε > 0, 至少存在一种算子范数 ∥ · ∥ε，使

∥A∥ε ⩽ ρ(A) + ε.
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定理 13
如果 A ∈ Rn×n 为对称矩阵, 则 ∥A∥2 = ρ(A).

定理 14
如果 ∥B∥ < 1, 则 I ± B 为非奇异矩阵, 且

∥∥(I ± B)−1
∥∥ ⩽ 1

1− ∥B∥
,

其中 I 是单位矩阵，∥ · ∥ 是矩阵的算子范数.
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