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线性方程组的迭代法

求解线性方程组（A 非奇异）
Ax = b

工程技术中产生的 A：大型、稀疏

雅可比迭化法

高斯-塞德尔迭代法

超松驰迭代法

共轭梯度法
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例

例 求解线性方程组 
8x1 − 3x2 + 2x3 = 20

4x1 + 11x2 − x3 = 33

6x1 + 3x2 + 12x3 = 36

记作 Ax = b, 其中

A =


8 −3 2

4 11 −1

6 3 12

 , x =


x1
x2
x3

 , b =


20

33

36


方程组精确解 x∗ = (3, 2, 1)T
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例

方程组改写为 
x1 = 1

8 (3x2 − 2x3 + 20)

x2 = 1
11 (−4x1 + x3 + 33)

x3 = 1
12 (−6x1 − 3x2 + 36)

即 x = B0x + f

B0 =

 0 3
8 − 2

8

− 4
11 0 1

11

− 6
12 − 3

12 0

 , f =

 20
8
33
11
36
12

 (1)

任取初值如 x(0) = (0, 0, 0)T，代入一般不满足(1), 通过迭代得到
x(1) = [2.5, 3, 3]，利用 x(1) 得到 x(2)，反复迭代得

x(k+1)
1 =

(
3x(k)2 − 2x(k)3 + 20

)
/8

x(k+1)
2 =

(
−4x(k)1 + x(k)3 + 33

)
/11

x(k+1)
3 =

(
−6x(k)1 − 3x(k)2 + 36

)
/12.

(2)
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矩阵的条件数

简写为
x(k+1) = B0x(k) + f, k = 0, 1, 2, · · · (3)

其中 k 为迭代次数。迭代 10 步后，

x(10) = (3.000032, 1.999874, 0.999881)T∥∥∥ε(10)∥∥∥
∞

= 0.000125
(
ε(0) = x(10) − x∗

)
考虑由 Ax = b 变形得到的等价线性方程组

x = Bx + f

由迭代法产生的向量迭代序列 x(k) 是否收敛于线性方程组的解 x∗ 呢？
设 x(0) 为任取的初始问量, 按迭代公式构造向量序列

x(k+1) = Bx(k) + f, k = 0, 1, 2, · · · .
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定义 1
（1）用逐步代入求近似解的方法称为迭代法，亦称为一阶定常迭代法（这里 B
与 k 无关）；
（2）如果 limk→∞ x(k) 存在 (记 x∗), 称此迭代法收敛, 显然 x∗ 就是此程组的解,
否则称此迭代法发散。

考虑误差向量
ε(k+1) = x(k+1) − x∗,

易知，ε(k+1) = Bε(k)(k = 0, 1, 2, · · · ), 递推得

ε(k) = Bε(k−1) = · · · = B(k)ε(0).

考察
{

x(k)
}
的收敛性，就要研究 B 在什么条件下有

lim
k→∞

ε(k) = 0

亦即当 k → ∞ 时有 Bk → 0 (零矩阵)。
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向量序列与矩阵序列的收敛性

定义 2
设向量序列

{
x(k)
}
⊂ Rn, x(k) = (x(k)1 , x(k)2 , · · · , x(k)n )T ∈ Rn, 如存在 x = (x1 ,

x2, · · · , xn)
T ∈ Rn, 使得

lim
k→∞

x(k)i = xi, i = 1, 2, · · · ,n,

则称向量序列 {x(k)} 收敛于 x, 记作 limk→∞ x(n) = x.

lim
k→∞

x(k) = x ⇔ lim
k→∞

∥x(n) − x∥ = 0,

其中 ∥ · ∥ 为任一向量范数。
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定义 3
设有矩阵序列 Ak =

(
a(k)

ij

)
∈ Rn×n 及 A = (aij) ∈ Rn×n, 如果 n2 个数列极限

存在且有
lim

k→∞
a(k)

ij = aij, i, j = 1, 2, · · · ,n

则称 {Ak} 收敛于 A, 记作 limk→∞ Ak = A.

例 设有矩阵序列

A =

(
λ 1
0 λ

)
, A2 =

(
λ2 2λ
0 λ2

)
, · · · , Ak =

(
λk kλ1−1

0 λk

)
, · · · ,

且设 |λ| < 1, 考察其极限.
解 当 |λ| < 1 时, 则有

lim
k→∞

Ak ≡ lim
k→∞

Ak =

(
0 0
0 0

)
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等价性质

定理 4
lim

k→∞
Ak = A ⇔ lim

k→∞
∥Ak − A∥ = 0,

其中 ∥ · ∥ 为矩阵的任意一种算子范数.

定理 5
limk→∞ Ak = 0 的充分必要条件是

lim
k→∞

Akx = 0, ∀x ∈ Rn.

定理 6
设 B ∈ Rn×n, 则下面 3 个命题等价: (1) limk→∞ Bk = 0 (2) ρ(B) < 1; (3) 至少
存在一种从属的矩阵范数 ∥ · ∥ϵ, 使 ∥B∥ϵ < 1.
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迭代法及其收敛性

定理 7
设 B ∈ Rn×n, ∥ · ∥ 为任一矩阵范数, 则

lim
k→∞

∥Bk∥ 1
k = ρ(B).

考虑 Ax = b, 将 A 分裂为
A = M − N,

其中 M 为可选的非奇异矩阵，称其为分裂矩阵. 则

Ax = b ⇔ x = M−1Nx + M−1b.

求解线性方程组 x = Bx + f, 其中

B = M−1N = M−1(M − A) = I − M1A, f = M−1b

一阶定常迭代法：(x(0) 为初始向量)

x(k+1) = Bx(k) + f, k = 0, 1, · · ·

称 B = I − M−1A 为迭代法的迭代矩阵。选取 M, 得到 Ax = b 的各种迭代法。
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定理 8 (定常迭代法的基本定理)
给定线性方程组及一阶定常迭代法, 对任意选取初始向量 x(0), 上述迭代法收敛
的充要条件是矩阵 B 谱半径 ρ(B) < 1.

考察迭代法
x(k+1) = Bx(k) + f

的收敛性, 其中
B =

(
0 2
3 0

)
, f =

(
5
5

)
解 特征方程为 det(λI − B) = λ2 − 6 = 0, 特征根 λ1,2 = ±

√
6, 即 ρ(B) > 1.

这说用迭代法解此方程组不收敛.
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定理 9 (迭代法收敛的充分条件)
设有线性方栍组

Ax = b ⇔ x = Bx + f,

及一阶定常迭代法
x(k+1) = Bx(k) + f.

如果有 B 的某种算子范数 ∥B∥ = q < 1, 则
(1) 迭代法收敛, 即对任取 x(0) 有

lim
k→∞

x(k) = x∗, 且x∗ = Bx∗ + f.

(2)
∥x∗ − x(k)∥ ⩽ qk∥x∗ − x(0)∥

(3)
∥x∗ − x(k)∥ ⩽ q

1− q∥x(k) − x(k−1)∥

(4)

∥x∗ − x(k)∥ ⩽ qk

1− q

∥∥∥x(1) − x(0)
∥∥∥
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特例

注意定理只给出迭代法收敛的充分条件, 即条件 ∥B∥ < 1 对任何常用范数均不
成立, 迭代序列仍可能收敛.
例 迭代法 x(k+1) = Bx(k) + f, 其中

B =

(
0.9 0

0.3 0.8

)
, f =

(
1

2

)
,

显然 ∥B∥∞ = 1.1, ∥B∥1 = 1.2, ∥B∥2 = 1, 043, ∥B∥F =
√
1.54, 表明 B 的各种范

数均大于 1 , 但由于 ρ(B) = 0.9 < 1, 由此迭代法产生的迭代序列 {x(k)} 却是收
敛的.
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迭代法的收敛性

由
ϵ(k) = Bkϵ(0), ϵ(0) = x(0) − x∗

得
∥ϵ(k)∥ ⩽

∥∥Bk∥∥ ∥ϵ(0)∥, ∀ϵ(0) ̸= 0.

于是 ∥∥ϵ(k)∥∥
∥ϵ(0)∥

⩽ ∥Bk∥.

根据矩阵从属范数定义, 有

∥Bk∥ = max
ϵ(0) ̸=0

∥Bkϵ(0)∥
∥ϵ(0)∥

= max
ϵ(0) ̸=0

∥ϵ(k)∥
∥ϵ(0)∥

,

要使次 k 迭代后，
∥ϵ(k)∥ ⩽ σ∥ϵ(0)∥,

其中 σ << 1 可取 σ = 10−s, 使

∥Bk∥ ⩽ σ
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因 ρ(B) < 1, 当 k 充分大时，∥Bk∥ 1
k < 1. 对

∥Bk∥ 1
k ⩽ σ

1
k

两边取对数得
ln
∥∥Bk∥∥ 1

k ⩽ 1

k lnσ,

k ⩾ − lnσ

− ln ∥Bk∥
1
k
=

−s ln 10

− ln ∥Bk∥
1
k
.

表明迭代次数 k 与 − ln ∥Bk∥ 1
k 成反比.

迭代法
x(k+1) = Bx(k) + f, k = 0, 1, 2, · · ·

定义 10
迭代法的平均收敛速度定义为

Rk(B) = − ln ∥Bk∥ 1
k ,

平均收敛速度 Rk(B) 依赖于迭代次数及所取范数, 给计算分析带来不便.

lim
k→∞

∥∥Bk∥∥ 1
k = ρ(B) => lim

k→∞
Rk(B) = − ln ρ(B)
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定义 11
迭代法渐近收敛速度定义为

R(B) = − ln ρ(B).

R(B) 与迭代次数及 B 取何种范数无关,
反映了迭代次数趋于无穷时选代法的渐近性,
当 ρ(B) 越小时 − ln ρ(B) 越大, 迭代法收敛越快, 可用

k ⩾ − lnσ

R(B)
=

s ln 10

R(B)

作为迭代法所需的迭代次数的估计.
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