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高斯消去法

设有线性方程组 
a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2
· · ·
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

(1)

或写为矩阵形式 
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann




x1
x2
...

xn

 =


b1
b2
...

bn

 (2)

简记为
Ax = b.
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高斯消去法

通过简单的例子说明高斯消去法的基本思想
解线性方程组 

x1 + x2 + x3 = 6

4x2 − x3 = 5

2x1 − 2x2 + x3 = 1.

解：第 1 步，将第一个方程乘 (-2) 加到第三个方程，消去未知数 x1, 得到

−4x2 − x3 = −11

第 2 步, 将第二个方程加到上式，消去 x2，得到与原方程组等价的方程组
x1 + x2 + x3 = 6

4x2 − x3 = 5

−2x3 = −6.

则解得线性方程组的解为 x∗ = (1, 2, 3)T.
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上述过程相当于对线性方程组的增广矩阵进行初等行变换：

(A : b) =

 1 1 1 6

0 4 −1 5

2 −2 1 1

→

 1 1 1 6

0 4 −1 5

0 −4 −1 −11

→

 1 1 1 6

0 4 −1 5

0 0 −2 −6


这里 (−2)× r1 + r3, r2 + r3 → r3，ri 表示矩阵的第 i 行.
由此可以看出，用消去法解线性方程组的基本思想是用逐次消去未知数的方法

把原方程组 Ax = b 化为与其等价的三角形线性方程组 (对系数矩阵实行初等行
变换约化为上三角矩阵)，再用回代的方法求解三角形线性方程组。
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高斯消去法

讨论求解一般线性方程组的高斯消去法
将方程组 Ax = b 记为 A(1)x = b(1)，其中

A(1) = (a(1)
ij ) = aij, b(1) = b.

(1) 第 1 步 (k = 1)，消元
设 a(1)

11 ̸= 0，首先计算乘数

mi1 = a(1)
i1 /a(1)

11 , i = 2, 3 · · · ,n

用 −mi1 乘第 1 个方程，加到第 i 个 (i = 2, 3 · · · ,n) 方程上，消去从第 2 个方
程到第 n 个方程中的未知数 x1, 得

a(1)
11 a(1)

12 · · · a(1)
1n

0 a(2)
22 · · · a(2)

2n
...

...
...

0 a(2)
n2 · · · a(2)

nn




x1
x2
...

xn

 =


b(1)1

b(2)2
...

b(2)n


简记为

A(2)x = b(2)
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高斯消去法

其中，A(2), b(2) 的计算公式为{
a(2)

ij = a(1)
ij − mi1a(1)

1j , i, j = 2, 3, · · · ,n,
b(2)i = b(1)i − mi1b(1)1 , i = 2, 3, · · · ,n.

(2) 第 k 次消元 (k = 1, 2, · · · ,n − 1)
设第 1 步，· · ·，第 k − 1 步消元过程已完成，得到与原方程组等价的线性方程
组 

a(1)
11 a(1)

12 · · · a(1)
1k · · · a(1)

1n
a(2)
22 · · · a(2)

2k · · · a(2)
2n

. . . ...
...

a(k)
kk · · · a(k)

kn
...

...
a(k)

nk · · · a(k)
nn





x1
x2
...

xk
...

xn


=



b(1)1

b(2)2
...

b(k)k
...

b(k)n


记为

A(k)x = b(k)
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高斯消去法

设 a(k)
kk ̸= 0，计算乘数

mik = a(k)
ik /a(k)

kk , i = k + 1 · · · ,n

用 −mik 乘第 k 个方程，加到第 i 个 (i = k + 1 · · · ,n) 方程上，消去从第
(k + 1) 个方程到第 n 个方程中的未知数 xk, 得到等价的线性方程组

A(k+1)x = b(k+1)

其中 a(k+1)
ij = a(k)

ij − mika(k)
kj , i, j = k + 1, · · · ,n,

b(k+1)
i = b(k)i − mikb(k)k , i = k + 1, · · · ,n.
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高斯消去法

(3) 继续上述过程，且设 a(k)
kk ̸= 0(k = 1, 2, · · · ,n − 1)

直到完成第 n − 1 步消元计算，最后得到与原方程组等价的简单方程组

A(n)x = b(n)

即 
a(1)
11 a(1)

12 · · · a(1)
1n

a(2)
22 · · · a(2)

2n
. . . ...

a(n)
nn




x1
x2
...

xn

 =


b(1)1

b(2)2

...
b(n)n

 (∗)

由方程组 Ax = b 约化为方程组 (*) 的过程称为消元过程.
若 A 非奇异，且 a(k)

kk ̸= 0(k = 1, 2, · · · ,n − 1), 解 (*) 得到求解公式
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高斯消去法


xn = b(n)n /a(n)

nn

xk =

(
b(k)k −

n∑
j=k+1

a(k)
kj xj

)
/a(k)

kk , k = n − 1,n − 2 · · · , 1.

注
若 a11 = 0，由于 A 为非奇异矩阵，所以 A 的第 1 列一定有元素不为零，例如
ai11 ̸= 0, 此时可交换两行元素 (r1 ↔ ri1), 则第 1 行第 1 列的位置元素非零，消
元过程可进行. 这时 A(2) 右下角矩阵为 n − 1 阶非奇异矩阵，高斯消去可继续.
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总结上述讨论有如下定理

定理 1
设 Ax = b, 其中A ∈ Rn×n

(1) 如果 a(k)
kk ̸= 0(k = 1, 2, · · · n), 则可通过高斯消去法将 Ax = b 约化为等价的

三角形线性方程组 (∗), 且计算公式为:
¬ 消元计算 (k = 1, 2, · · · ,n − 1)

mik = a(k)
ik /a(k)

kk , i = k + 1, · · · ,n,
a(k+1)

ij = a(k)
ij − mika(k)

kj , i, j = k + 1, · · · ,n,
b(k+1)

i = b(k)i − mikb(k)k , i = k + 1, · · · ,n.

回代计算
xn = b(n)n /a(n)

nn ,

xi =

(
b(i)i −

n∑
j=i+1

a(i)
ij xj

)
/a(i)

ii , i = n − 1, · · · , 2, 1.

(2) 若 A 为非奇异矩阵，则可通过高斯消去法 (及交换两行的初等变换) 将方程
组 Ax = b 约化为方程组 (∗).
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高斯消去法

高斯消去法的运算量

计算量 消元 回代 总次数

乘除法 1
3n3 + 1

2n2 − 5
6n 1

2n2 + 1
2n 1

3n3 + n2 − 1
3n

加减法 1
3n3 − 1

3n 1
2n2 − 1

2n 1
3n3 + 1

2n2 − 5
6n
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高斯消去法

高斯消去法对于某些简单的矩阵可能会失败，例如

A =

(
0 1

1 0

)

由此，需要对前述的算法进行修改，首先研究原来矩阵 A 在什么条件下才能保
证 a(k)

kk ̸= 0(k = 1, 2, · · · n). 下面定理给出这个条件

定理 2
约化的主元素 a(i)

ii ̸= 0(i = 1, 2, · · · k) 的充要条件是矩阵 A 的顺序主子式
Di ̸= 0(i = 1, 2, · · · k), 即

D1 = a11 ̸= 0, Di =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1i
...

...
ai1 · · · aii

∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0, i = 1, 2, · · · , k.
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推论 3
如果 A 的顺序主子式 Di ̸= 0(i = 1, 2, · · · n − 1), 则 a(1)

11 = D1,

a(k)
kk = Dk/Dk−1, i = 2, 3 · · · ,n.
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