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Chebyshev 多项式

区间为 [-1,1], 权函数 ρ(x) = 1√
1−x2

,

Tn(x) = cos(n arccos x), |x| ⩽ 1

若令 x = cos θ, 则 Tn(x) = cos nθ, 0 ⩽ θ ⩽ π. 由三角恒等式

cos(n + 1)θ = 2 cos θ cos nθ − cos(n − 1)θ, n = 1, 2, · · ·

性质（递推关系）

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x), n = 1, 2, · · · ,
T0(x) = 1, T1(x) = x.

}
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T2(x) = 2x2 − 1

T3(x) = 4x3 − 3x
T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x
T6(x) = 32x6 − 18x4 + 18x2 − 1

... exp30.m
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Chebyshev 多项式性质

{Tk(x)} 满足

∫ 1

−1

Tm(x)Tn(x)√
1− x2

dx =

 0, n ̸= m;
π
2 , n = m ̸= 0;
π, n = m = 0.

奇偶性
Tn(−x) = (−1)nTn(x)

Tn(x) 的最高项系数 an = 2n−1(n = 1, 2, · · · , )

令 T̃0(x) = 1, T̃n(x) = 1
2n−1 Tn(x),n = 1, 2, · · ·

则 T̃n(x) 是首项系数为 1 的 Chebyshev 多项式。

1

2n−1
= max

−1⩽x⩽1

∣∣∣T̃n(x)
∣∣∣ ⩽ max

−1⩽x⩽1
|P(x)| , ∀P(x) ∈ H̃n,

其中 H̃n 是 [-1,1] 上次数 ⩽ n 的首项系数为 1 的多项式全体。
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最佳一致逼近

等价于

max
−1⩽x⩽1

|T̃n(x)| = min
P∈H̃n

max
−1⩽x⩽1

|P(x)| = 1

2n−1
.

即
∥T̃n(x)∥∞ = min

P∈H̃n

∥P(x)∥∞

该结论

1 说明 H̃n 中，T̃n(x) 的无穷范数最小
2 用于计算 n 次多项式在 [-1,1] 上的 n − 1 次最佳一致逼近多项式

设 f(x) ∈ Hn，且首项系数为 an ̸= 0，则 f(x) 在 [-1,1] 上的 n − 1 次最佳一
致逼近多项式为

f(x)− anT̃n(x)
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例 求 f(x) = 2x3 + x2 + 2x − 1 在 [−1, 1] 上的二次最佳一致逼近多项式。
解：

p(x) = f(x)− a3T̃3(x)

= 2x3 + x2 + 2x − 1− 2

(
x3 − 3

4
x
)

= x2 + 7

2
x − 1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

y

f(x)
p(x)

注: 计算 n 次多项式在[a, b]上的 n − 1 次最佳一致逼近多项式需先作变量替换

x =
a + b
2

+
b − a
2

t
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Chebyshev 多项式零点插值

Tn(x) 在 [-1,1] 上有
n 个零点

xk = cos 2k − 1

2n π, k = 1, 2, · · · ,n

n + 1 个极值点
xk = cos kπ

n , k = 0, 1, · · · ,n

共有 2n + 1 个Chebyshev 点
f(x) ∈ Cn+1[−1, 1], x0, x1, · · · , xn ∈ [−1, 1]

Ln(x): n 次 Lagrange 插值多项式，余项

Rn(x) = f(x)− Ln(x) =
f(n+1(ξ)

(n + 1)!
ωn+1(x),

max
−1⩽x⩽1

|f(x)− Ln(x)| ⩽
Mn+1

(n + 1)!
max

−1⩽x⩽1
|(x − x0)(x − x1) · · · (x − xn)|

其中
Mn+1 := ∥f(n+1)(x)∥∞ := max

−1⩽x⩽1
|f(n+1)(x)|
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插值误差估计

若插值节点选 Tn+1(x) 的零点

xk = cos 2k + 1

2(n + 1)
π, k = 0, 1, · · · ,n

则
max

−1⩽x⩽1
|ωn+1(x)| = max

−1⩽x⩽1

∣∣∣T̃n+1(x)
∣∣∣ = 1

2n

定理 1

max
−1⩽x⩽1

|f(x)− Ln(x)| ⩽
1

2n(n + 1)!

∥∥∥f(n+1(x)
∥∥∥
∞

x ∈ [a, b] ↔ t ∈ [−1, 1]:

xk =
b − a
2

cos 2k + 1

2(n + 1)
π +

a + b
2

, k = 0, 1, · · · ,n
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例 求 f(x) = ex 在 [0,1] 上的四次 Lagrange 插值多项式 L4(x)，插值节点用
T5(x) 的零点，并估计误差 max

0⩽x⩽1
|ex − L4(x)|。

解 利用 T5(x) 的零点知

xk =
1

2

(
1 + cos 2k + 1

10
π

)
, k = 0, 1, 2, 3, 4,

即
x0 = 0.97553, x1 = 0.79390, x2 = 0.5

x3 = 0.20611, x4 = 0.02447.

Lagrange 插值多项式

L4(x) =1.00002271 + 0.99886233x + 0.50902251x2

+ 0.11184105x3 + 0.05849435x4
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max
0⩽x⩽1

|ex − L4(x)| ⩽
Mn+1

(n + 1)!

(b − a)n+1

22n+1
, n = 4

而
Mn+1 =

∥∥∥f(5)(x)
∥∥∥
∞

= ∥ex∥∞ ⩽ e ⩽ 2.72

于是有
max
0⩽x⩽1

|ex − L4(x)| ⩽
e
5!

1

29
<

2.72

6

1

10240
< 4.4× 10−5

一般 [a, b] 上 f(x) 的 n 次 Lagrange 插值函数误差估计

max
a⩽x⩽b

|f(x)− Ln(x)| ⩽
(b − a)n+1

22n+1(n + 1)!

∥∥∥f(n+1(x)
∥∥∥
∞
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例 设 f(x) = 1
1+x2，在 [−5, 5] 上利用 T11(x) 的零点作插值点，构造 10 次

Lagrange 插值多项式 L̄10(x)。与等距节点造出的 L10(x) 作比较 (exp31.m)。
解 在 [-1,1] 上的 11 次 Chebyshev 多项式 T11(x) 的零点 tk 做变换后得

xk = 5tk = 5 cos 2k + 1

22
π, k = 0, 1, · · · , 10
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第二类 Chebyshev 多项式

{Un(x)} 在 [−1, 1] 上带权 ρ(x) =
√
1− x2 正交:

Un(x) =
sin[(n + 1) arccos x]√

1− x2

令 x = cos θ 得正交性质∫ 1

−1

Un(x)Um(x)
√
1− x2 dx =

∫ π

0

sin(n + 1)θ sin(m + 1)θdθ

=

{
0, m ̸= n
π
2 , m = n

递推关系
U0(x) = 1, U1(x) = 2x
Un+1(x) = 2xUn(x)− Un−1(x), n = 1, 2, · · ·
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Laguerre 多项式

{Ln(x)} 在 [0,+∞) 上带权 ρ(x) = e−x 正交:

Ln(x) = ex dn

dxn
(
xne−x)

正交性质 ∫ ∞

0

e−xLn(x)Lm(x)dx =

{
0, m ̸= n,
(n!)2, m = n

递推关系

L0(x) = 1, L1(x) = 1− x
Ln+1(x) = (1 + 2n − x)Ln(x)− n2Ln−1(x), n = 1, 2, · · ·
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Hermite 多项式

{Hn(x)} 在 (−∞,+∞) 上带权 ρ(x) = e−x2

正交:

Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn (e
−x2

)

正交性质 ∫ −∞

−∞
e−x2

Hm(x)Hn(x)dx =

{
0, m ̸= n
2nn!

√
π, m = n,

递推关系

H0(x) = 1, H1(x) = 2x
Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), n = 1, 2, · · ·
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