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误差

求解线性方程组（A 非奇异）
Ax = b

测量误差

舍入误差

A 有扰动 δA 或 b 有扰动 δb，

实际求解

Ay = b + δb

或

(A + δA)y = b

估计误差 x − y.
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例

例. 设有线性方程组 (
1 1
1 1.0001

)(
x1
x2

)
=

(
2
2

)
记为 Ax = b, 它的精确解为 x = (2, 0)T. 现在考虑常数项的微小变化对线性方
程组解的影响, 线性方程组(

1 1
1 1.0001

)(
y1
y2

)
=

(
2

2.0001

)
表示为

A(x + δx) = b + δb,

其中 δb = (0, 0.0001)T, y = x + δx，Ax = b。此方程组解为 x + δx = (1, 1)T，
即 b 的小扰动造成解的变化 δx 较大。
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矩阵的条件数

定义 1
如果矩阵 A 或常数项 b 的微小变化, 引起线性方程组 Ax = b 解的巨大变化,
称此线性方程组为“病态”方程组, 矩阵 A 称为“病态”矩阵, 否则称方珵组为
“良态”方程组, A 称为“良态”矩阵.

矩阵“病态”性是其本身的特性，研究刻画矩阵“病态”性质的量。

Ax = b

研究 A 或 b 的微小扰动对解的影响。
设 b 有微小扰动 δb, 相应解为 x + δx, 则

A(x + δx) = b + δb,

则
δx = A−1δb,

从而
∥δx∥ ⩽ ∥A−1∥∥δb∥,
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b 的扰动对解 x 的影响

又由线性方程组 Ax = b 得
∥b∥ ⩽ ∥A∥∥x∥

即
1

∥x∥ ⩽ ∥A∥
∥b∥ (b ̸= 0)

综上有

定理 2
设 A 为非奇异阵，Ax = b ̸= 0 且

A(x + δx) = b + δb,

则
∥δx∥
∥x∥ ⩽ ∥A−1∥∥A∥∥δb∥

∥b∥ .
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A 的扰动对解 x 的影响

设 b 是精确的, A 有微小误差 (扰动) δA, 解为 x + δx, 则{
(A + δA)(x + δx) = b,
(A + δA)δx = −(δA)x. (1)

如果 δA 不受限制的话, A + δA 可能奇异, 而
(A + δA) = A

(
I + A−1δA

)
, (2)

由定理知, 当
∥∥A−1δA

∥∥ < 1 时,
(
I + A−1δA

)−1 存在. 由 (1)-(2)有

δx = −
(
I + A−1δA

)−1 A−1(δA)x,
因此

∥δx∥ ⩽
∥∥A−1

∥∥ ∥δA∥∥x∥
1− ∥A−1(δA)∥

.

设
∥∥A−1

∥∥ ∥δA∥ < 1, 即得

∥δx∥
∥x∥ ⩽

∥∥A−1
∥∥ ∥A∥∥δA∥

∥A∥

1− ∥A−1∥ ∥A∥∥δA∥
∥A∥

. (3)
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从而证明了

定理 3
设 A 为非奇异阵, Ax = b ̸= 0, 且

(A + δA)(x + δx) = b.

如果
∥∥A−1

∥∥ ∥δA∥ < 1, 则

∥δx∥
∥x∥ ⩽

∥∥A−1
∥∥ ∥A∥∥δA∥

∥A∥

1− ∥A−1∥ ∥A∥∥δA∥
∥A∥

. (4)

综上，量
∥∥A−1

∥∥ ∥A∥ 刻画了解对原始数据变化的灵敏程度，即刻画了方程组
的 “病态” 程度。

定义 4
设 A 为非奇异阵，称数

cond(A)v = ∥A−1∥v∥A∥v

为矩阵 A 的条件数, 其中一般 v = 1, 2,∞。
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条件数

当条件数相对大即 cond(A) >> 1, 则线性方程组 Ax = b 是病态的；

当条件数相对小时, 则线性方程组 Ax = b 是良态的。

条件数越大，方程组的病态程度越严重，越难以用一般的计算方法求得较准确

的解。

通常使用的条件数有 (1) cond(A)∞ =
∥∥A−1

∥∥
∞ ∥A∥∞;

(2) A 的谱条件数

cond(A)2 = ∥A∥2
∥∥A−1

∥∥
2
=

√
λmax (ATA)

λmin (AAT)
.

当 A 为对称矩阵时
cond(A)2 =

|λ1|
|λn|

,

其中 λ1, λn 为 A 的绝对值最大和绝对值最小的特征值.
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条件数的性质

(1) 对任何非奇异矩阵 A, 都有 cond(A)v ⩾ 1. 事实上,

cond(A)v =
∥∥A−1

∥∥
v ∥A∥v ⩾

∥∥A−1A
∥∥

v = 1;

(2) 设 A 为非奇异阵且 c ̸= 0 (常数), 则

cond(cA)v = cond(A)v;

(3) 如果 A 为正交矩阵, 则 cond(A)2 = 1; 如果 A 为非奇异矩阵, R 为正交矩
阵, 则

cond(RA)2 = cond(AR)2 = cond(A)2.
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例 已知 Hilbert 矩阵

Hn =


1 1

2 · · · 1
n

1
2

1
3 · · · 1

n+1
...

...
...

1
n

1
1+n · · · 1

2n−1

 ,

计算 H3 的 ∞ 范数对应的条件数。
解

H3 =

 1 1
2

1
3

1
2

1
3

1
4

1
3

1
4

1
5

 , H−1
3 =

 9 −36 30
−36 192 −180
30 −180 180


(1) 计算 H3 的条件数 cond (H3)∞:

∥H3∥∞ = 11/6,
∥∥H−1

3

∥∥
∞ = 408,

所以 cond (H3)∞ = 748. 同样可计算

cond (H6)∞ = 2.9× 107, cond (H7)∞ = 9.85× 108.

当 n 愈大时, Hn 矩阵病态愈严重.
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（2）考虑线性方程组

H3x = (11/6, 13/12, 47/60)T = b,

设 H3 及 b 有微小误差 (取 3 位有效数字) 有 1.00 0.500 0.333
0.500 0.333 0.250
0.333 0.250 0.200

 x1 + δx1
x2 + δx2
x3 + δx3

 =

 1.83
1.08
0.783

 ,

简记为 (H3 + δH3) (x + δx) = b + δb. 线性方程组 H3x = b 与线性方程组
(5.8) 的精确解分别为
x = (1, 1, 1)T,x + δx = (1.089512538, 0.487967062, 1.491002798)T. 于是

δx = (0.0895,−0.5120, 0.4910)T,

∥δH3∥∞
∥H3∥∞

≈ 0.18× 10−3 < 0.02%,

∥δb∥∞
∥b∥∞

≈ 0.182%,
∥δx∥∞
∥x∥∞

≈ 51.2%.

文就是说 H3 与 b 相对误差不超过 0.3%, 而引起解的相对误差超过 50%
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发现及处理病态

要判别一矩阵是否病态需计算条件数 cond(A) =
∥∥A−1

∥∥ ∥A∥, 而计算 A−1 较

困难, 在实际计算中发现病态情况：
(1) 如果在 A 的三角约化时 (尤其是用主元素消去法解线性方程组时) 出现小
主元, 对大多数矩阵来说, A 是病态矩阵
(2) 系数矩阵的行列式值相对说很小, 或系数矩阵某些行近似线性相关, 这时 A
可能病态.
(3) 系数矩阵 A 元素间数量级相差很大, 并且无一定规则, A 可能病态.
用选主元素的消去法不能解决病态问题, 对于病态方程组可采用高精度 (如双倍
字长) 的算术运算或采用预处理方法. 即将求解 Ax = b 转化为等价线性方程组 PAQy = Pb

y = Q−1x
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选择非奇异矩阵 P,Q 使

cond(PAQ) < cond(A).

一般选择预处理子 P,Q 为对角阵或者三角矩阵.
当矩阵 A 的元素大小不均时, 对 A 的行 (或列) 引进适当的比例因子 (使矩阵
A 的所有行或列按 ∞-范数大体上有相同的长度, 使 A 的系数均衡), 对 A 的条
件数是有影响的. 这种方法不能保证 A 的条件数一定得到改善.
例 设  1 104

1 1

 x1
x2

 =

 104

2


计算 cond(A)∞.
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解：

A =

(
1 104

1 1

)
, A−1 =

1

104 − 1

(
−1 104

1 −1

)
cond(A)∞ =

(
1 + 104

)2
104 − 1

≈ 104.

现在 A 的第一行引进比例因子. 如用 s1 = max1⩽i⩽2 |a1i| = 104 除第一个方程,
得 A′x = b′, 即 (

10−4 1
1 1

)(
x1
x2

)
=

(
1
2

)
而

(A′)
−1

=
1

1− 10−4

(
−1 1
1 −10−4

)
于是

cond (A′)∞ =
4

1− 10−4
≈ 4
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当用列主元消去法解线性方程组时 (计算到三位数字), A b) →

 1 104 104

0 −104 −104


于是得到坏结果: x2 = 1, x1 = 0.
现用列主元消去法解线性方程组, 得到

(A′ : b′) →

 1 1 2

10−4 1 1

 →

 1 1 2

0 1 1


从而得到较好的计算解 x1 = 1, x2 = 1.
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设 x̄ 为线性方程组 Ax = b 的近似解, 可计算 x̄ 的剩余向量 r = b − Ax̄, 当 r 很
小时，x̄ 是否为 Ax = b 较好的近似解呢?

定理 5
事后误差估计) 设 A 为非奇异矩阵, x 是线性方程组 Ax = b ̸= 0 的精确解. 再
设 x̄ 是此方程组的近似解, r = b − Ax̄, 则

∥x − x̄∥
∥x∥ ⩽ cond(A) · ∥r∥

∥b∥ .

证明: 由 x − x = A−1r, 得

∥x − x̄∥ ⩽
∥∥A−1

∥∥ ∥r∥,

又有

∥b∥ = ∥Ax∥ ⩽ ∥A∥ · ∥x∥, 1

∥x∥ ⩽ ∥A∥
∥b∥ ,

由以上两式得结论成立.
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