COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES DE LA TOUR DES
ESPACES DE MODULES DE GROUPES p-DIVISIBLES

MIAOFEN CHEN

RESUME. Soit M un espace de Rapoport-Zink non-ramifi¢ de type EL ou de type PEL
unitaire/symplectique. Soit (M K )k la tour d’espaces analytiques de Berkovich classifiant
les structures de niveau au-dessus de la fibre générique de M. On a définit dans [Chel3]
un morphisme déterminant dety de la tour (M) vers une tour d’espaces analytiques de
Berkovich de dimension 0 associé au cocentre du groupe réductif lié¢ a I’espace M. Supposons
que les polygones de Newton et de Hodge associés a M ne se touchent pas en dehors de
leurs extrémités. De plus supposons vérifiée une conjecture sur I’ensemble des composantes
connexes de la fibre spéciale réduite de M. Alors on montre que les fibres géométriques
du morphisme déterminant dety sont les composantes connexes géométriques de MK. La
conjecture dans I’hypothése sera confirmée en toute généralité dans un article en préparation
de Kisin, Viehmann et 'auteure.

Mots clés : Espaces de Rapoport-Zink, Groupes p-divisibles, Composantes connexes géo-
métriques.

AsTrRACT. Let M be an unramified Rapoport-Zink space of EL type or unitary/symplectic
PEL type. Let (M k) i be the tower of Berkovich’s analytic spaces classifying the level struc-
tures over the generic fiber of M. In [Chel3], we have defined a determinant morphism det i
from the tower (MK)K to a tower of Berkovich’s analytic spaces of dimension 0 associated
to the cocenter of the reductive group related to the space M. Suppose that the Newton
polygon and Hodge polygon related to M don’t touch each other except their end point.
And suppose that a conjecture on the set of connected components of the reduced special
fiber of M holds. Then we prove that the geometric fibers of the determinant morphism
det i are the geometrically connected components of MK. The conjecture in the hypothesis
will be confirmed in a paper in preparation by Kisin, Viehmann and the author.
Keywords: Rapoport-Zink spaces, p-divisible groups, Geometrically connected compo-
nents.

INTRODUCTION

Soient N un entier strictement positif et X (V) la courbe modulaire sur Q associée au groupe
de congruence

D(N):={(2%) €SLy(Z) | b=c=0 (mod N), a=d=1 (mod N)}.
Fixons (iy € C une racine primitive N-iéme de l'unité. Il est alors bien connu qu’on a un
isomorphisme Gal(Q(¢{x)|Q)-équivariant:
M mo(X(N)e) == (v,
ol C](VZ/NZ) ) désigne I’ensemble des racines N-iémes primitives de 'unité. Soit (F,n) € X (N)(C)
avec E une courbe elliptique et n : (Z/NZ)? = E[N]. Posons e; :=n((1,0)) et ez := n((0,1)).
Alors 'image de (E,n) via (1) est (e, es) avec (-,-) : E[N] x E[N] = pn(C) 'accouplement de
Weil.
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Plus généralement, soient G un groupe réductif défini sur Q et (G, X) une donnée de Shimura.
Notons E le corps reflex de cette donnée. Soit (Shx (G, X))k la tour de variétés de Shimura
associée. Deligne montre dans [Del79] que si le groupe dérivé G4°* de G est simplement connexe,
il existe une bijection

(2) mo(Shi (G, X)e) = D(QND(Af)/ det(K),

ott D = G/G9", det : G — D est la projection, et D(Q)" := D(Q) NIm(Z(R) 4 D(R)) avec Z

le centre de G. Cet isomorphisme est compatible a ’action par correspondances de Hecke.

La cohomologie des variétés de Shimura réalise des cas particuliers de correspondances de
Langlands globales entre représentations automorphes de G et représentations f-adiques de
Gal(Q|E). La description précédente des composantes connexes géométriques se traduit de
maniére cohomologique: le H? de la tour de variétés de Shimura réalise des correspondances de
Langlands entre représentations automorphes de dimension 1 de G, des caractéres de Hecke de
D composés avec la projection det, et des caractéres de Gal(Q|E). Les deux sont reliés via la
théorie du corps de classe de E.

Dans cet article, nous démontrons un analogue local en des places non-archimédiennes de cet
isomorphisme. Plus précisément, nous décrivons les composantes connexes géométriques mu-
nies de leur action de Galois de certains espaces de modules p-adiques introduits par Rapoport
et Zink. Traduit de facon cohomologique cela exprime le fait que le HY de ces tours d’espaces
de modules p-adiques réalise des correspondances de Langlands locales provenant de la théorie
du corps de classe locale via le cocentre du groupe réductif associé & notre espace.

Fixons une cléture algébrique @p de Q,. Soit I, la cloture algébrique de F,, associée. Notons
W = W (F,) l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients dans F,,.

On s’intéresse dans cet article aux espaces de Rapoport-Zink non ramifiés M= M(G, b, 1)
de type EL et PEL unitaires ou symplectiques défini & partir d’'une donnée de Rapoport-Zink
(G, b, p) satisfaisant certaines conditions, ou

e G est un groupe réductif non-ramifié sur Q,, qui est soit une restriction de scalaires d’un
groupe linéaire, soit un groupe de similitudes unitaires ou symplectiques,
e b est un élément de G(W ®z Q) dont on note b la classe de o-conjugaison,
o L Gm@p — G@p est un cocaractére minuscule de G dont on note 7 la classe de
conjugaison.
Notons E le corps reflex associé (i.e., le corps de définition de f). Soit E le complété de
I’extension maximale non-ramifiée de E dans @p d’anneau des entiers 0. D’aprés Rapoport
et Zink [RZ96], l'espace M est un schéma formel localement formellement de type fini sur
Spf(O}) qui représente certain espace de modules de groupes p-divisibles.

Dans le cas le plus simple (i.e., G = GL,), c’est-a-dire pour un espace de Rapoport-Zink
sans structure additionelle, le schéma formel M= M(G, b, iu) représente lespace de modules
défini comme un foncteur

M: Nilyy — Ens
ot Nily est la catégorie des Spec(W)-schémas S tels que p soit localement nilpotent sur S.
Fixons un groupe p-divisible X sur E,. Le foncteur M associe & S € Nily Densemble des
classes d’isomorphisme des couples (X, p) o
e X est un groupe p-divisible défini sur S;
° p: X Xg (S mod p) = X xg (S mod p) est une quasi-isogénie.

L’espace M = M(G, b, 1) est muni de plusieures structures (cf. [RZ96))

e une application localement constante » : M — Z qui est définie par Uhauteur de la
quasi-isogénie & un scalaire prés.



e une action & gauche du groupe J(Q,), ot J est un groupe réductif sur Q,, défini par b.
En effet, J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi de G.

e une donnée de descente de E & E. Bien que non effective, cette donnée de descente est
suffisante pour définir une action de Frobenius sur la cohomologie de ces espaces.

Pour des rappels plus détaillés de la notion d’espace de Rapoport-Zink non-ramifié en général,
on renvoie a la section 1.1.

Fixons un modéle entier réductif de G et soit G(Z,) le sous-groupe compact hyperspécial
associ¢ dans G(Q,). Soit M 1a fibre générique de M. Clest un E—espace analytique de
Berkovich au-dessus duquel il existe une tour d’espaces analytiques (M K)K, ou K parcourt
les sous-groupes ouverts de G(Z,). Le groupe J(Q,) agit & gauche sur chaque M K pour tout
K. De plus, la tour (Mg)x est munie d'une action a droite de G(Qyp) par correspondances de
Hecke. Cette action commute a celle de J(Q,).

L’objectif de cet article est d’étudier ’ensemble des composantes connexes géométriques de
la tour (Mg)x. Pour cela, on étudie le morphisme déterminant défini dans [Chel3| de cette
tour vers une tour d’espaces analytiques de Berkovich de dimension 0 étale sur E. Le but du
morphisme déterminant est appelé la tour d’espaces de Rapoport-Zink toriques dont on rappelle
briévement.

Soient (G, b, 1) comme précédemment, D = G/G9" I'abélianisé de G, qui est un tore p-
adique non-ramifié, et det : G — D la projection. Considérons la donnée (D, det ji) induite par
la donnée (G, b, ) via la projection det, ot i : G,, — G est encore un cocaractére de G qui
différe de p par un cocaractére central. On utilise dans la suite i au lieu de p & cause de la
normalisation du Frobenius et de la filtration de Hodge des modules de Dieudonné covariants. A

cette nouvelle donnée (D, det i), on peut définir de fagon ad-hoc une tour d’espaces analytiques
de Berkovich

v

(M(D; det ﬂ’)K)KCD(Qp)

de dimension 0 étales sur E7 ot K parcourt les sous-groupes compacts ouverts de D(Q,). On
renvoie & la section 1.2 pour plus de détails.

On a défini dans [Chel3] un morphisme de tours d’espaces analytiques de Berkovich
(3) (M(Ga b, M)K)K — (M(Dvdet ,[L)dctK)K

compatible aux structures additionelles, ot K parcourt les sous-groupes ouverts de G(Z,).

Soient X"V le groupe p-divisible universel sur Met Tun point géométrique de Mo Notons
“m"pour le groupe fondamental profini des espaces analytiques classifiant les revétements étales
finis. On a alors des représentations de monodromie arithmétiques et géométriques

T (M*&C,, T)

|

T (MO, F) —— Aut(T,(X2"Y)) ~ G(Z,).

L’existence de Papplication déterminant (3) induit un diagramme

(4) (M @ C,p, T) — 1 (M, T) Ig 1
Pgeol lpx lxdet i
1 Gl (2,) G(Z,) —— D(Z,)



ol Xdetji : Ig — D(Z,p) est un caractére associé a det i et Ip = Gal(E\E) désigne le groupe
d’inertie de E.

De Jong a montré dans [dJ95b| que pZ° est surjectif dans le cas des espaces de Lubin-Tate.
Strauch a redémontré ce résultat par une autre méthode dans [Str08]. On généralise cela aux
espaces de Rapoport-Zink non-ramifiés précédents sous la conjecture suivante.

Conjecture (6.1.1). Soit M = M(G, b, ) un espace de Rapoport-Zink non-ramifié simple de
type EL ou PEL symplectique/unitaire. Supposons que les polygones de Hodge et de Newton
associés a la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (i.e.,
(b, ) est HN-irréductible, cf. définition 5.0.4). Alors,

2 mo(M) =5 Tm s,

La conjecture est connue dans des cas particuliers. Dans le cas des espaces de Lubin-Tate,
elle est vraie pour des raisons évidentes. Lorsque le groupe G est déployé (i.e., G = GL,, pour
le cas EL et G = GSp,,, pour le cas PEL symplectique), elle a été démontrée par Viehmann
([Vie08b], [Vie08a]). Dans le cas PEL unitaire basique en signature (1,n—1) avec une extension
quadratique de Q,, elle a été démontrée par Vollaard ([Voll0]). Dans un travail récent en
préparation de Kisin, Viehmann et Pauteure [CKV], cette conjecture sera confirmée en toute
généralité.

Remarquons enfin que cette conjecture est un probléme d’espaces de modules en caractéris-
tique positive: WO(M) = wo(/\;lmd) 0l M,cq est un F,-schéma réduit localement de type fini.

Voici donc les résultats principaux de cet article.
Théoréme A (6.2.1). Supposons la conjecture ci-dessus vérifiée. Supposons que les polygones
de Hodge et de Newton associés a la donnée de Rapoport-Zink ne se touchent pas en dehors
de leurs extrémités (cf. définition 5.0.4). Soit # € M (E). La représentation de monodromie
géométrique

P T (MOEC,, ) — G (Z,)

sur le module de Tate de la déformation universelle spécialisée en T est surjective.

Dans un travail récent de Shen [She], il montre que si les polygones de Hodge et de Newton se
touchent en un point de rupture du polygone de Newton, alors la représentation de monodromie
se factorise par un sous-groupe parabolique en utilisant la théorie de la filtration de Harder-

Narasimhan des schémas en groupes finis et plats. Cela confirme que I’hypothése du Théoréme
A concernant les polygones de Hodge et de Newton est bien nécessaire.

De ce théoréme, on déduit le résultat suivant.

Théoréme B (6.3.1). On réserve les hypothéses du théoréme A. Alors

(1) Les fibres géométriques du morphisme déterminant
Mg — M(D, det i) aet i

sont les composantes connexes géométriques de M K-
(2) Le morphisme déterminant induit des bijections compatibles lorsque K varie

To(Mg&C,) == D(Q,)/ det K.

L’action de (g1,92) € J(Qp) x G(Q,) sur les composantes connexes géométriques est
donnée sur D(Q,,)/ det K par la translation par det(g;) det(g2). L’action de v € Iy sur
les composantes connexes géométriques est donnée par la translation par xdes i (7y)-
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On donne une traduction cohomologique du théoréme précédent. Dans le cadre des espaces
analytiques de Berkovich, il n’y a pas de bonne notion de cohomologie étale ¢-adique sans
support pour les espaces de Rapoport-Zink. Ainsi on ne peut pas traduire le théoréme précédent
en termes de HY. On pourrait définir un H° de maniére ad-hoc en posant H(X,Q,) = EO(X),
mais dans le cas de I’espace de Rapoport-Zink X = M“”, laction du groupe J(Q,,) sur ce groupe
ne serait pas lisse. On utilise plutdt le point de vue de [Far04]. Soit d := dimM?". Bien qu’on
ne puisse définir un bon H°, on peut définir H2¢ qui joue le réle du dual de Poincaré du H?,
méme si ce dernier n’existe pas. Soit donc H fd(M K®Cp,@e) la cohomologie étale ¢-adique &
support compact de degré 2d de I’espace analytique M K®(Cp a coefficient dans Q,. Le systéme
projectif (chd(MK@(Cp,@g))K est muni d’une action de J(Qp) X G(Qp) x Wg, ot Wg est le
groupe de Weil associé a E.

En utilisant le morphisme trace pour les espaces analytiques défini par Berkovich [Ber93]
couplé avec les théorémes précédents, on obtient le théoréme suivant.

Théoréme (7.0.2). On réserve les hypothéses du théoréme A. Soit m une Qg -représentation
irreductible lisse de J(Qp).
o Sim=yxodet estle composé du morphisme déterminant avec un caractére de D(Q))
de =
w2 J(Qp) <% D(Qy) =+ Qy
alors la représentation
(5) lim . Hom (g, (HZ*(Mx&Cy, Qy), )

de G(Q,) x Wg est le caractére suivant:

—X
G(@p) X WE —> Ql
(9:7) = xodet(g) X o© Xdet i (V) - Xy (V)
0U Xeyel €St le caractére cyclotomique et Xaet s : W — D(Qp) est défini dans la remar-

que 1.2.2.
o si 7 # xodet, alors (5) s’annule.

Le reste de cette introduction a pour objectif d’expliquer la stratégie de la démonstration
du théoréme A. Cette démonstration est analogue a celle de de Jong dans le cas des espaces de
Lubin-Tate ([dJ95b]). On utilise en particulier les représentations de monodromie du groupe
fondamental “étendu’qu’il a construites sur ’espace des périodes couplées avec une étude sur le
groupe de Mumford-Tate p-adique générique (dans le cas des espaces de Lubin-Tate ce dernier
résultat est facile d’aprés Serre ([Ser67])).

L’étude du groupe de Mumford-Tate p-adique générique marche en fait dans un cadre plus
général que précédent en ne considérant pas seulement des données de Rapoport-Zink associées a
des groupes p-divisibles. Soient G un groupe réductif non-ramifié sur Q,, et (b, 7) un couple avec
b la classe de o-conjugaison de b € G(W (F,)g) et & la classe de conjugaison d'un cocaractére
de G. Supposons de plus que b est dans I'ensemble de Kottwitz B(G, 1) (cf. [Kot97] section
6). Ici, on ne demande pas que G soit un groupe classique. On ne demande pas non plus que &t
soit minuscule. Soit F C @p le corps de définition de 7i. On associe une variété de drapeaux F
a @ sur E. Rapoport et Zink ont défini dans [RZ96] chapitre 1 un ouvert faiblement admissible
Fra dans I’espace analytique de Berkovich Fan associé a F sur B. Si K |E‘ est une extension
de degré fini et z € F/*(K), grace a la théorie de Fontaine et a la trivialité du torseur des
périodes, il lui est associé une représentation p-adique cristalline

€ 1 Gal(E|K) — G(Q,)

bien définie & G(Q,)-conjugaison prés.
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Théoréme C (5.0.6). Supposons que les polygones de Hodge et de Newton associés & i et b
dans la chambre de Weyl positive ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités (cf. définition
5.0.4). Supposons b décent. Soient K|FE une extension de degré fini et 2 € F(K) qui est un
point générique de F. Alors, = € FI *(K) et 'image de la représentation cristalline

£, Gal(E|K) — G(Q,)
contient un sous-groupe ouvert de G%*"(Q,).

L’énoncé précédent est un ingrédient clé de la preuve du théoréme A qui nous permet de
déduire que 'image de la représentation de monodromie géométrique est ouverte.

L’argument clé de la preuve du theoréme C est 'utilisation du groupe de Mumford-Tate.
Soit z € F (K). 11 correspond a un sous-groupe parabolique P, de G associé & un cocaractére
it Gy — Gi avec p € f. Supposons de plus que = € ff“(K). On peut lui associer deux
groupes algébriques du type Mumford-Tate correspondant aux deux facettes de la théorie de
Fontaine: étale et cristallin. Le premier, M1 ,, est I'enveloppe algébrique de I'image de &,.
D’aprés Sen [Sen73], l'algébre de Lie de I'image de &, est algébrique et donc 'image de &, est
un sous-groupe ouvert de M7y ,(Q,) C G(Q,). Au point x est associé canoniquement un co-
caractéere pfi? : G,, — Gc, donnant la décomposition de Hodge-Tate de &, et conjugué a u. La
composante neutre de M7} ,, est alors le plus petit sous-groupe de G sur QQ, contenant I’image
de pfT. Le deuxiéme groupe est le groupe de Mumford-Tate cristallin M TbC;fS qui se calcule
en termes du p-module filtré avec G-structure associé a (b, ). La théorie de Fontaine, qui
fournit un dictionnaire entre représentations galoisiennes et p-modules filtrés, et la théorie des
catégories Tannakiennes montrent que MTj ,, et M Tb‘i’;fs sont formes intérieures I'un de l'autre.
Pour montrer que MT;, ,, est aussi gros que possible, il suffit donc de le faire pour M Tbcﬁs. Or,
M TbC;fS se calcule en termes de “cycles de Hodge cristallins”. Par des arguments de théorie des
représentations, on montre alors que pour la filtration générique M T,f;js est aussi grosse que
possible.

La structure de cet article est comme suit. La section 1 contient des rappels sur les espaces
de Rapoport-Zink, le morphisme déterminant, les espaces de périodes et les représentations de
monodromie. Les sections 2-5 sont consacré a la preuve du théoréme C. Plus précisément, dans
la section 2, on montre que E |E est de degré de transcendance infini (proposition 2.0.3) qui
assure que I’énoncé du théoréeme C soit non-vide. Dans la section 3, au couple (b, 1), on définit
le groupe de Mumford-Tate étale M7, , et le groupe cristallin M Tlf’ifs en rappellant la théorie
de Fontaine et la théorie de Sen. On donne aussi une description de M Ti:fs (proposition 3.3.6)
qu’on utilise dans la preuve du théoréme C pour calculer M Tli’;fs lorsque p est “générique”.
Dans la section 4, on étude la filtration générique associé & p d’une répresentation de G en
termes de plus haut poids (proposition 4.3.2). Cela servira comme 'outil principal du calcul
du groupe de Mumford-Tate cristallin générique. La section 5 contient la preuve du théoréme
C. Dans la section 6, les résultats principaux: théorémes A et B seront démontrés. La section
7 s’agit de lapplication cohomologique (théoréme 7.0.2).

Remerciment. Cet article fait partie de ma thése sous la direction de Laurent Fargues. Je
voudrais lui exprimer ma gratitude au fond du coeur pour son aide constant et sa patience
pertinente. Je voudrais aussi remercier Alain Genestier, Matthias Strauch, Eva Viehmann pour
m’avoir donné leur remarques sur une version préliminaire de ma thése. Mes remerciments
vont également & Arno Kret qui m’a gentiment communiqué une autre preuve de la proposition
2.0.3. Je remercie enfin le rapporteur pour les commentaires soigneux et utiles.
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1. ESPACES DE RAPOPORT-ZINK, MORPHISME DETERMINANT ET REPRESENTATION DE
MONODROMIE

Rappelons que W = W(E,). Notons L = W ®z Q le complété p-adique de l'extension
maximale non ramifiée de Q, dans Q,. L’automorphisme o est le Frobenius de I'extension

L|Q,.

1.1. Espaces de Rapoport-Zink. Rappelons tout d’abord la définition suivante due a Kot-
twitz.

Définition 1.1.1 ([Kot85]). Soit H un groupe algébrique sur Q,. On désigne par B(H)
lensemble des classes de o-conjugaison dans H(L), ou deux éléments by,bs € H(L) sont dits
o-conjugés s’il existe un g € H(L) tel que by = g~ 'by0(g). Pour b € H(L), on notera b € B(H)
sa classe de o-conjugaison.

Un espace de Rapoport-Zink est défini & partir d’'une donnée de Rapoport-Zink. On com-
mence par le cas EL, i.e., le cas des groupes linéaires.

Définition 1.1.2. Une donnée locale de Rapoport-Zink de type EL non ramifiée simple (F,V, b, )
consiste en la donnée

d’une extension finie non ramifiée F' de Q,,

d’un F-espace vectoriel V' de dimension n < +o0,

d’une classe de o-conjugaison b € B(G) avec G = Resp/q, GLp(V),

d’une classe de conjugaison fi d’un cocaractére minuscule p : G, /Q, = G@p au sens

suivant: on peut choisir une base de V telle que

o Gm,@p — G@p — H GLn,@p

‘refF
z Hdiag(z7"'az71a"'71)
= —— N —
TElr ar pr

ot Ip = Homg, (F, @p) et (Pryqr),c 7, est une collection d’entiers satisfaisant p, +¢, =
n.

On suppose de plus que ces données sont liées entre elles par la relation b € B(G,pu), ou
B(G, ) C B(G) est 'ensemble de Kottwitz (cf. [Kot97] section 6). Notons E le corps reflex
associé, i.e., le corps de définition de 7.

Etant donnée une donnée locale de type EL non ramifiée simple (F,V, b, 7)), lespace de
modules est défini comme suit:

Définition 1.1.3. Soit X un groupe p-divisible sur F,, muni d’une action de O et d’isocristal
covariant muni de son action de I' égal a (V ®q, L,bc). Nous noterons M(G,b, u)/ Spf(Op)

—

I'espace de Rapoport-Zink associé, ou E = E" est le complété p-adique de I'extension maximale
non ramifiée de E' dans Q,. C’est un espace de modules de groupes p-divisibles munis d'une
action de Op. Pour un Spf(Oj)-schéma S sur lequel p est localement nilpotent, un S-point de

v

M(G, b, 1) est une classe d’isomorphisme de couples (X, p), ou

e X est un groupe p-divisible défini sur S muni d’une action de Op vérifiant la condition
suivante: si

est la décomposition de Lie(X) suivant Paction de O, alors pour tout 7 € I, Lie(X),
est localement libre de rang p..



e p:X X, (S mod p) » X x5 (S mod p) est une quasi-isogénie compatible a laction
de OF.

Remarque 1.1.4. L’espace M(G, b, 1) ne dépend que de b et 7.

De méme, un espace de Rapoport-Zink non-ramifié de type PEL symplectique ou uni-
taire est défini a partir d’'une donnée de Rapoport-Zink de type PEL non-ramifiée simple
(F,,V,(-,-),b, 1) vérifiant certaines conditions, ou (F,V) est le méme que le cas EL, * est
une involution de F, (-,-) : V x V — Q,, est un produit hermitien symplectique tel qu'il existe
un réseau autodual dans V pour ce produit symplectique, et (b, %) est défini comme le cas EL
avec G est soit GU(V, (-,-)) le groupe de similitudes unitaire si I'involution n’est pas triviale,
soit GSp(V;, (-, -)) le groupe de similitudes symplectique si I'involution est triviale. On suppose
de plus que V posséde un réseau autodual pour le produit symplectique. Notons encore E le
corps reflex associé et E=Em. L’espace de Rapoport-Zink associé M(G, b, i) est un espace de
modules paramétrisant les classes d’équivalence de triplets (X, p, ') avec (X, p) comme dans le
cas EL et ) : X — XV une polarization principale compatible avec p et l'action de Op. Deux
triplets (X1, p1, A1) et (Xa, p2, A2) sont équivalents s’il existe un isomorphisme entre (X1, p1) et
(X2, p2) via lequel A\ et Ay différent d’une unité dans Z, . Pour la définition précise, on renvoie
a [RZ96] ou [Chel3| sections 2.3 et 2.4.

Dans tous les cas EL et PEL, fixons un réseau Ag (autodual dans le cas PEL) dans ’espace
vectoriel V. On note encore G pour le modéle entier réductif de G associé a ce réseau. L’espace
M = M(G,b, 1) est déterminé par le triplet (G,b, ) obtenu par la donnée de Rapoport-
Zink. Rapoport et Zink ont montré dans [RZ96] que M est représentable par un schéma
formel localement formellement de type fini sur Spf(O). D’aprés la théorie de déformation de
Grothendieck-Messing, M est formellement lisse.

L’espace M est muni de plusieures structures (cf. [RZ96| chapitre 3):

e une application localement constante s : M — A := Homz(Xg ,Z) ou X§ (G) est le
groupe des caractéres Q,-rationels de G. En effet A ~ Z dans notre situation et s est
I’hauteur de la quasi-isogénie a un scalaire preés.

e une action & gauche du groupe J(Q,), ot J est un groupe réductif sur Q, déterminé
par b tel que pour tout Q,-algebre R,

J(R) = {g € G(R®q, L), g(bo) = (ba)g}.

En effet, J est une forme intérieure d’un sous-groupe de Levi de G.
e une donnée de descente de Rapoport-Zink M = %M par rapport a extension E|E,
ol o est le Frobenius de F|E.

Définition 1.1.5. e On désigne par Mo la fibre générique de M sur E au sens des
espaces analytiques de Berkovich.
e Pour K C G(Z,) un sous-groupe ouvert, on désigne par Mg I’espace analytique de
Berkovich qui classifie les structures de niveau K sur 7,,(X“"), le module de Tate du
groupe p-divisible universel.

La collection (M k)i forme une tour de revétements étales finis au-dessus de M munie
d’une action & droite de G(Q)). Plus précisément, pour un sous-groupe ouvert X C G(Z,) et
g € G(Q,) tels que g ' Kg C G(Z,), on a un isomorphisme g : Mg ~» ./\>lg_1Kg. (cf. [RZ96]
5.34 ou [Far04] 2.3.9.3). L’action de J(Q,) sur M s'¢tend & (Mg )k et commute a celle de
G(Qp). La donnée de descente de Rapoport-Zink pour M induit aussi une donné de descente
de Rapoport-Zink pour la tour (Mg ).

Pour étudier I’ensemble des composantes connexes géométriques de la tour (M K)K, on
voudrait utiliser le morphisme déterminant défini sur cette tour (M k) k- Avant de rappeler le
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morphisme déterminant, on devrait d’abord rappeler le but de ce morphisme. Il s’agit d’une
tour d’espaces analytique de Berkovich de dimension 0 étale sur F qui sont appelés espaces de
Rapoport-Zink toriques.

1.2. Espaces de Rapoport-Zink toriques et morphisme déterminant. Soient (G, b, u)
comme précédemment, D = G/G9" I'abélianisé de G, qui est un tore p-adique non-ramifié,
et det : G — D la projection. A cause de la normalisation du Frobenius et de la filtration de
Hodge des modules de Dieudonné covariants, on utilise plutot dans la suite la donnée (p~1b, fi),
oll i :=vg - p avec vg : G,, — G le cocaractére central z — z~'Id. Cette donnée induit une
nouvelle donnée (D, det i). A cette donnée on peut associer une tour d’espaces de Rapoport-
Zink toriques définis comme suit:

Définition 1.2.1. Fixons une cloture algébrique E de E. Soit K un sous-groupe compact
ouvert de D(Q,), On note M(D, det f) k I'unique espace analytique de Berkovich de dimension
0 étale sur £ tel que M(D, det ji)(E) = D(Q,)/K et I’action du groupe d’inertie I = Gal(E|E)
soit donnée par: siy € Ig alors y(xK) = Xaeti(7)2K pour tous z € D(Q,), ou

recgt

Naetp
Xdetﬁ:IE 4 OE d—) D(Qp)

est le morphisme composé de rec;;l, I'inverse de 'application de réciprocité d’Artin du corps
FE, avec un analogue p-adique de de la norme reflex en théorie de la multiplication complexe
Nget i qui est le composé:

ot Ng /g
Nerzi : EX 25 D(E*) 257 D(Q,).

Remarque 1.2.2. L’homomorphisme Xdet 5 : Ig — D(Q)) prolonge en Xdet i : W — D(Q))
avec Wg le groupe de Weil de F, car recgl : Iy — Of peut étre étendu au groupe de Weil
rec;;l :Wg — E*.

v

Comme les espaces de Rapoport-Zink, la tour d’espaces de Rapoport-Zink torique (M (D, det i) i) k
est munie de plusieures structures:

e une action de D(Q,) x D(Q,). Pour (a,b) € D(Q,) x D(Q,), on a 'application
(a,b) : M(D,det i) — M(D,det ji) g
donnée par (a,b)zK = abzK pour 2K € D(Q,)/K.
e un morphisme d’espaces analytiques de Berkovich
% M(D, det i)k — A = Hom(X3 (D), Z)
donné par 'application Ig-invariante:
x:D(Qp)/K — A
K — [X — vp(x(x))]
e une donnée de descente M(D,det i)x = o M(D,det i) par rapport a E|E. Cela
correspond & ’homomorphisme Xgety : Wg — D(Qp).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de ’existence du morphisme déterminant:
Théoréme 1.2.3 ([Chel3| Théorémes 4.1, 5.1 et 5.5). Via le morphisme (det, det) : J(Q,) X
G(Qp) — D(Q,) x D(Q,) il existe un morphisme J(Q,) x G(Q,)-€équivariant de tours d’espaces
analytiques de Berkovich

detg : (M(G, b, ,U)K)K — (M(D, det ﬂ)det K)K

ot K parcourt les sous-groupes ouverts de G(Zp). De plus, ce morphisme est compatible au
morphisme s et a la donnée de descente de Rapoport-Zink.
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1.3. Morphisme de périodes et représentation de monodromie. Fixons un point géométrique
Z de M, le Z,-systéme local défini par le module de Tate du groupe p-divisible universel X “m®
correspond a la représentation de monodromie:

pr s T (M, T) = Aut(T, (X))

ou 7 (M, T) est le groupe fondamentale algébrique de M et Aut(T,(X%"")) est le groupe
des automorphismes de Tp(XE“m”) compatibles aux actions de Op et au produit symplectique
dans le cas PEL. En fixant un isomorphisme Ay = T,(X2"") compatible aux structures
additionelles, on a un morphisme continu qu’on note encore par pz:

pr T (MO T) = G(Zy).

Soient F I'espace homogéne sous G associé des sous-groupes paraboliques de type p que
I’on voit comme une variété algébrique sur E , et Fan I’espace analytique de Berkovich sur E
associé a F. Soit

# - Man N ]_u-an
le morphisme de périodes (cf. [RZ96] chapitre 5). Notons Fo Pimage de #, un ouvert de 7™ ap-
pelé ouvert admissible. Nous n’utiliserons en fait dans cet article que les points de Fo a valeurs
dans une extension finie de F. En particulier, nous n’utiliserons pas la structure d’espace an-
alytique sur cet ouvert. De plus, d’aprés Colmez et Fontaine [CF00], de tels points coincident

avec les points a valeurs dans une extension finie de E de l'ouvert faiblement admissible /¢
([RZ96] chapitre 1 et [DRO10]), ot F¢ C Ffe c Fon.

D’aprés de Jong [dJ95b], le Q,-systéme local défini par le module de Tate rationel universel

sur M*" descent en un Q,-systéme local sur 7* que 'on note £. On a alors un diagramme
commutatif:

Wf‘](/\;la”7 ) ——> Wl(M“”, z) — G(Zp)

! (F,9) G(Qp)

ot 7{’ désigne le groupe fondamental qui classifie les revétements étales et le morphisme du
bas correspond au Q,-systéme local £ sur Fa d’aprés [dJ95D].

Rappelons les conséquences immédiates suivantes d’aprés I'existence du morphisme détermi-
nant (théoréme 1.2.3).

Corollaire 1.3.1 ([Chel3|, Théoréme 6.3). Les composés

det

(M 5) — G(Z,) === D(Z,)

et
det

! (F,5) — G(Qp) —— D(Qy)
sont donnés via le morphisme canonique vers Ig par Xdet i : Ig — D(Zp).
Notons C,, le complété de E. Regardons maintenant les représentations de monodromie
géométriques.
Corollaire 1.3.2 (|Chel3], Corollaire 6.2).

(1) Le morphisme 771(./\2“”@)@1,,9?) — G(Zy) est a valeurs dans G"(Z,).
(2) Le morphisme n’ (F*&C,,7) — G(Q,) est a valeurs dans G (Q,).
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2. EXISTENCE DE POINTS GENERIQUES SUR Qp"

Pour pouvoir appliquer le théoréme 5.0.6 qui suit nous avons besoin de vérifier le résultat
suivant.

Proposition 2.0.3. Le corps @ est de degré de transcendance infini sur Qp.

Proof. Pour i,j € N, posons Nj; = (j*t")! et

N Ni’j sij=n!pour unn €N
Y 0 sinon '

Pour ¢ € N, choisissons
T; = Z Vi [SU”] € W(Fp)
j=0
tel que
o si N;; # 0, x;; est un générateur de F;Nij,
e si Nij = O7 Tij = 0.
On montre que la famille (x;);en est algébriquement indépendante sur Q,.
Un élément 3. V7 [y;] € W(F,) est algébrique sur @, si et seulement s'il existe s € N tel
que y; € F,s pour tout j € N. L’élément z( est donc transcendant sur Q,.
Supposons maintenant que o, ..., r;—; sont algébriquement indépendants sur Q,, on veut
montrer que g, ..., x; le sont aussi. Soit une relation

@ 4 a2+ agw +ag =0
avec ag,...,am € Zplxo,...,xzi—1] et m > 0. Il suffit de montrer que a, = 0. Soient
ar = Y 4o V[ars) pour k = 0,...,m. Supposons par 'absurde que a,, # 0 et soit r le

plus petit entier tel que a,,, 7# 0.

Remarquons que

] bi-&-l[
bilgloo PP (bm + )il e
i+1Y)|
lim (b7t = +oo0.

b—+oo pt(m=1) (h — 1)i+1]
Choisissons alors b € N tel que b soit de la forme n! avec (n + 1)! > m.n! 4 r,
b > pP =D (b + 7)1 et (07! > pb (Do (b — 1)1

On a donc

oz #0et x;; =0pour j=b+1,...,bm +r,

o N;p> pb(m_l)m.max(Ni’_me_H,, Ni’,b_l).
Posons

ng :=bm+r et M =max(N{_; 1 Nipy ).
De l'inégalité M > Ni’ﬁ_1 on tire que pour tout ¢, 0 <t <b—1, on a z;; € F,u. Cest-a-dire
z; mod p* € Wy(Fpu). De l'inégalité M > N/_, et de ce que ag, . ..,am € Ly[zo, ..., Ti1],
on tire que
pour 0 <k<m, 0<t<ng, aps €Fym
c’est a dire
pour 0 < k <m, aj mod p™t! e Wos1(Fpar).
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D’aprés le lemme 2.0.4 qui suit,

~1
A+ Q1] 4 arx; +ag = E Vo[zs]
s>0

oll 2y, est un polynoéme en z;; & coefficients dans F,n de degré P~ m et de facteur dominant

bm ng—b . L, _ , .
a{’mr.xf’b ". Puisque z;; est un générateur de F, v et que Nyp > p"o bmM, on en déduit

que @, = 0. C’est donc une contradiction. O

Lemme 2.0.4. Soient r € N et m € N\ {0}. Posons

(Z Vi[X’Dm' ( Z Vi [Ym,j]) +
i20 izr

= Y VOIP] € W(Fp[Xy, Vi )i jk>0)-

s>0

> (v [Xi])k. (> vives)

m—1
k=0 >0 >0
Alors pour tout b € N,

o sis <bm+r, degy, (Ps) <p*'m;
o sis=bm+r, degy, (Ps) = p* ’m. De plus, le coefficient de kabm dans Ps est Y%b:’

Proof. Puisque P; est un polynome en les (X;, Yy ;) o<ij<s, le résultat est clair si s < b car alors
0<k

degy, (Ps) = —oo. On suppose donc dans la suite que b < s.
On raisonne par récurrence sur s. Lorsque s = 0,

m k
N k=0 XO Yk70 r=20
PO - m—1 k .
k—0 X0 Yk sinon.

On en déduit le résultat dans ce cas la.
Supposons maintenant s > 0. Notons

(X vixD) (vl ) + b> (Cviea) (Zvimul) = v

dans W(Z[Xi l/j}i7j,k20). Pour tout s, le polynome P; est donc la réduction modulo p de Q.
Appliquant le s-iéme polynome de Witt & cette égalité on obtient

s <m s o m—1 s ) o s ) o s o
(v ) (Srv )+ X (v ) () = v
i=0 j=r k=0 i=0 j=0 t=0

ol si 7 > s, la somme E;:TNY,fL;J est par définition 0. On a donc

m—1 s s s
. _ink . .
bops=t m .. ot o s—j s—t
G o) e Y (X)) = e
k=0 =0 =0 t=0
ou « et [ sont des polynémes ne contenant pas la variable Xj;. Si s < bm + r on a donc
S
(6) degxb(ZthfSﬂ mod pSH) <p*'m.
t=0
ou

s s—t
D or'QY mod p*tt € (Z/p" L)X, Yi gl ko
t=0
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D’autre part, d’aprés 'hypothése de récurrence, pour tout ¢ < s, on a degy, (P;) < p~tm et
donc

(7) degy, (p'Q0" mod p+1) < p'm

car pour un polynéme f € Z[T] et a € N, deg(fpa mod p““) = p“deg(f mod p).
Combinant les relations (6) et (7) on obtient

(degy, (pSQS mod pSH) < ps_bm) = (degx, Ps < ps_bm).
Sis=bm+r, alors
5. i\ . s—j m—1 S s—i\ k . a—j
deg, (X ) (o) + X0 (X)) (X p2)7) modp ) =p'm
i=0 j=r k=0  i=0 §>0

s—b s—r m
et modulo p**!, le coefficient de X} ™ dans ce polynome produit est p°YZ == = pSYnZZ:T .
D’autre part, pour k < s l'inégalité (7) est encore vérifiée grace a ’hypothése de récurrence.
On obtient donc que

s+1) b s—b

(degx, (pSQS mod p =p* 'm) = (degy, Ps = p* "m).

s—b m s—b
De plus, le coefficient de X} ™ dans p*Q, est p°YP"™" et donc le coefficient de X? ™ dans

m,r
bm

P est VP . ]

3. LE GROUPE DE MUMFORD-TATE p-ADIQUE

3.1. Rappels sur la catégorie Tannakienne des représentations cristallines. Soient K
un corps de valuation discréte extension de Q, & corps résiduel k parfait, et Ky = Frac(W (k)).
Désignons par o le Frobenius de k et de Ky. On fixe une cléture algébrique K de K et on note
'k = Gal(K|K).

On rappele la définition d’un isocristal filtré ainsi que la définition d’un isocristal filtré
faiblement admissible (cf. [Fon94]) que Fontaine appelle ¢p-modules filtrés et ¢-modules filtrés
faiblement admissibles respectivement.

Définition 3.1.1. Un isocristal filtré sur K /K est un triplet D = (N, ¢, Fil* Ng), ou

e N = (N, ) est un isocristal sur k,
o ['i[* Nk est une Z-filtration décroissante de N := N ®g, K par des sous-K-espaces
vectoriels telle que Fil' Nx = Ng pour 7 < 0 et Fil* Ng = 0 pour 7 > 0.

La catégorie des isocristaux filtrés sur K/K, est notée IsocFilg /. C’est une catégorie
additive Q,-linéaire exacte quasi-abélienne.

Définition 3.1.2 (Fontaine). Pour tout isocristal filtré D = (N, ¢, Fil® Nk ), on définit
tn(D) =v,(detp) € Z
ty(D) = i-dimg gr'(Ng) € Z.
i€z
Un isocristal filtré D est dit faiblement admissible si tn(D) =ty (D), et pour tout sous-objet
strict D" de D dans IsocFilg g, , tn(D') > ty(D').

La sous-catégorie pleine des isocristaux filtrés faiblement admissibles sur K/Kj est désignée
par IsocFili}‘?/ K, C’est une catégorie abélienne. Le produit tensoriel de deux isocristaux filtrés
faiblement admissibles l'est aussi grace a Faltings ([Fal95]) et Totaro ([Tot96] théoréme 1).
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Donc, IsocFilgfg/ K, ©st une catégorie tannakienne Q,-linéaire ([Del90] 2.8) avec comme foncteur
fibre naturel sur Kj:

W IsocFilg;?/ Kk, — Vectg,
(N, o, Fil* Ng) +— N

ot Vectg, est la catégorie des Ky-espaces vectoriels de dimension finie.

D’aprés Colmez et Fontaine (|[CF00]), faiblement admissible est équivalent & admissible. On
a donc une équivalence de catégories de Fontaine:

Deris Rep&is (FK) = ISOCFH??/KO
V — ((V ®Qp Bcris)FK 5 Id ®(P, Fll. )
ou

cris

° Repr (Tk) est la catégorie des représentations p-adiques cristallines de T'g,
L4 Bcris désjgne Bcris(of)v
e la filtration Fil® est obtenue & partir du plongement

(V @ Beris) ™ ®K, K =V ®q, Bar
et de la filtration V ® Fil®* Byg.

L’équivalence inverse est donnée par
Veris IsocFilE}?/ Ky — Rep&is (T'x)
(N, Fil* Nig) > Fil' (N @i Boria) .

La catégorie Repais(]f‘ k) est tannakienne neutre sur Q, avec comme foncteur fibre naturel:

w: Reprfis(I‘ k) — Vectg,
(V.p) — V.
Il y a de plus un isomorphisme de foncteurs
(8) w ®q, Beris — (W' 0 Deris) @Ky Beris
c’est a dire, les foncteurs fibres w et
W' 0 Dgpis : Rep&s(FK) — Vectg,

deviennent isomorphes aprés extension des scalaires & Bps.

Soit Isock, la catégorie des isocristaux (N, ¢) ot N est un Ky-espace vectoriel de dimension
finie et ¢ un isomorphisme o-linéaire. Elle est Tannakienne sur @, avec un foncteur fibre
évident

W' i Isock, — Vectg,
(N,¢) — N
que l'on note de la méme fagon que le foncteur fibre w’ sur IsocFil‘;(d/ K, Puisque ce dernier est
obtenu par composition
IsocFil%i/KO — Isock, —— Vect,.

Supposons maintenant et dans toute la suite que k est algébriquement clos. Pour un entier
s € N\ {0}, soit Isocj, la sous-catégorie Tannakienne des isocristaux dont les dénominateurs des

S 2

’
: 4 : ) « _ s s
pentes de Dieudonné-Manin divisent s. On a donc “Isocg, = U521 Isocy,” avec Isocy, C Isoci,
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si s|s’. En particulier, toute sous-catégorie Tannakienne de Isock, engendrée par un nombre
fini d’objets est contenue dans Isocj, pour s > 1. Soit Qs = KgS:Id I’extension non-ramifiée
de degré s de Q, dans K. Il y a un foncteur fibre

/. s
wy Isocy, —> Vectq,.

(Nog) — D Ne="
Xelz
tel que w"ISOC;;( = w/ ®q,s Ko. En particulier, Isock, posséde un foncteur fibre sur Q;". Soit
0

Isocy, ®q,Qps la catégorie des isocristaux dans Isocy, munis d’une action de Qps. Un objet
de cette catégorie est noté par (N, ¢,t) ot ¢ : Qp: — End(N, ¢). Elle est Tannakienne neutre
sur Q- car w/ induit un foncteur fibre

@ : Isock, ®g,Qpe — Vectq,.
(Na i) L) — N’Yo

ou N = ®7€Gal(st|Qp) N, avec Ny ={z € N |Va € Qps, t(a)(z) =v(a)z} et vo=1d. Iy a
un foncteur d’extension des scalaires (cf. [DMOS82|)

Isocy,, — Isock, ®q,Qps
X — X ®Qp st

et le diagramme suivant commute a un isomorphisme canonique prés

9) Isocj,

/
\L ~

Isoc‘%O ®q, Qps 7) VeCtQpS .

ou la fléche verticale est I'extension des scalaires précédente.

. . 4 P . .qjad . . .
Revenons aux isocristaux filtrés admissibles. Soit IsocFﬂ;{/’}0 la sous-catégorie pleine de

IsocFilz}‘g/KO dont les objets sont les (N, p,Fil®* Ng) avec (N,p) € Isock,. On a donc par
composition avec le foncteur oubli de la filtration

.1ad,s s
IsocFllK/K0 — Isoci,

des foncteurs fibres

ad,s

W tIsocFily ), —  Vectq,

A IsocFil'(;?/’;{O ®q, Qps — Vectq,.

avec un diagramme commutatif identique au diagramme (9) et

!/
sad,s
|ISOCF11K/’KU

= w; ®st Ko.

3.2. Le groupe de Mumford-Tate p-adique. Soit K/K, comme dans la section précédente

ou Ky = W(k)g et on suppose k algébriquement clos. On note également L = Ky. Soit G un

groupe réductif sur Q,. Supposons nous donné une paire (b, u) ou b € G(L) et p : G, — Gk.
On note b € B(G) la classe de o-conjugaison de b et ji la classe de G(K)-conjugaison de

7+ Gp — Gg. Supposons que b € B(G, 1) I'ensemble de Kottwitz (cf.[Kot97] section 6).
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Supposons la paire (b, 1) admissible au sens de la définition 1.18 de [RZ96|. Elle définit donc
un tenseur foncteur exacte entre catégories Tannakiennes

Gv,u : Repg, (G)  — IsocFilé}g/Ko
(Vip) +— (Vk,, p(b).1d®0c, Fil}, Vi)
ot Vi, :=V ®q, Ko, Vi :==V ®q, K et si Vi = @,,c; Vi.n est la décomposition isotypique
de la représentation p oy : G,, — GL(Vk) selon les caractéres de G, X*(G,,) = Z, alors
Fil} Vic = @5, Vicn-
Notons
Fou = Veris © Gy Repr (G) — RGPCYIB(FK)-
Soit le foncteur fibre canonique
wean : Repg, (G) — Vectg,
Vip) — V

Puisque b € B(G, i), le torseur des périodes associé est trivial: le foncteur fibre

Rep@ G —> Rep

Cm( K) —— Vectq,
est isomorphe & wegn. Le choix d’un isomorphisme wegn — w © Fb,, définit un morphisme
continu de groupes

o Tie — G(Qyp)

et un isomorphisme entre 7, et le foncteur
Repg, G — Repms( K)
Vip) = (Vipo &)

Un autre choix fournit un morphisme G(Q,)-conjugué. On obtient ainsi une classe de G(Q,)-
conjugaison de morphismes { ,}. On fixe désormais un isomorphisme de foncteurs fibres et
donc une représentation &, ,, dans la classe de G(Q,)-conjugaison précédente.

Voici maintenant une traduction des résultats de Serre ([Ser79| théoréme 1°) et Sen ([Sen73|
§ 4, théoréme 1). On note

Proposition 3.2.1. (1) L’algébre de Lie du groupe de Lie p-adique Im(&p, ) C G(Qp) est
une sous-algébre de Lie algébrique de Lie G.
(2) L’image de &, est ouverte dans son enveloppe algébrique (i.e. son adhérence de
Zariski).
(3) La décomposition de Hodge-Tate d’une représentation cristalline définit canoniquement
un cocaractere
paT 2 G — G2

~

G(K)-conjugué a s tel que la composante neutre de l’enveloppe algébrique deIm &y,
soit le plus petit sous-groupe algébrique de G sur Q, contenant Im pgr.

Proof. La décomposition de Hodge-Tate d’une représentation cristalline fournit un tenseur fonc-

teur exact R
RepC”“(I‘ ) — K — espaces vectoriels Z-gradués.

On en déduit 'existence de p g7 tel que pour tout (V p) € RepQ G, la decomposmon de Hodge-
Tate de po&,, soit donnée par popyr ie. siV®g, K= DB,cz (Veo, ) est la décomposition
isotypique de la représentation popu g selon les caractéres de G,,, la representation semi-linéaire

(po &) @ Id est isomorphe en restriction a (V ®q, F)l 4 une somme directe de K (i).
16



Soit maintenant p : G — GL(V) une représentation fidéle de G. Appliquant ([Ser79]
théoreme 1’) et ([Sen73| § 6) & la représentation p o &, , on conclut. O

Définition 3.2.2. On note MT, ,, le sous-groupe algébrique de G' qui est I’adhérence de Zariski
de Im gb,u'

Bien str, le sous-groupe MT}, , C G n’est défini qu'a G(Q,)-conjugaison preés via le choix d'un
isomorphisme de foncteurs fibres wegn — woFy,, que l'on a fixé précédemment. La proposition
précédente affirme que Im &, ,, est un sous-groupe ouvert de MT, ,(Q,) que MTy, , est le plus
petit sous-groupe algébrique de G contenant I'image de py. Voici une description Tannakienne
de MTy,,,. Soit Ty, C Repg)*(I'k ) la sous-catégorie Tannakienne de Repg ®(I'k ) engendrée par
I'image essentielle de Fj ,,, c’est & dire la plus petite sous-catégorie de Reprf;S(l" K ) contenant
les 7, (X), X € Repr G, stable par produit tensoriel, somme directe, contragrédiente et
sous-quotient. Si p : G — GL(V') est une représentation fidéle de G alors Ty, =< Fp (V. p) >
(catégorie Tannakienne engendrée). Il y a un foncteur fibre

Wi, ¢ Tou — Vectg,.
Le foncteur 73, induit un plongement

Mg‘(w\n,u) — M(g(w o -Fb,u) = M(g(wcan) =G.
Proposition 3.2.3. On a MT, , = M‘@(wm’“).

Proof. 11 y a un morphisme canonique

T — Aut®(wiz, ) (Qp) C G(Qy).

On a donc MT, ,, C Aut® (w7, ,)-

D’aprés Chevalley, il existe une représentation p : G — GL(V) et une droite D C V telles
que MT}, , soit le stabilisateur de D dans G. C’est-a-dire MTy , = {g € G | p(g9)(D) C D}.

Puisque

poy, ' — MT(,M(QP) LN GL(V),

D définit une sous-représentation de dimension 1 de F; ,(V, p) et donc un objet de la catégorie
Tannakienne 7, qui est un sous-objet de F; ,(V, p). Il est nécessairement stable par I'action
d’un élément de Aut® (w7, ). O

Le foncteur fibre w;7;  fait de 7, une catégorie Tannakienne neutre. On a donc le corollaire
suivant.

Corollaire 3.2.4. On a une équivalence de catégories Tannakiennes

Top — Repg, MT},,.

3.3. Description cristalline. Notons maintenant 7;‘325 C IsocFil?él/ K, la sous-catégorie Tan-
nakienne de IsocFilE}g/ K, engendrée par I'image essentielle de Gy, ,. Si p: G — GL(V) est fidele,
il s’agit de la sous-catégorie Tannakienne engendrée par l'isocristal filtré (VL, p(b)o, Fil; VK).
Via la ®-équivalence 4
Deris : Repg, (k) — IsocFil??/ Ko

on a donc une équivalence de catégories Tannakiennes

Tow = Ty
Soit s > 1 tel que pour une représentation fidéle p : G — GL(V), les pentes de l'isocistal

(VL, p(b)o) aient des dénominateurs divisant s. Alors, 7;‘:::5 C IsocFil??/’i(o. Notons

cris

b,p

wcris,s o w/
b T TS| TS

— VectQpS .
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Définition 3.3.1. On note MTgr:f = Aut®(w§flif’s).

Soit v : D — G le morphisme des pentes (cf. [Kot85] section 4) avec D le pro-tore des
pentes, X*(D) = Q. Rappelons ([Kot85] et [RZ96] définition 1.8) que b est décent pour l'entier

s ¢'il vérifie (bo)® = (s.vp)(p)o®.
Si c’est le cas, d’apreés le corollaire 1.9 de [RZ96], on a b € G(Qps) et v : D — Go,.-

On vérifie alors aussitot le lemme suivant.
Lemme 3.3.2. Supposons b décent pour l’entier s. Alors
Wy © Gy p = Wean ®q, Qps : Repy, G —  Vectg,.
(V,p) +— V&g, Qps.

On en déduit que si b est decent pour s alors le foncteur G, induit canoniquement un
plongement MT}'? C Gg,. .
Notons la proposition suivante qui relie le “groupe de Mumford-Tate cristallin” au “groupe

de Mumford-Tate étale”.

Proposition 3.3.3. Il y a un isomorphisme de schémas en groupes sur Spec(Beris)
MTf,r:f ®q,e Beris — MTy, ®q, Beris.

De plus, MTETLS et MTy , ®q, Qps sont formes intérieures 'un de l'autre.

Proof. C’est une conséquence de ’existence de I’isomorphisme de foncteurs fibres sur la catégorie
Tannakienne T,

cris,s

wb,u o ]D)cm's ®st ch’s — w‘Tb,u ®Qp Bc’r’is'

Notons

~Cris,s

o . 7;;:‘::@ ®q, Qps — VeCtst

by
le foncteur fibre obtenu par extension des scalaires a partir de wlfiif’s (cf. [DMOS82] exp.II
section 3). On a alors

MT§ S = Aut® (@)"°)
et d’aprés (|JDMOS82| exp.II proposition 3.11) le foncteur dzgf’s induit une équivalence de
catégories:

G T @0, Qe < Repg,, (MTE),

Avant d’énoncer la p.roposition qui suit, rappelons qu'un objet X € 7;‘:‘25 ®q, Qps est dit
de rang 1 si dimQPS@ZfLS’S(X) = 1.S8i X = (N, Fil* Ng,1) ou (N, Fil* Ng) € 7;535 ot

t:Qps — End(N, ¢, Fil®* Ni) cela signifie que dimg, N = s.
Proposition 3.3.4. Supposons b décent pour ’entier s.

(1) On a

V(V,p) € Repg, G, VX C G (V. p) ®@q, Qps de rang 1}
pla) G5 (X) € B ()

(2) Soit p : G — GL(V) une représentation fidéle. Pour my,mg € N notons T™™2 |q

représentation p®™ @ pV®™2. On a alors
Vmi,ma, VX C Gy, (T™0™2) ®q, Qps de rang 1}

pl9)-@1 " (X) C @l (X)

MT}E = {g € G,

MT = {9 € Go,.
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Proof. Le point (2) résulte du point (1) et de ce que toute représentation de G se réalise comme
sous-représentation de 7"™2 pour des entiers my, my. Passons au point (1). Soit H C Gq,.

le groupe algébrique de droite dans 'égalité cherchée. Par définition de Aut®(w Cr: °) on a

MTCrlb C H. D’aprés Chevalley, il existe une représentation p' : Gg,. — GLg,.(V) et une
Qps dr01te D C V telle que

MT3; = {g € Gg,. | //(9)(D) € D}.

Via I'équivalence Repg, (G)® st = Repg,. (G), soit p: G — GLg, (V) la représentation de G
munie de son action ¢ de Qp+ associée a p’. On a donc Gy, ,(V,p) € 72:3@ et grace a ¢,

(Go,u(V.9), G (1)) € Tyt @q, Qpe.
Puisque

Ty ®g, Qpe — Repg,, MT 7,
la droite D définit un sous-objet X C (Gp,u(V;p),Gp,u(2)) de rang 1. Si Y € T,7° @q, Qps et
YAS Cm est 'objet Y aprés oubli de I'action de Qs, on a une décomposition dans la catégorie
U ®Qp Qpe

78, U= D (28 Q)
YE€Gal(Qps|Qp)
qui provient de ce que Z ®q, Qps est muni d'une action de Qps ®q, Qps. Soit 79 = Id €
Gal(Qps|Qp). Alors, Y = (Z®q, Qps )y, C Z®q, Qps. On a donc une suite de sous-objets dans
7;7?;1«15 ®Qp st
X C (Gou(V0) Go,u(1) C GV, p) ®q, Qpe

Soit maintenant g € H. Par définition de H, on a g(wgr: (X)) C (Izlfr:g(X ), mais

Gy (X) = D C V=33, (Gou(V, 9)s Gou(0))-

et donc g € MTCrls O

Gréce a la proposition précédente et au lemme qui suit on va donner une description “con-
crete” de MTCrls

Lemme 3.3.5. Les objets de rang 1 de IsocFil%i/’i( ®q, Qps sont classifiés par Z°. A(dy,...,ds_1) €

Z# est associé (N, ¢, Fil®* N, 1) ou (N, ¢, Fil* Ni) € IsocFllK/K et : Qpe — End(N, ¢, Fil® Ng)
sont donnés par:
e onalN = @ieZ/sZ Qps - €; ot laction v de Qps sur Qps -e; est donnée par le plongement
o',
e ['action de p est donnée par

(e:) = €it+1 s1i0<i<s—1

P pFeg sii=s—1
ouk=3""0d;,

o la filtration est Fil* = P,z Fil* K - €; ot

Fil K - e; = o
0sij>d;.

Proof. Soit le tore T' = Resq,. /g, Gm. Les objets de rang 1 dans ISOCFlla /K ®q, Qps sont

donnés par les paires admissibles (V/, /) dans T' qui se calculent & isomorphisme prés grace a
la proposition 1.21 de [RZ96]. O
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cris

Voici maintenant la description de MT,"

que nous utiliserons dans la suite.

Proposition 3.3.6. Supposons b décent pour 'entier s. Pour (V,p) € Repr G etv e Vi
notons
deg,, (v) = sup{k € Z | v € Fil}, Vi }.
(1) On a
Y(V,p) € Repg, G, Vk € Z, Yv € V ®q, Qps non nul satisfaisant }

(s:powm)(p).v =prv et 33i2) deg, ((p(b)o) (v)) = k, e € G p(g).v = cv
(2) Sip:G— GL(V) est une représentation fidéle, T™ ™2 = V&M @ VVE™M2 ¢t on note

encore p laction de G sur T2
Vmi,mg €N, Vk € Z, Yv € T2 ®@q, Qps non nul satisfaisant }

(s.povp)(p).v =pku et Zf;& deg, ((p(b)o)i(v)) =k, Tc € Gy, p(g).v = cv

Proof. Avec les notations du lemme 3.3.5, si X € IsocFilZ;?/";(0 ®q, Qps est I'objet de rang 1

associé a (do,...,ds—1) € Z°, k=3, d;, et
Y = (N, ¢, Fil* Nk, 1) € IsocFilil)5 ®q, Qpe,

MTirllf = {g S Gst

M = {g € Gq,.

ot ¢ est 'action de Qps, on a

a€ Q. o) =0z, o) =iy )

Hom(X,Y)\ {0} — {v e N\ {0} et 510 <i<s—1, degpye v, (¥ (V) = d;

[ fleo).
Cela résulte de ce que puisque X est de rang 1, un morphisme de X dans Y est un monomor-
phisme si et seulement s’il est non-nul. De plus, puisque nos isocristaux filtrés sont admissibles,
un tel monomorphisme est strictement compatible aux filtrations. Le résultat est alors une
conséquence de la proposition 3.3.4 couplé du fait que si Z = (N, p,Fil®* Ng) € IsocFili?/";O,
alors
Z®Qp = (N ®Qps, 0, Fil* (Ng ® Qpe ), 1) € IsocFili?/";(D
ou
o N ®Qp: = Breqal(Q,:|0,)Nr avec N = N et l'action ¢ de Qs sur N, est donnée par
75
e o((ar)r) = (p(ag-17))r pour (a-)r € N ®@ Qps = ®7 Ny
e filtration Fil®(Nx®Q,:) est induite par les filtrations Fil®* (N, x) = Fil*(Ng) sur chaque
composante.
O

4. FILTRATIONS GENERIQUES DE LA CATEGORIE DES REPRESENTATIONS D’UN GROUPE
REDUCTIF

4.1. Filtrations de la catégorie des représentations d’un groupe réductif. Soit K un
corps et G un groupe réductif sur K. Si p : G, — G un cocaractére, on note P, C G le
sous-groupe parabolique défini par

P,={geq | lim 1(2)gu(z) " existe }.

Le centralisateur de p dans G est un sous-groupe de Levi de P,. Sip : G — GL(V) est

une représentation de G dans un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit V = @, o, Vi

ou p o u agit sur V,, par le caractére z — 2™. On pose alors Fil; V = EBHZ. V. qui est une

filtration décroissante de V' par des sous-représentations de P,. Les gradués de cette filtration

sont des représentations triviales du radical unipotent de P, et sont donc des représentations
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du groupe de Levi M, = Cg(n). Par exemple, pour la représentation adjointe de G sur Lie G
on a Lie P, = Fil), Lie G.

La correspondance (V, p) — Fil; V' définit une filtration scindée de la catégorie Tannakienne
Repy G (cf. par exemple [DRO10| chapitre 5). Soit R une K-algébre et Repp G la catégorie des
représentations de G dans des R-modules libres. Pour g € G(R), gug~! définit une filtration
de la catégorie Repp G. Si g € P,(R), cette filtration est identique & celle définie par p (mais
le scindage est différent si g ne centralise par p).

Notons X,, = G/P, la variété de drapeaux associée a P,. Elle paramétre des filtrations de
la catégorie des représentations de G. Ainsi, si K'|K, a chaque élément de X, (K’) est associé
une filtration de Repy. G.

Définition 4.1.1. Soit € X, (K’), x = gP, avec g € G(K’) (ou l'existence de g est d’aprés
[BT65] Théoréme 4.13(a)). Pour (V, p) € Repg G, on note

Fily V :=Fil},,  V = p(g) Fil, V

la filtration associée.
4.2. La filtration générique associée a pu.

Définition 4.2.1. Soit (V,p) € Repyx G. On note
Fi,v= ()] FilV
z€X,(K)

que 'on appelle la filtration générique associée a p.

Cette filtration ne dépend que de la classe de G(K)-conjugaison de p. Ainsi, si A est un
tore déployé maximal dans G, P un sous-groupe parabolique minimal contenant A et X, (A4)"
la chambre de Weyl positive associée, & chaque élément de X, (A)T est associée une filtration
générique de V.

Cette filtration est invariante sous l'action de G et définit donc une filtration de la représen-
tation p par des sous-représentations. On a

ﬁ;V: m p(g).FilLV
9geG(K)

et Fil,V est la plus grande sous-représentation de p contenue dans Fﬂﬁ V. Soit deg,, la fonction
degré associée a la filtration Fil}, V,

deg,:V — ZU{+o0}
v — sup{k€Z|ve Filﬁ Vi.

Alors la fonction degré dTegH associée a la filtration générique est

deg,, (v) = jduf deg, (p(9)-v).

On prendra garde au fait que le foncteur (V,p) — Fil,V ne définit pas en général une
filtration de la catégorie Tannakienne Repy G (cette filtration n’est pas en général compatible
au produit tensoriel).

Lemme 4.2.2. Soit ) le point générique de X, avec k(n) le corps résiduel. Soit K'|k(n)
une extension qui correspond & un point x € X, (K'). Pour (V,p) € Repxg G on a FT];V =
V NFil Vi,
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Proof. Soit &, le Ox,-module localement libre de réalisation géométrique le fibré vectoriel

G x V. La filtration Fil; V de V forme une filtration de V par des sous-représentations
Pu,p
de P,. On a donc une filtration Fil* €&, de &, par des sous-Ox ,-modules localement libres

localement facteur direct de réalisation géométrique le fibré vectoriel filtré G x Fil; V.
P}“p
Soient maintenant v € V' et k € Z. Voyons v comme une section globale de £,. Considérons

le foncteur
H,  : K —Schémas — Ensembles
Y — {f:Y =X, | froel(Y,f Fil* &)}
Puisque la filtration Fil® £, est formée de sous-Ox,-modules localement libres localement fac-
teurs directs, H, j est un sous-schéma fermé de X,,.

Soit maintenant v € V' N Filg]f. Vi:. Le sous-schéma fermé H, ;. de X, contient donc le point
générique de X,,. On a donc H,; = X, ce qui implique que X,(K) = H, (K) et donc
v E ﬁZV

Réciproquement, si v € ﬁﬁv, on a Hy,(K) = X,(K). Puisque X,(K) est Zariski dense
dans X, on a alors H, ; = X,,. En particulier, z € H, ;(K’) ou encore v € Fil} V. O

4.3. Caractérisation en termes de plus haut poids. Supposons maintenant K de carac-
téristique 0 et G déployé sur K. Soit 7" C B un tore maximal de G dans un sous-groupe de
Borel. Si ® C X*(T) désigne les racines de T' dans Lie G, on note ®* les racines positives c’est
a dire celles dans Lie B. On note ® C X, (T) les coracines. Soit
X*(T)" ={x € X*(T) | Va € T, (x,a) >0}

les poids dominants. On suppose, ce que 'on peut toujours faire, que u est dans la chambre de
Weyl positive, p € X, (T)T, c’est-a-dire pour tout a € ®*, (v, 1) > 0. On note wg I’élément de
plus grande longueur dans le groupe de Weyl. Ainsi, wg.u est le représentant dans la chambre
de Weyl négative de la classe de conjugaison de u. Rappelons également que wZ = 1 et donc si

X € X*(T), (wo.x, 1) = (X, wo.p1).

Rappelons le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.1 (Tits, [Tit71], Théoréme 2.5). Les K -représentations irréductibles de G sont
classifiés, a K-isomorphisme prés, par les poids dominants. De plus, elles sont toutes absobu-
ment irréductibles.

Soit p : G — GL(V) une représentation de G sur K. Notons V = @ycy()+ VX la
décomposition isotypique de V selon les représentations de plus haut poids A de G, c’est a dire
VA est une somme directe de représentations irréductibles de plus haut poids .

Proposition 4.3.2. La filtration générique de V' associée a pu est donnée par

FLv= @ v,

AeX*(T)*
(A wo.p) >k

Proof. Soit V = ®xex*(T) Vy la décomposition de pjp. On a alors Filﬁ V= @%H)Zk V,. Soit
——k ==k A
Fil,v = P (Fi,V)
xex=(T)+

——k
la décomposition isotypique suivant les plus hauts poids de la représentation Fil, V' de G. Si

(ﬁiV)A # 0, 'espace de plus bas poids (ﬁﬁV))\ M Viwy.x st non-nul contenu dans Filﬁ V et
22



donc (A, wo.u) = (we.A, ) > k. On en déduit que

==k A
FiLvc @ Vv
AeX™(T)+
(A wo.p) >k
On a pour tout A € X*(T)*
Vi= P Vi

XEX™(T)
wo ASY<A

ou rappelons que x1 < X2 signifie que x2 — x1 est une combinaison linéaire a coefficients positifs
de racines positives. Puisque p € X, (T)7, si x > wo.\ et (wo.\, u) > k alors (x, u) > k et donc
Vi C Filﬁ V. Si (A wo.u) >k, alors V* C Filﬁ V. Mais puisque V* est stable sous I’action de
G cela implique que
vic () ¢.Fillv=Fi,V.
9geG(K)
On en déduit le résultat. O

Remarque 4.3.3. 1l résulte de la proposition précédente que la filtration générique de (V, p)
associée a p est canoniquement scindée, ce qui n’était pas a priori évident.

5. LE GROUPE DE MUMFORD-TATE p-ADIQUE GENERIQUE

Soit G un groupe réductif non-ramifié sur Q,. Soit b € G(L) et u : G,, - Gx. Supposons
que la classe de o-conjugaison b de b est dans l’ensemble de Kottwitz B(G, ). Soit E C L le
corps de définition de la classe de conjugaison de p.

Soit A C T C B un triplet ou B est un sous-groupe de Borel de G, T un tore maximal et A
un tore déployé maximal. Supposons que u € X, (T)*. Soient v; € X *(A)(Eg le point de Newton
associé & b dans la chambre de Weyl positive et i € X*(A)a le point de Hodge défini par le
barycentre de l'orbite de Galois de u, c’est-a-dire

1

o T

eEG,
" P reGal(E|Qy)

Définition 5.0.4. On dit que le couple (b, u) est HN-irréductible si pour tout sous-groupe de
Levi standard propre M de G, on n’a pas v, < i dans la chambre de Weyl positive de M dans
X, (4)o.

Dans le cas des des données de Rapoport-Zink de type EL et PEL précédentes, la condition
de HN-irréductibilité est équivalente & dire que les polygones associés de Newton et de Hodge
ne se touchent pas en dehors de leurs extrémités. Plus précisément, cela se traduit de la fagon
suivante. Soient n = dimpV et d = [F : Q,]. A tout élément

(v1,...,vn) €Q"
vérifiant 11 < --- < v, on associe le polygone convexe
Pvi,...,vn):[0,n] — R
i — v+t siie[l,n]NN

0 — O
de pentes v1, ..., v, et d’origine (0,0). Puisque l'isocristal (V ®q, L, bo) est muni d'une action
de F', les multiplicités de ses pentes sont des multiples de d. Soient
M= =M< < N== << A== A\
d-fois d-fois d-fois
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les pentes du polygone de Newton (V ®q, L,bs). On pose alors
Pnv =P, \n).
Soit

1
PHZP(dT;F(o,m 0.1, D).
pPr qr

Puisque b € B(G, 1), Py et Py ont méme points terminaux et Py (z) > Py(x) pour tout
0 <z <n. On demande alors que

Yz E]O,?’L[, PN(.’E) > PH(.Z‘)

Remarque 5.0.5.

(1) Pour les espaces de Rapoport-Zink sans structures additionelles, la condition précédente
sur les polygones signifie que nos groupes p-divisibles n’ont pas de pente 0 et 1. Dans ce
cas la la condition sur les polygones est nécessaire afin qu’il existe un point dans I’espace
des périodes tel que 'image de la représentation de monodromie associée contienne
un sous-groupe ouvert de G4"(Q,). En effet, s'il existe une pente 0 ou 1, une telle
représentation se factorise automatiquement par un sous-groupe parabolique propre de
G(Q,).

(2) Bien que nous ne 'avons pas vérifié, il est en fait probable que cela soit toujours le cas
pour des G-structures additionnelles générales: si les polygones de Newton et Hodge
au sens précédent se touchent en dehors de leurs extrémités alors les représentations de
monodromies &, se factorisent par un sous-groupe parabolique propre.

Rappelons que L = Ky = W (k)g avec k algébriquement clos et K|K( de degré fini.

Théoréme 5.0.6. Soit (G,b, ) comme dans le début de cette section. Soit F la variété de
drapeauz sur E associée a p. Supposons que b est décent, (b, ) est HN-irréductible et le sous-
groupe parabolique P, € F(K) est un point générique de la variété algébrique F. On a alors
(1) La paire (b, u) est admissible.
(2) Le groupe de Mumford-Tate MT),,, contient G et MT, ,/GI" est le plus petit sous-
tore du cocentre contenant l'image de . En particulier, l'image de la représentation
& Gal(K|K) — G(Qp), bien définie a G(Q,)-conjugaison prés, contient un sous-
groupe ouvert de G (Q,).

Remarque 5.0.7. Le résultat précédent est un analogue p-adique de résultats d’André ([And92]
section 6) sur le groupe de Mumford-Tate générique en théorie de Hodge usuelle sur C.

Remarque 5.0.8. Afin d’appliquer le théoréme 5.0.6 au cas des espaces de Rapoport-Zink de
type EL et PEL, & cause des normalisations concernant les filtrations de Hodge des modules de

Dieudonné covariant, afin que le morphisme &, : Gal(E\K ) = G(Q,) soit bien celui associé au
module de Tate il faut Pappliquer non pas & (b, ) mais (p~'b, fi). La condition concernant les
polygones associés a (b, i) énoncée ci dessus est la méme que celle associée a (p~1b, i).

Preuve du théoréme 5.0.6. Soit s un entier tel que b soit décent pour s. Choisissons s suff-
isamment grand de telle maniére que G soit déployé sur Qps. On a donc E C Qps. De plus,
be G(Qps) et vy : Gy, — G, Soit A un tore déployé maximal dans GG et B un sous-groupe
de Borel contenant A. Notons T'= Cg(A), un tore non-ramifi¢ qui est un sous-groupe de Levi
de B. On a donc A C T C B. Puisque G est quasi-déployé et la classe de G(Q,+)-conjugaison
de v, définie sur Q,, il existe g € G(Qy:) tel que grpg™t : D — A. Quitte & remplacer b par
gbg™° et p par gug~! (ce qui ne change pas ’hypothése de généricité concernant p) on peut
supposer que v, € X*(A)a, la chambre de Weyl positive.
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Commengons par le point (1). Soit Fg,. la variété de drapeau sur Qs et ]-"6:; I’espace ana-

lytique de Berkovich associé. Soit .7:6: C }"@;‘S Pouvert qui est le lieu de faible admissiblité de
Iisocristal filtré associé a I'isocristal avec G-structure défini par b € G(Qp:). Si (V,p) € Repg, G
est une représentation et x € &LS on lui associe I'isocristal filtré (V,. , p(b)o, Fil}, Vi()). Alors,

]-"6:5 est le lieu de faible admissibilité de ces isocristaux filtrés (il suffit en fait de le tester pour

une représentation fidéle de G). Puisque b est décent, 'extension des scalaires de Qps & L induit
une bijection

{sous isocristaux de (Vg,., p(b)o)} — {sous isocristaux de (V, p(b)o)}.
En particulier, si K'|L est une extension de degré fini et z € F(K'),
(Va,=» p(b)o, Fil§, Vi) est faiblement admissible <= (V1 p(b)o, Fil}, Vi) est faiblement admissible .
Puisque b € B(G, ), d’aprés le théoréme 3 de [FRO5], fé: (L) # 0 et donc fé: # 0. 11 existe

donc un point fermé de la variété algébrique Fg,. qui soit un point de 'ouvert analytique .7-'@:5 .
Notons z € Fg,. un tel point. Soit p : G — GL(V) une représentation fidele de V. Soit
N C Vq,. un sous-isocristal de (Vg,., p(b)o). La fonction

| FQ,
z > tg(N,p(b)o,Fil} Vi) NN Qq,. k(z))
(point terminal du polygone de Hodge) est semi-continue supérieurement et en paritculier croit
par spécialisation. Puisque p : G, — G définit un point générique de Fq,. on a donc
tg (N, p(b)o, Fils, Vik NN ®q,. K) < tu(N,p(b)o, Fill Vi) NN ®q,. k(2))
< tn(N,p(b)o)
ou la seconde inégalité résulte de la faible admissibilité de z. Cela étant vrai pour tout

N, on en déduit que l'isocristal filtré (Vo,.,p(b)o, Fil}, Vi) est faiblement admissible et donc
(VL, p(b)o, Fil}, Vic) Uest aussi. La paire (b, y1) est donc admissible.

— Z

Passons au point (2). On utilise la description donnée dans la proposition 3.3.6 de la version

cristalline du groupe de Mumford-Tate, MT Er:f . Soit (V, p) € Repg, G. Soit

be = 6{) v%LS
AEX*(T)+
la décomposition isotypique suivant les plus hauts poids de I’extension des scalaires de Q, & Qs
de p (cf. section 4.3). On note o pour Id ®o agissant sur Vg, .. Notons ¢ = p(b)o le Frobenius.
On a alors ¢ : V@ps — Vd‘; ol A — A7 est donné par l'action de Gal(Q,-|Q,) sur X*(T).
Notons p/ € X.(T)* le représentant de la classe de conjugaison de y dans la chambre de Weyl
positive. Soit
deg,, : Vo,. — Z U {400}

la fonction degré associée a la filtration Vg, . ﬂFil; Vi . D’aprés le lemme 4.2.2 et la proposition
4.3.2,siv € Vo,.\{0} se décompose suivant les plus hauts poidsenv = » 7, ., vYou A C X*(T)*

et pour tout A € A, v #0, on a deg, (v) = inl{“\()\,wo.p'>.
€
On a donc pour tout A € A,
s—1 s—1
(10) S deg, ('(0) < SO won!) = s(A wo i)
i=0 1=0

ol i = %Zf:_ol ©o' e X.(A)g est le point de Hodge associé a p. Regardons maintenant la
décomposition de p sur Q-+ selon I'action de Tg,.: Vg,. =@, cx- ) Va,sx-
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Pour k € Z,
s__ k
V(éis P= @ Vst,x-

XEX™(T)
(o)==

Soit maintenant v = Y, ., v* comme précédemment vérifiant

©*(v) = pFv
) {Zf:é degs (' (1)) = k.

A= 2 oxex(T) v} ot v} € Vo,.. Soit x tel que vg # 0. On a

Pour A € A décomposons v
donc (x,vp) = % et puisque le poids x intervient dans la représentation de plus haut poids A,
X = wp.A. Combinant cela on obtient que (wo.\, 1) < £. Cette inégalité et I'inégalité (10)
donnent

(12) (wo. A, vp) < {wp. A, fi).
Puisque b € B(G, i), on a [i = v, et donc, étant donné que wy.\ est un poids antidominant,
(13) <’LUO.)\, n— Vb> <0.

De (12) et (13) on déduit que (wg.\, i — vp) = 0. HN-irréductibilité de (b, ) se traduit main-
tenant en ce que si Ap C X*(A) sont les racines simples de A dans Lie B et fi—vy = Y cn, Ga&
avec, puisque fi = vy, a, > 0, alors pour tout a € Ap, a, > 0. On a donc

Z aq(wo. A, &) =0
a€EApB

mais puisque (wg.A, &) < 0, cela signifie que pour tout @ € Ap, (wp.\, &) = 0 soit encore
A € (®(A,G)V)*, ot ®(A,G) C X*(A) sont les racines de A dans LieG.
Soit maintenant & € ®(7T',G)" une coracine de T’ dans Lie G. On a alors

I
-

s—1 s
Ooaay =Y a") =0
=0

%

I
=

On a donc Zf:_& N € (®(T,G)V)L. Mais, pour tout i, A € X*(T)*. On en déduit que
AE (B(T,G)V)*E.

La représentation de plus haut poids associée a A est donc une représentation de dimension
1 de Gst'

On a donc démontré que si v =, v € Vg, avec pour tout A € A, vy # 0 et v satisfait
les équations (11) alors pour tout A € A, V@\ps est une somme directe de représentations de

dimension 1 de GQpS i.e. de caractéres G@ps — Gy, On a donc Vg € G{é‘j;, g.v = v soit encore

Gé‘;ﬁ C MTgf/if d’aprés la proposition 3.3.6. Mais puisque MT} , ® Qp+ est une forme intérieure

de M gfjf, on a G4 C MTy,,.

On calcule maintenant MT, ,/G%". Si det : G — G/G*" = D, cela revient a calculer
MT et (b),det op €8t & dire les groupes de Mumford-Tate associés & un tore non-ramifié¢. Plus
précisément, si T' est un tore non-ramifié sur Q, et po € X, (T'), soit by € B(T') 'unique élément
tel que by € B(T, o). On vérifie alors que MTy, ,,, est le plus petit sous-tore de T' contenant
I'image de pg. Cela résulte par exemple du lemme 1.22 de [RZ96] qui montre que MTy, ,, est
le plus petit sous-tore de 1" contenant I'image du morphisme .

La derniére assertion est due & la proposition 3.2.1. (I

6. COMPOSANTES CONNEXES GEOMETRIQUES DES TOURS DE RAPOPORT-ZINK

On reprend les notations de la section 1. Soit M = M(G,b, 1) un espace de Rapoport-Zink
non-ramifié simple de type EL ou PEL symplectique ou unitaire.
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6.1. Une conjecture. Avant d’énoncer les résultats principaux de cet article, on a besoin d’une
conjecture concernant les composantes connexes des espaces de Rapoport-Zink.

Conjecture 6.1.1. Supposons que (b, 1) est HN-irréductible. Alors s : M= A= Hom(Xép(G)7 Z)
induit une bijection

s mo(M) = Tm se.
On a le théoréme suivant de Viehmann.

Théoréme 6.1.2 (Viehmann [VieO8b|,[Vie08a]). La conjecture précédente est vérifiée lorsque
F =Q, dans le cas EL et PEL symplectique.

La conjecture est également vérifiée pour des raisons évidentes dans le cas des espaces de
Lubin-Tate. Il résulte également des travaux de Vollaard ([Voll0]) que cette conjecture est
vérifice dans le cas PEL unitaire basique lorsque F' est une extension quadratique de Q, et la
signature est (1,n — 1). Cette conjecture sera confirmé en toute généralité dan [CKV].

Soit Myeq la fibre spéciale réduite de M, un F,-schéma localement de type fini. Puisque
|M| = |./\>lred\ la conjecture est un probléme d’espaces de modules de groupes p-divisibles en
caractéristique positive. Il s’agit de montrer que si x,2’ € /\;lred(Fp) sont associés a (X, p) et
(X', p') avec htp = htp' alors x et 2’ sont dans la méme composante connexe.

Rappelons que Fan est la variété de drapeaux associée sur F vue comme E’-espace analytique
de Berkovich et 7 : M — F%" le morphisme de périodes avec I'image F* = Im 7, cf. section
1.3.

Lemme 6.1.3. Supposons que la conjecture 6.1.1 vérifiée, alors F9 est conneze. De plus, pour
toute composante connexe X de M, ©(X) = F°.

Proof. Pour i € Im 3 C Z, posons M(z) = 5~ 1(4). 11 suffit de montrer que pour tout i,is €
Im s, #(M(i1)") = 7#(M(iz)®"). Soit K, := gG(Z,)g NG (Z,), pour g € G(Q,). Considérons
le diagramme commutatif:

v g v

Mk, My-1k,q

TFKQ’GV Kgg,c(zp)
\ /
j:a

Pour (X,p,n) € MKg dans le cas EL (resp. (X, A, p,n) € MKg dans le cas PEL), soit p’ le
quasi-isogénie apparaissant dans g - (X, p,n) (resp. g- (X, A, p,n)). Alors

hty — htp — dv,(det(g)) cas EL
r= htp — 2v,(c(g)) cas PEL

ottd=[F:Q, et n =dimpV si (F,V,b,fi) (vesp. (F,V,{,),b, i) est la donnée de Rapoport-
Zink dans le cas EL (resp. PEL).
Donc pour ¢ € Im s,

v

M(i + v, (det(g)))*™  cas EL

-1 r(\any _
Wg—lKgg,G(Zp) o WKg,G(Zp)(M(Z) ) - {M(Z + ’Up(C(g)))an cas PEL
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On en déduit que

Vs v 1)) = ﬁ(Aj/l(Z +vp(det(g)))‘m) cas EL
o {%(M(i +vp(c(g)))*")  cas PEL.

Le résultat s’en déduit du fait que I'image du morphisme composé naturel

G(Q,) = D(Q,) — A =Hom(Xy (D),Z)
g =[x~ vpx(9)

est 'image de s, puisque I'image de D(Q,) — A est I'image de s, et G(Q,) — D(Q,) est
surjectif d’aprés Kneser [Kne65]. (]

6.2. L’image de la monodromie géométrique des espaces de Rapoport-Zink. Rap-
pelons que 'on note 7, pour le groupe fondamental classifiant les revétements étales finis d’un
espace analytique de Berkovich et 7%’ pour le groupe fondamental défini par de Jong. On note

C, le complété de E. Rappelons que l'on note I = Gal(E|E'). D’aprés les corollaires 1.3.1 et

1.3.2, étant donné un point = € M“"(E), on a un diagramme commutatif

(14) T (ME,T) — m (M, T) Ip 1
pééo \L lpz lxdet f
1 Gler(z,) G(Z,) —*—~ D(Z,)

donné par les représentations de monodromie sur le module de Tate de la déformation uni-
verselle spécialisée en Z.

Voici le théoréme principal. Dans le cas des espaces de Lubin-Tate ce théoréme a été démontré
par de Jong ([dJ95b], cf. proposition 7.4). Nous suivons sa stratégie de preuve.

Théoréme 6.2.1. Supposons la conjecture 6.1.1 vérifiée. Supposons que (b, u) est HN-irréductible.

Soit T € M“”(E) La représentation de monodromie géométrique
P T (MG, 7) — G (Z,)
sur le module de Tate de la déformation universelle spécialisée en T est surjective.

Proof. Premieére étape: l'image est ouverte.

Commencgons par montrer que I'image de p%éo est ouverte. On peut supposer que b € G(L)
est décent. Soit X la composante connexe de I'image de T dans M®". D’aprés le lemme 6.2.2
qui suit elle est géométriquement connexe. Son image par 'application de périodes, 7 (X), est
un ouvert de 7. Puisque l'on suppose la conjecture 6.1.1 vérifiée, on a 7 (X) = Im 7 grace au
lemme 6.1.3. D’aprés la proposition 2.0.3 il existe un point & valeurs dans £ de F qui est un
point générique de la variété de drapeaux sur E. D’aprés le point (1) du théoréme 5.0.6 un tel
point est dans 7(X).

Soit K |E de degré fini avec K C Eety € X (K) s’envoyant sur un tel point par application
de périodes. Soit § le point géométrique associé au plongement K C E. L’image de p%éo
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coincide avec celle de p%éo a Gder(Zp)—conjugaison pres. Il y a de plus un diagramme

Gal(E|K)
Wl(M(l(ljZay) Hﬂl(/\;lanag) IE 1
pgéO\L lpy Xdet fi
er de
1 GI(Z,) G(Zp) ~— D(Z,)

oil s est la section donnée par le point rationnel y € M (K). D’aprés le théoréme 5.0.6,
I'image de

pgos: Gal(E|K) — G(Zy)
contient un sous-groupe ouverte de G9°7(Z,). L’image de p; contient donc un sous-groupe
ouvert de G9°7(Z,). Or, Im p§™° < Im py et donc Lie (Im p%eo,) < LieG". D’aprés le lemme
£°° est un sous-groupe ouvert de
G (Z,), soit c’est un groupe fini. Supposons par 1’absurde que c’est un groupe fini. Soit A

une O z-algébre topologiquement de type fini sans p-torsion intégre non nulle et Spf(A) — M

6.2.3 qui suit, Lie G%" est simple. On a donc que soit Im p

un morphisme tel que I'image de Sp(A[%D — M9™ soit contenue dans la composante connexe
de . Soit X le groupe p-divisible sur Spf(A) tiré en arriére de la déformation universelle sur
M. Quitte a remplacer A par son normalisé dans une extension de degré fini de Frac(A) on
peut supposer que A est normale et le morphisme composé

1 - . _\ pZee
m(Sp(AL ], @) = m(ME;, ) "z Gler(z,)

s’'annule. Soit K|E une extension finie telle que Sp(A[%])(K) # 0. Soit A’ le normalisé de A

dans le corps des fractions de A®p, Ok. Alors le K-espace analytique Sp A’ [%] est géométrique-

ment connexe. Soit 2/ un point géométrique de Sp A’[}%] au-dessus de Z. On a un diagramme

commutatif avec les lignes exactes

71(Sp A’[%]@p,i’) ——>m(Sp A’[%], 1) — Gal(K|K) —= 1

| | |

11— Gr(2,) G(Z,) ——= D(Z,)

ou le morphisme verticle au centre est induit par la représentation de monodromie p; et le
morphisme vertical & gauche s’annule. Alors le morphisme 7 (Sp A’ [%], x') — G(Z,) se factorise
par Gal(K|K). Cela implique qu’il existe un groupe p-divisible Y sur K tel que

| 1 !
(15) yuniv,an o Sp(A/[};]) ~Y XSp(K) SP(A/[];])

Comme Sp(A’[%])(K) = Spf(A")(Ok) # 0, Y posséde un modele Y’ sur Og. Alors (15) entraine
un isomorphisme
1
p
Puisque A’ est noethérienne normale, d’aprés le théoréme de pleine fidélité de Tate,
XUV 5 o Spf(A) ~ Y Xgpr o, SpE(A).
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Or, I'application de Kodaira-Spencer pour Y’ s’annule car Q%DK/Ou = 0, mais celle pour X"
E
est I'isomorphisme

1
(QM/Spwa))

\% l> Lie(XuniVD) ®OM Lie(Xuniv)
On en déduit que le morphisme naturel
* 1 1
T ) spr04)) = Dsptcan spi(o5)
s’annule, ot f : Spf(A’) — M. Donc

1 ~ 1
Qgpean/spt0,) — Depcan, at

Or, (Qépf(A,)/M)“” s’annule puisque Sp(A’[%]) — MO est une immersion ouverte composé
avec un morphisme fini étale. On en déduit que
1 an _ (Ol —
(Qspr(ary/sp0)™" = Dsp(ariiypy spcs) = O

D’ott M est de dimension 0. Cela n’est pas possible puisque ’on suppose que les polygones de
Newton et de Hodge n’ont pas de point commun en dehors de leurs extrémités.

Deuzxiéme étape: utilisation des représentations de monodromie de de Jong

Soit maintenant § = 7(Z), un point géométrique de l'espace des périodes. Rappelons (cf.
section 1.3) qu’il existe un diagramme commutatif

. . %éo
T (ME, 7) —2 m (ME, 7) > G (Z,)

y |

a - B er
ﬂ-ilJ( (Cpay) Gd (Qp)

Notons I' = Im . Dans le diagramme précédent on a:

e les groupes ﬂf‘](M(‘éZ, z) et 7d/( u(‘C’p,g) sont prodiscrets,

e le groupe m; (./\;l(‘éz, Z) est profini,
e l'image de a est dense, )
e ona'NG¥*(Z,) = Im(p2° o a).
Soit T l'adhérence de I' dans G (Q,) pour la topologie p-adique. On a un diagramme
d’inclusions
L DO>Im(pE°oa) C Imps®
dense

duquel on déduit que Tm p&° C T. Puisqu’on a montré que Tm p&° est ouvert dans G (Z,),

on en déduit que I' est un sous-groupe ouvert de Gd”((@p).

Comme remarqué au début de cette démonstration, si X est une composante connexe de
M alors Im # = 7(X) et donc Im 7 est connexe. Il résulte alors de la description de de Jong
de I'espace M en termes de réseaux dans le Qp-systéme local sur le lieu admissible Im 7 et
du lemme qui suit que 7o(M®*) ~ T\G(Q,)/G(Z,). Puisque mo(M*")/p” est fini on en déduit
que

I\G(Qy)/G(Zp)-p"| < +o0
et que donc [T\G%*"(Q,)| < +00 en utilisant le fait que I' est ouvert. Alors I' est de covolume
fini dans G%"(Q,). D’aprés ([Mar91] II théoréme 5.1), T étant ouvert, on en déduit que
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T = G%"(Q,). Mais puisque G9"(Z,) est ouvert dans G°"(Q,), on a
L NG (Z,) =T NG* (Z,) = G*(Z,).
Puisque I' N G%"(Z,) = Im(p2*° 0 @) et Tm p&° est fermé dans G%"(Z,) on conclut que

Im p&° = G4°"(Z,).

Lemme 6.2.2.

(1) Soit Myeq la fibre spéciale réduit du schéma formel ./\;l, un Fp—schéma localement de
type fini. L’application de spécialisation induit une bijection

v

To(M™) = 1o(Myea).-
(2) Toute composante conneze de Mo est géométriquement conneze.

Proof. Le point (1) résulte de ce que M9" est formellement lisse et du théoréme 7.4.1 de [dJ95a).
Le point (2) résulte du point (1) et de ce que M étant formellement lisse, toute composante
connexe de M*” posséde un point E-rationnel. O

Lemme 6.2.3. L’algébre de Lie de G*" est simple.

Proof. Dans tous les cas,

ol g est simple et Gal(@p\Qp) agit par permutation des composantes. Si h C Lie G est un
idéal on a donc f)@ =]l,c;90uJC Ir. Mais I'ensemble J est nécessairement invariant par
P

Paction de Gal(Q,|Q,). On a donc soit J = 0, soit J = Ip. O

6.3. Composantes connexes géométriques des tours de Rapoport-Zink. Du théoréme
6.2.1 on déduit le suivant qui est le théoréme principal de cet article.
Théoréme 6.3.1. Supposons la conjecture 6.1.1 vérifiée. Supposons que (b, u) est HN-irréductible.

(1) Les fibres géométriques du morphisme déterminant
My — det(M)det x = M(D, det i) et

sont les composantes connexes géométriques de MK.
(2) Le morphisme déterminant induit des bijections compatibles lorsque K varie

To(Mg&C,) == D(Q,)/ det K.

L’action de (g1,92) € J(Qp) x G(Qp) sur les composantes connexes géométriques est
donnée sur D(Q,)/ det K par la translation par det(g1) det(g2). L’action de v € Ig sur
les composantes connezes géométriques est donnée par la translation par Xaet i(7)-

Remarque 6.3.2. Via le théoréme d’uniformisation de Rapoport-Zink ([RZ96] chapitre 6) le
théoréme 6.3.1 fournit une description des composantes connexes géométriques du tube au
dessus du lieu basique de certaines variétés de Shimura de type PEL.
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6.4. Composantes connexes des tours de Rapoport-Zink. Bien stir, si on connait les
composantes connexes géométriques ainsi que I'action du groupe de Galois dessus, on connait
les composantes connexes.

Corollaire 6.4.1. Soit Dy le plus petit sous tore de D contenant l'image de detofi € X, (D).
Il y a des bijection naturelles lorsque K varie

To(Mg) — D(Q,)/Do(Z,) det K.

L’action de (g1, g2) € J(Qp)xG(Qp) sur les composantes connezxes est donnée sur D(Q,)/Do(Z,) det K
par la translation par det(gr) det(ga).

Proof. On a
’/To(./\;l[() :IE\Wo(MK®Cp).

Rappelons (cf. section 1.2) que Xqet i : Ir — D(Q)) est donné par I'application de réciprocité
d’Artin composée avec le morphisme de groupes O — D(Q,) induit par le morphisme de tores
Naet i : Resg/qg,Gm — D. On vérifie facilement que Dy = Im Nget 5. Remarquons que tous nos
tores sont non-ramifiés sur Q,. On note encore D pour le modéle entier canonique de D sur
Zy,. Alors, Nget i est induit en fibre générique par un morphisme de tores

Naet i Reso, 2, Gm — D.

On vérifie par un calcul explicite que le noyau de ce morphisme de tores est connexe et est donc
un tore. D’aprés le théoreme de Lang, cela implique que I'image de Nyeyj : Of — D(Z,) est
égale & Do(Zy). O

Exemple 6.4.2. Soit ¢ € Im s et M[]‘? =%~ 1(6). Si Dy = D, |7ro (/\Z[]‘?H est borné lorsque K
ie. Si Dy C D, i AN = +o0.
varie. Si Dy C D, Kin{le}h'o (MK)‘ 400

6.5. Sur ’hypothése concernant les polygones de Hodge et de Newton. Supposons que
I'on regarde un espace de Rapoport-Zink de type EL lorsque F' = @Q,, c’est & dire sans structures
additionnelles. On a alors G = GL,,/q,. Dans les théorémes précédents, la condition concernant
les polygones de Hodge et Newton signifie simplement que le groupe p-divisible que I’on déforme
ne posséde pas de partie étale, ni de partie multiplicative. Si c’était le cas, la représentation
de monodromie du théoréme 6.2.1 se factoriserait par un sous-groupe parabolique propre de
G(Qyp). De plus, la tour de Rapoport-Zink serait “induite parabolique” & partir d’une tour de
Rapoport-Zink de dimension inférieure. Dans le cas des espaces de modules de déformation
de groupes p-divisibles de dimension 1, il s’agit de ‘I’astuce de Boyer”(cf. [Boy99] et [HTO01]).
Donc, lorsqu’il n’y a pas de structures additionnelles, I’hypothése concernant les polygones de
Hodge et Newton est nécessaire afin que les théorémes précédents soient vrais.

Dans le cas général, cette hypothése est encore nécessaire d’aprés Mantovan et Shen. Plus
précisément, Mantovan montre que si non seulement les polygones de Hodge et de Newton se
touchent en un point de rupture du polygone de Newton mais également “ils coincident avant”,
alors la représentation de monodromie se factorise par un sous-groupe parabolique et la tour
de Rapoport-Zink est induite parabolique. Dans un travail récent de Shen [She], il montre
les méme résultats lorsque les polygones de Hodge et de Newton se touchent en un point de
rupture du polygone de Newton en utilisant la théorie de la filtration de Harder-Narasimhan
des schémas en groupes finis et plats.

7. APPLICATIONS COHOMOLOGIQUES

On conserve les notations de la section précédente. Dans cette section, on donnera une
traduction cohomologique du théoréme 6.3.1.
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La tour (MK®C,,)K est munie d’une action de J(Q,) & gauche et d’une action de G(Q,) x I
a droite. De plus, pour K C G(Z,) et pour un relévement de Frobenius 65 € Gal(E|E), espace
M xk®C, est muni d’une action de & induite par la donnée de descente de Rapoport-Zink:

A ®Cp 4 o o~ & o
Mg&C, ““57 o5 Mg &C, 28 Mg&C,
ol ok : MK — JTEMK est la donnée de descente de Rapoport-Zink. Donc l'action de Ig a

droite sur la tour (M )k prolonge en une action de Wg qui commute encore aux actions de
J(Qp) et de G(Qp). Posons d := dimM*™.

Définition 7.0.1. On définit
HS (Mg ®3Cyp, Q) =l lim HE(U®C,p, Z/1"Z) @ Q,

la cohomologie & support compact [-adique de l'espace analytique Mp& #Cp, o U parcourt
les ouverts relativement compacts de M. Définissons

H? (Mg®Cp, Q) := H(MgECp, Q) @ Qp.
Considérons le systéme projectif (H, gd(./\;l x,Qy)) K avec les morphismes de translation:
(WK/,K®CP)! : Hgd(/\u/lK’®(Cp7@E) — Hgd(MK®va@€)

ou K' C K C G(Zy) et mg i - MK/ — MK le morphisme naturel. Ce sysmtéme est muni
d’une action de J(Q,) x G(Q,) x Wg a gauche, avec action de J(Q,) donnée par (¢g')* pour
g€ J(Qp).
Théoréme 7.0.2. Supposons la conjecture 6.1.1 vérifiée. Supposons que (b, 1) est HN-irréductible.
Soit m une Qg-représentation irreductible lisse de J(Qp).

o Sim=yxodet estle composé du morphisme déterminant avec un caractére de D(Qp)

det

™ J(Q) = D(Q,) 5 Q)
alors la représentation
(16) lim . Hom (g, (HZ (Mg &Cy, Qy), )
de G(Qp) x Wg est le caractére suivant:
GQ)xWp — Q
(9:7) = xodet(g) X o Xaet i (V) - Xy (7)

0l Xeyel €8t le caractére cyclotomique et Xaetj - W — D(Qp) est défini dans la remar-
que 1.2.2.
o sim# xodet, alors (16) s’annule.

Pour montrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant:
Lemme 7.0.3. o L’action de J(Q,) X G(Q,) x Wg sur
Vi i, B EC, D)
factorise par
det,det,Id)
J(Qy) x G(Q,) x Wi 31 D(@,) x D(Q,) x Wp.

e Désignons par p : J(Qp) — GL(V) laction de J(Q,) sur V qui factorise par D(Qp).
Par l’abus de notation, on note encore p : D(Qp) — GL(V). Alors on peut décrire
explicitement Uaction de J(Qp) X G(Qp) X Wg comme suit: pour (g1, g2,7) € J(Qp) X
GQp) xWg etveV,

(91,92,7) - v = Xoyer (V)P(det(91)) © p(det(g5 1)) © p(Raet 5 (v 1)) v-
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Proof. Posons

(J(@) x G(Q))" = {(91,92) € J(Qy) x G(Qp)| det(g1) = det(g2) € D(Qp)}
(J(@p) x G(@p)1 = {(g1,92) € J(Q) x G(Q,)| det(g7 ") = det(g2) € D(Qy)}

On déclare que (J(Q,) x G(Q,))! agit trivialement sur V.
Soient (g1,92) € (J(Qp) x G(Qp))1 et K C G(Z,) un sous groupe compact ouvert tels que
gy "K g2 C G(Z,). Considérons la correspondance de Hecke:

x G(
x G(

v (91,92) v~
MKﬂggKg 1 —>M ST KganK

T — -
Kﬂgzj'q?/ *WWK,K

v v

MK MK

Comme le morphisme déterminant est compatible aux actions de J(Q)) et G(Qy), cela induit
une idéntité sur les composantes connexes géométriques de Mg

_ v A (91,92) - - _
D(Qy)/ det(K N gaK g3 ") == m0(M g, 101 ECp) 5 o (M 1 ey 1 ©Cp) == D(Qy)/ det(g; ' K go 0 K)
L 7T0(7TKm92K921’K®(Cp)i iﬂ' ( an qu K®CP) l
D(Q,)/ det K =———— (Mg RC,) -t b o (Mg RC,) === D(Q,)/ det K

Berkovich montre dans [Ber93] théoréme 7.2.1 que le morphisme trace:
Tri « H2(Mg®C,, Q) = @ Qu(—d)
o (MK &Cp)
est un isomorphisme pour tout K C G(Z,) sous groupe ouvert compact. De plus le morphisme
trace est compatible & la composition (i.e., pour K’ C K C G(Z,), Trxr = Trg o (T’ gk )).
Alors le diagramme précédent couplé avec le morphisme trace pour la tour (Mg )k entraine le

diagramme suivant de groupes de cohomologies en degré 2d:

((ql 7‘]2

Hgd(Mng Kgy 1®Cp7(@é) 2d(Mg;1KggnK®(Cpa@é)

(Ter92K921’K®CP)!\L i(ﬂ—glegan,K(@CP)!

Id

Hgd(MK®Cp7@f)< Hgd(MK®Cp7@€)

D’ou (J(Q,) x G(Q,))* agit trivialement sur V. En particulier, action de J(Q,) x G(Q,) x Wg
factorise par D(Q,) x D(Q,) x Wg et de plus pour g € G(Q,) et v € V, g-v = p(det g~ 1)o.
De méme, on définit
(J(Qp) x WE)' = {(g,7) € J(Qp) x Wg|det g = Xaet 5(7)}
(J(Qp) x WE)1 == {(9.7) € J(Qp) x WE|(g™",7) € (J(Qp) x WE)'}
On montre de la méme maniére que (J(Qp) x Wg), agit trivialement sur To(M K®Cp) les
composantes connexes géométriques de M. Donc Iaction de (J(Q,) x Wg)* est donnée par

le caractére Xc_y(il composé avec la projection (J(Q,) x Wg)! 22 Wg. Dot le résultat. |

Preuve du théoréme 7.0.2. Remarquons que

(17)  lim, Hom (g, (H; (Mg &Cy, Qy), m) — Hom (g, (im, HZ (MK &C,), )
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car tous les morphismes de translation dans le systéme projectif (H24(Mg&C,))x sont sur-
jectifs. D’aprés le lemme 7.0.3, HomJ(@p)(LiilK H24(M®&C,), ) s’annule si 7 ne factorise pas
par D(Q,), d’ott le point (2).

Maintenant supposons que m = x o det avec x : D(Q,) — @; un carectére lisse. En utilisant
le morphisme trace, on a

H2 (Mg &C,, Q) ~ ¢ — Ind 2 %) (140 1)
en tant que Q,-représentation de J(Q,) qui factorise par D(Q,). Donc
HomJ(Qp)(sz(MK@)Cp?@é)’W)

D
~Hompq,)(c — Indde(thg) (Laet )5 X)

= Homget & (Ldet &5 X| det &)

Z(X\dct K)detK
et
lim  Hom (g, ) (H> (Mg &Cp, Qp), 7) = lim _(x ydet K — 5
Nk » c Py )y am - AX | det K
Donc (16) est de dimension 1, et le caractére s’est obtenu par l'inclusion (17) couplée avec le
lemme 7.0.3. O
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