
  1

第八届全国大学生数学竞赛决赛试题参考答案 

(非数学类, 2017 年) 

一、填空题 

1.过单叶双曲面
2 2

22 1
4 2
x y z+ − = 与球面 2 2 2 4x y z+ + = 的交线且与直线

0
3 0
x
y z
=⎧

⎨ + =⎩
垂直的

平面方程为 .  

答案： 3 0y z− = . 

2.设可微函数 ( , )f x y 满足 ( , ),   0, 1
2

f f x y f
x

π∂ ⎛ ⎞= − =⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠
，且

( )
cot

1 ( 0,   )
lim  e

0,

n

y

n

f y
n

f y→∞

⎛ ⎞+⎜ ⎟
=⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 则

( , ) .f x y =  

答案： ( , ) sinxf x y e y−= . 

3.已知 A 为 n 阶可逆反对称矩阵，b 为 n 元列向量，设
0T

A b
B

b
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则 rank( ) .B =  

答案： n . 

4. 
1100
2

1n

n
−

=
∑ 的整数部分为 .  

答案：18 . 

5.  曲线 3
1

1: 2 (0 1)
3

L y x x x= + ≤ ≤ 绕直线 2
4:
3

L y x= 旋转所生成的旋转曲面的面积为

.  

答案：
5(2 2 1) .

3
π−

 

二、设0
2

x π
< < ，证明： 2 2 2

4 1 1 2
tan 3x xπ

< − < .
 

证  设 2 2

1 1( ) 0 ,
tan 2

f x x
x x

π⎛ ⎞= − < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

则 

                                       

3 3

3 3 3 3

2 2cos 2( cos sin )( ) ,
sin sin

x x x xf x
x x x x

−′ = − + =
                     

（1） 
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令
3

sin( ) 0
2cos

xx x x
x

πϕ ⎛ ⎞= − < <⎜ ⎟
⎝ ⎠

，则 

       

4/3 2/3 2

2/3 4/3
2/3

1cos cos sin 2 13( ) 1 cos cos 1
cos 3 3

x x x
x x x

x
ϕ

−

−
+

′ = − = + −  

 
由均值不等式，得 

32/3 4/3 2/3 2/3 4/3 2/3 2/3 4/32 1 1cos cos (cos cos cos ) cos cos cos 1
3 3 3

x x x x x x x x− − −+ = + + > ⋅ ⋅ = ， 

所以当0
2

x π
< < 时， ( ) 0xϕ′ > ，从而 ( )xϕ 单调递增，又 (0) 0ϕ = ，因此 ( ) 0xϕ > ，即 

3 3cos sin 0x x x− < . 

由（1）式得 ( ) 0f x′ < ，从而 ( )f x 在区间 0,
2
π⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

单调递减.  由于 

2 2 2

2 2

1 1 4lim ( ) lim
tanx x

f x
x xπ π π− −

→ →

⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2 2 30 0 0 0

1 1 tan tan tan 2lim ( ) lim lim 2 lim
tan tan 3x x x x

x x x x x xf x
x x x x x x+ + + +→ → → →

+ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = ⋅ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

，
 

所以0
2

x π
< < 时，有 2 2 2

4 1 1 2
tan 3x xπ

< − < .
 

    三、设 ( )f x 为 ( , )−∞ +∞ 上连续的周期为 1的周期函数，且满足0 ( ) 1f x≤ ≤ 与
1

0
( )d 1f x x =∫ .

证明：当0 13x≤ ≤ 时，有 
27 13

0 0 0
( )d ( )d ( )d 11

x x x
f t t f t t f t t

+ −
+ + ≤∫ ∫ ∫ ， 

并给出取等号的条件. 

证 由条件0 ( ) 1f x≤ ≤ ，有 

    

27 13

0 0 0
( )d ( )d ( )d 27 13

x x x
f t t f t t f t t x x x

+ −
+ + ≤ + + + −∫ ∫ ∫ . 

利用柯西不等式，即：

2
2 2

1 1 1
.

n n n

i i i i
i i i

a b a b
= = =

⎛ ⎞ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∑ ∑ ，等号当 ia 与 ib 对应成比例时成立.  有 

1 2 327 13 1 2 ( 27) (13 )
2 3 2

x x x x x x+ + + − = ⋅ + ⋅ + + ⋅ −  
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2 1 31 2 ( 27) (13 ) 11
3 2 2

x x x≤ + + ⋅ + + + − = .
 

且等号成立的充分必要条件是： 

3 113 27
2 2

x x x= − = + ，即 9x = . 

所以 
27 13

0 0 0
( )d ( )d ( )d 11

x x x
f t t f t t f t t

+ −
+ + ≤∫ ∫ ∫ . 

特别当 9x = 时，有 
27 13 3 6 2

0 0 0 0 0 0
( )d ( )d ( )d ( )d ( )d ( )d

x x x
f t t f t t f t t f t t f t t f t t

+ −
+ + = + +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

根据周期性，以及
1

0
( )d 1f x x =∫ ，有 

     

3 6 2 1

0 0 0 0
( )d ( )d ( )d 11 ( )d 11f t t f t t f t t f t t+ + = =∫ ∫ ∫ ∫ ，

 
所以取等号的充分必要条件是 9x = . 

四、设函数 ( , , )f x y z 在区域 2 2 2{( , , ) | 1}x y z x y zΩ = + + ≤ 上具有连续的二阶偏导数，且满

足
2 2 2

2 2 2
2 2 2

f f f x y z
x y z

∂ ∂ ∂
+ + = + +

∂ ∂ ∂
.  计算 d d df f fI x y z x y z

x y zΩ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
∫∫∫ . 

解  记球面 2 2 2: 1x y zΣ + + = 外侧的单位法向量为 (cos ,cos ,cos )n α β γ= ，则 

= cos cos cosf f f f
n x y z

α β γ∂ ∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂
. 

考虑曲面积分等式： 

                                         

2 2 2d ( ) df fS x y z S
n nΣ Σ

∂ ∂
= + +

∂ ∂∫∫ ∫∫ .                                （1） 

对两边都利用高斯公式，得 
2 2 2

2 2 2d cos cos cos d df f f f f f fS S v
n x y z x y z

α β γ
Σ Σ Ω

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫∫ ∫∫ ∫∫∫         （2）
 

2 2 2 2 2 2( ) d ( ) cos cos cos df f f fx y z S x y z S
n x y z

α β γ
Σ Σ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+ + = + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∫∫ ∫∫  

         

2 2 2
2 2 2

2 2 22 d ( ) df f f f f fx y z v x y z v
x y z x y zΩ Ω

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + + + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫∫∫ ∫∫∫

   
（3） 

将（2）、（3）代入（1）并整理得 

( )2 2 2 2 2 21 1 ( ) d
2

I x y z x y z v
Ω

= − + + + +∫∫∫
2 1 2 3

0 0 0

1 d sin (1 ) d
2 6

π π πθ ϕ ρ ρ ρ= − =∫ ∫ ∫ . 
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五、设n阶方阵 ,A B满足 +AB A B= ，证明：若存在正整数 k ，使 kA O= (O为零矩阵)，则

行列式 2017 .B A B+ =  

证 由条件 kA O= 可得 | | 0A = .  因为 AB A B= + ，所以 

2017 | 2016 | | || 2016 | 0.B A AB A A B E+ = + = + =
 

又由 ( )B A B E= − ，得 | | 0B = ，因此 2017 .B A B+ =  

六、设
1

1 ln
n

n
k

a n
k=

= −∑ . 

（1）证明：极限 lim nn
a

→∞
存在； 

（2）记 lim nn
a C

→∞
= ，讨论级数

1
( )n

n

a C
∞

=

−∑ 的敛散性. 

解    （1）利用不等式：当 0x > 时， ln(1 )
1

x x x
x
< + <

+
，有 

1

1
1 1 1 1 1ln ln 1 011 1 1

1

n n
n na a

n n n n n
n

−
⎛ ⎞ −− = − = − + ≤ − =⎜ ⎟− −⎝ ⎠ +

−

， 

1 2 2

1 1ln 1 ln
1 1

n n n

n
k k k

k ka
k k k k= = =

⎛ ⎞= − = + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ ∑ ∑

 

2 2

1 1 1 1 11 ln 1 1 0
1 1

n n

k kk k k k n= =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= + − + ≥ + − = >⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ∑ ， 

所以{ }na 单调减少有下界，故 lim nn
a

→∞
存在. 

（2）显然，以 na 为部分和的级数为
2

11 ln ln( 1)
n

n n
n

∞

=

⎛ ⎞+ − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ，则该级数收敛于C ，且

0na C− > .  用 nr 记该级数的余项，则 

1 1

1 1 1ln ln( 1) ln 1
1n n

k n k n

a C r k k
k k k

∞ ∞

= + = +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − = − − + − = + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑ ∑ . 

根据泰勒公式，当 0x > 时，
2

ln(1 )
2
xx x+ > − ，所以 



  5

2
1

1 1 1
1 2( 1)n

k n

a C
k k k

∞

= +

⎛ ⎞
− > − −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

∑ . 

记 2
1

1 1 1
1 2( 1)n

k n

b
k k k

∞

= +

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟− −⎝ ⎠
∑ ，下面证明正项级数

1
n

n

b
∞

=
∑ 发散.  因为 

1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 2( 1)( 2) 1 2 ( 1) 2n n

k n k n

c n nb n
k k k k k k k k

∞ ∞

= + = +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − < < − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∑ ∑ ， 

而当n →∞时，
2 1

2( 1) 2n
nc
n
−

= →
−

，所以
1lim
2nn

nb
→∞

= .根据比较判别法可知，级数
1

n
n

b
∞

=
∑ 发散. 

因此，级数 ( )
1

n
n

a C
∞

=

−∑ 发散.   


