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特征 ! 李代数 !! 变形的中心扩张
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摘要： 该文决定了特征 ’ 代数闭域 ! 上 "’ 的变形的一维中心扩张。
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" 引 言

众所周知，利用李代数的一维中心扩张可以构造一些新的李代数。这些新李代数的

分类是一个有意义的课题。本文的目的就是决定沈光宇先生给出的 ,-./ ! 0 ’ 代数闭域

! 上 "’ 变形这一族新单李代数的一维中心扩张。

典型李代数 "’ 为 !& 维的单李代数。沈光宇先生在文［!］中给出了普遍阶化 #（!# ）

的构造（其中!# 为负的深度为 ’ 的 $ 维李代数）。尤其是在 ,-./ ! 0 ’ 的代数闭域 ! 上

给出典型李代数 "’ 的模单变形 $%"（ % 0 (，⋯，1）。 $%" 和 "’ 一样也具有深度为 ’ 的阶

化。［’］给出 "’ 的一维中心扩张。下面，我们将通过 $%"（ % 0 (，⋯，1）上 ’ # 上循环在其

基上的作用，决定它们的一维中心扩张。

在以下的讨论中，总是假定 ,-./ ! 0 ’，并且所采用符号与［!］相同。设 $ 为 $%"（ % 0
(，⋯，1）中任一个。$ 总可以嵌入到 23453673/8 型普遍阶化李代数 &（$）中，有深度为 ’ 的

阶化，故 $ 0!’
% 0 # ’$%。其中 $ # ’ 0〈!〉，$ # ! 0〈 ’!，’’，’(，’&〉，$" 0〈 (!，(’，)!，⋯，

)*〉（* 0 ’，$ 0 $("，$&"，$%"；* 0 (，$ 0 $$"；* 0 &，$ 0 $1"），$! 0〈 +!，+’，+(，

+&〉，$’ 0〈 +$〉。对 $ 中基的元素的具体表达式，我们罗列下：

（!）$(" 0 $("（,），其中 ,""，

(! 0 ’! ’( 9 ’’ ’&，(’ 0 ’! ’( 9 ’$，

)! 0 ’! ’& 9 ,’（’）
’ ，)’ 0 ’’ ’(；

+! 0 ,’（(）
’ 9 ’! ’’ ’& 9 ’! ’$，

+’ 0 ’! ’’ ’( 9 ’’ ’$，+( 0 ’( ’$，

+& 0 ,’（’）
’ ’( 9 ’& ’$；

+$ 0 ,’（(）
’ ’( 9 ’! ’( ’$ 9 ’’ ’& ’$ -

（’）$&" 0 $&"（,），其中 ,’，,(""
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!! " "! "# $ "% "&，!% " "! "# $ "’，

#! " "! "& $ $% "（%）
% $ $# "（%）

# ，#% " "% "#；

%! " $% "（#）
% $ $# "% "（%）

# $ "! "% "& $ "! "’，

%% " "! "% "# $ "% "’，%# " "# "’，

%& " $% "（%）
% "# $ $# "（#）

# $ "& "’；

%’ " $% "（#）
% "# $ $# "% "（#）

# $ "! "# "’ $ "% "& "’ &
（#）’’( " ’’(（$，$!，)!），其中 * " $ $ $! )!，*，$，$!，)!!(，

!! " "! "% $ $"# "&，!% " "% "& $ "’，

#! " $! "! "& $ "（%）
% $ $"（%）

# ，#% " )! "% "# $ $! "（%）
& $ "（%）

! ，## " "! "% $ $"# "&；

%! " )! "（#）
% $ $"（%）

! "# $ $)! "% "（#）
# $ $% "# "（%）

& $ $! )! "! "% "& $ *"! "’，

%% " $! "（#）
! $ $"（%）

% "& $ $% "（%）
# "& $ $$! "! "（%）

& $ $! )! "! "% "# $ *"% "’，

%# " $$! "（#）
& $ $! "（%）

! "& $ "! "（%）
% $ $"! "（%）

# $ $"% "# "& $ *"# "’，

%& " $)! "（#）
# $ "（%）

! "% $ )! "（%）
% "# $ $"% "（%）

& $ $"! "# "& $ *"& "’；

%’ " $! "（#）
! "& $ "（%）

! "（%）
% $ $"（%）

! "（%）
# $ $$! "! "（#）

& $ *"! "# "’ $ )! "（#）
% "#

$ $)! "% "（#）
# $ $"（%）

% "（%）
& $ $% "（%）

# "（%）
& $ *"% "& "’ $ $"! "% "# "& &

（&）’)( " ’)(（$，+），其中 $!(，+!(
!! " "! "% $ $"# "&，!% " "% "& $ "’，

#! " "（%）
% $ $"（%）

# ，#% " +"! "& $ "% "#；

%! " $"（#）
# $ "（%）

% "# $ +"! "% "& $ +"! "’；

%% " "! "（%）
% $ $"! "（%）

# $ $"% "# "& $ $"# "’，

%# " "（%）
% "& $ $"（%）

# "& $ "% "’，

%& " $ * ! "（#）
% $ "% "（%）

# $ +"& "’；

%’ " +"! "（%）
% "& $ $+"! "（%）

# "& $ "（#）
% "# $ $"% "（#）

# $ +"! "% "’ $ $+"# "& "’ &
（’）’+( " ’+(（ ,），其中 ,!(，!

!! " "! "# $ "% "&，!% " ,"! "# $ "’，

#! " "! "%，#% " "# "&，## " "% "#，#& " "! "&；

%! " ,"! "% "& $ "! "’，%% " ,"! "% "& $ "% "’，

%# "（ , $ !）"% "# "& $ "# "’，%& "（ , $ !）"! "# "& $ "& "’；

%’ "（ , $ !）"! "% "# "& $ "! "# "’ $ "% "& "’ &
并且 ’ 中李运算由下式给出

［ %，-］.（/’ %）（- 0"
%

1 . !
（/%2 1-）"%2 1）0（/’-）（ % 0"

%

1 . !
（/%2 1%）"%2 1）

2"
%

1 . !
（（/1%）（/%2 1-）0（/1-）（/%2 1%）），# %，- $ ’ &

其中 /1 是关于 "1 求一次导。

单李代数的一维中心扩张必决定它的一个 % * 上循环，而一个李代数的 % * 上循环必

诱导这个李代数的一个一维中心扩张作成李代数［#，&］。李代数 3 与它的一维中心扩张

4 作用 5 * 模构成正合列：
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!!!!"!#!!
其中域 ! 作为平凡 # " 模同构于 !$。则 # " 上循环!"%#（ #，!）。以 "! 表示 # " 上循

环!所对应的 # 的一维中心扩张。以［!］表示!$ &#（ #，!）的上同调类，则在 ’#（#，!）

与 # 的一维中心扩张的等价类之间建立了一一对应关系（［%］）。而我们也可从划分李代

数的一维中心扩张同构类得到它们等价类的含义，这两种含义是一致的。

设李代数有两个中心扩张 " & ##!$，$" & ##!(，!，) 是分别对应的 # " 上循环。

若 " 与$" 同构，同构映射为"。不妨设"（ $）& (。则"（*）& * $ +（*）(（%*"#），于是 +
"!&。并且 + 满足 +（* $ ,）& +（*）$ +（ ,），+（ -*）& -+（ *）（%*，," #，%-"!）。而李

代数 # 的两个一维中心扩张 "，$" 同构当且仅当它们对应的 # " 上循环!，) 满足。

)（*，,）"!（*，,）& +（［*，,］），（%*，,"#，+"!&）

李代数 # 的两个一维中心扩张决定的 # " 上循环 )，!等价，若这两个一维中心扩张同

构。也就是若存在 # 上的一个线性函数 + 使得!（ *，,）" )（ *，,）& +（［ *，,］）（%*，,
"#）。

’()* +,-./012.1- 在文［3］得到：特征 ! 代数闭域 ! 上，广义 4,-0,. 矩阵 ./ 5 /（-,.6 . &
0）所伴随的 7,8 " 9((:; 代数 1（.）的同调模 :2< ’#（1（.），!）&（#/ " 0

# ），并且证明了这就

是决定 1（.）一维中心扩张等价类变量的维数。而 4=,- ! > ! 时尚不能给出明确的结论。

另一方面，（［?］）具有一个非退化结合双线性型的有限维阶化单李代数 # &# 2
3 & " 4#3 满足

［# " @#3］& #3 " @（% " 4’ 3’ 2），在加一些较强的条件之后有结论

:2<!’#（#，!）& :2<!（A1-!# 5 ,:!#）" @ $#（!，2 " 4）

其中#（!，2 " 4）为 <(:（6）的 7-(.1861- 符号。我们要讨论的 7 并不能满足这些条件：7! 不

存在理想 8 使得 8 &［8，8］，且它的所有导子都是内导子，7#，7 " @均为 8 不可约的（［B，

C］）。我们需对 7 进行讨论。由于 4=,- & #，!在 7 上的作用是对称作用。从而所有!都

是定义在 7 5 7 上的对称双线性型。确定其 # " 上循环就变成决定其满足 D,8(E2 等式的

对称双线性型。换句话说，决定 # " 上循环在它们基上的作用，给出决定这些作用的独立

变量的个数。为了计算方便，所指的基是前面列出的基。

@ 一维中心扩张

设 7 的一维中心扩张为$7，则$7 决定的 # " 上循环!可以由!在 7 5 7 基上所决定。

以 ,3（ 3 & @，⋯，/）依次代替 @，*@，*#，*F，*G，9@，9#，:@，:#（或者有 :F；或者有 :F，:G），

+@，+#，+F，+G，+%，其中 / & :2< 7。记!3，; &!（,3，,;）（ 3，; & @，⋯，/）。

引理 设$7 相对于 7 的 # " 上循环在其基上的作用由 6 维变量决定，则：

（@）6 & @?，7 & 7F<，7G<，73<，7?<。

（#）6 & @%，7 & 7%<。

证明 我们对 73<（ 3 & F，⋯，?）分别考虑：

（@）7F< 中心扩张中!3，;（ 3，; & @，⋯，@G）共有相互无关的独立变量 @? 个：!@，@G，!#，@G，

!F，@G，!G，@G，!%，@G，!?，@G，!B，@G，!#，3，!F，3，!G，3，!%，3，!#，G，!#，%，!#，@#，!?，B，!?，C，!G，@F。

（#）7G< 中心扩张中!3，;（ 3，; & @，⋯，@G）共有相互无关的独立变量 @? 个：!@，@G，!#，@G，

!F，@G，!G，@G，!%，@G，!?，@G，!B，@G，!#，G，!F，3，!G，3，!%，3，!#，%，!#，3，!#，@F，!F，@F，!G，@F，!%，@F。

（F）7%< 中心扩张中!3，;（ 3，; & @，⋯，@%）共有相互无关的独立变量 @% 个：!@，@%，!#，@%，
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!!，"#，!$，"#，!#，"#，!%，"#，!!，"$，!!，&，!$，&，!#，&，!’，&，!’，$，!$，"$，!%，(，!%，)。

（$）!&" 中心扩张中!#，$（ #，$ * "，⋯，"$）共有相互无关的独立变量 "% 个：!"，"$，!’，"$，

!!，"$，!$，"$，!#，"$，!%，"$，!(，"$，!’，&，!!，&，!$，&，!#，&，!’，$，!’，#，!’，""，!%，(，!%，)，!!，"+。

（#）!%" 中心扩张中!#，$（ #，$ * "，⋯，"&）共有相互无关的独立变量 "% 个：!"，"&，!’，"&，

!!，"&，!$，"&，!#，"&，!%，"&，!’，$，!’，&，!!，&，!$，&，!#，&，!’，"!，!’，"$，!’，"#，!!，"#，!$，"#，!!，"$。

由于 ! 的基的李运算中［%#，%$］* %&（"! #，$，&! ’）（ ’ * ,-.!）中 %& 出现的次数有

限，我们总可以验证这 ( 个变量是相互独立的无关变量。我们也可以通过

!（［%#，%$］，%&）/!（［%$，%&］，%#）/!（［%&，%#］，%$）* +，（"! # 0 $ 0 &!’）

来验证这确是 ( 个相互独立的无关变量（因为要验证的式子是有限个）。这样我们也就

证明了它们是相互独立无关的。也就是说，给定一个一维中心扩张就决定这 ( 个变量诱

导的 ’ 1 上循环；反之，通过给 ! 2 ! 上这 ( 个变量线性赋值就决定了它上面的一个 ’ 1
上循环，决定了一个一维中心扩张。

定理 决定 ! 的一维中心扩张

,-.)*’（!，)）*

! ! * !!"，!$"，!&"；

" ! * !%"；

+ ! * !#"
{

+
证明 由于李代数 ! 的一维中心扩张的等价类与模 *’（!，)）之间存在一一对应关

系，故需对一维中心扩张的等价进行讨论。

不妨设!，, 是两个同构的一维中心扩张所对应的等价 ’ 1 上循环，只需讨论!（ -，

%）1 ,（-，%）* .（［-，%］）（"-，%#!，.#)$），确定 . 在 ! 的基上的作用。对前述 !#"（ #
* !，⋯，%）的 ( 个变量分别讨论即可。记（!1 ,）#，$ *!#，$ 1 ,#，$（"! #，$!’），’ * ,-.!。

（"）在 !!" 中有以下结果：（! 1 ,）’，$ * .（ %"），（! 1 ,）’，& * .（%’），（! 1 ,）!，& *
.（%!），（!1 ,）$，& * .（%$），（!1 ,）#，& * .（ %#），（! 1 ,）"，"$ * .（ %&），（! 1 ,）’，"’ * .（%%），

（!1 ,）%，( * .（%(），（!1 ,）%，) * .（ %)），（! 1 ,）’，"$ * .（ %"+），（! 1 ,）!，"$ * .（%""），（! 1
,）$，"$ * .（%"’），（!1 ,）#，"$ * .（ %"!），（! 1 ,）%，"$ * .（ %"$），（! 1 ,）(，"$ * +，（! 1 ,）’，# *
+，（!1 ,）$，"! * +。从而其等价类共有 ! 维变量决定。这 ! 维变量是 /" *!(，"$，/’ *!’，#，

/! *!$，"!。所以 ,-.*’（!!"，)）* !。

（’）!$" 等价类由 ! 维变量决定，即 /" *!’，#，/’ *!(，"$，/! *!$，"!。所以

,-.*’（!$"，)）* !。

（!）!#" 等价类仅由一类，即 !#" 的所有一维中心扩张等价为平凡的，所以

,-.*’（!#"，)）* +。

（$）!&" 等价类由 ! 维变量决定，即 /" *!(，"$，/’ *!’，#，/! *!!，"+。所以

,-.*’（!&"，)）* !。

（#）!%" 等价类由 " 维变量决定，即 /" *!!，"# / 0!’，# 1!’，"$。所以

,-.*’（!%"，)）* "。

这样，我们实际上已确定了 ! 的一维中心扩张。
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