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特征 ! 李代数 !! 变形的导子代数

李可峰， 林 磊
（华东师范大学 数学系，上海 ’"""%’）

摘要：作者利用特征 ’ 代数闭域上 !’ 的变形 "(!，"%! 和")! 的阶化给出它们的导子代数和

极小 # $ 包络，分别给出了它们的一个最小生成元集。
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" 引 言

典型李代数 !’ 为 !& 维的单李代数，文［!］给出了普遍阶化 ’（!$）的构造（其中!$ 为

负的深度为 ’ 的 $ 维李代数），尤其是在 *+,- ( ) ’ 的代数闭域 ( 上给出典型李代数 !’ 的

变形 "*!（ * ) (，⋯，)），它们是几种新的单李代数。"*! 和!’ 一样也具有深度为 ’ 的阶化，总

可以嵌入到海森伯格型普遍阶化李代数中，文［’］利用 !’ 的阶化给出了它的导子代数。本文

将利用相同的方法给出它的变形 "*!（ * ) (，%，)）的导子代数。

在以下的讨论中，总是假定 *+,- ( ) ’，并且所采用符号与［!］相同，设 " 为"*!（ * ) (，

%，)）中任一个，" 有深度为 ’ 的阶化，有 " )!’
* ) $’"*，其中 "$’ )〈!〉，"$! )〈+!，+’，+(，

+&〉，"" )〈,!，,’，-!，⋯，-.〉（. ) ’，" ) "(!，"%!；. ) &，" ) ")!），"! )〈 /!，/’，

/(，/&〉，"’ )〈 /$〉，对 " 中基的元素的具体表达式，我们罗列如下：

（!）"(! ) "(!（0），其中 0 " "
,! ) +! +( 1 +’ +&，,’ ) +! +( 1 +$，

-! ) +! +& 1 0+（’）
’ ，-’ ) +’ +(；

/! ) 0+（(）
’ 1 +! +’ +( 1 +! +$，

/’ ) +! +’ +( 1 +’ +$，/( ) +( +$，

/& ) 0+’ +（(）
( 1 +& +$；

/$ ) 0+’ +（(）
’ +( 1 +! +( +$ 1 +’ +& +$ 2

（’）"%! ) "%!（0，3），其中 0 " "，3 " "
,! ) +! +’ 1 0+( +&，,’ ) +’ +& 1 +$，

-! ) +（’）
’ 1 0+（’）

( ，-’ ) 3+! +& 1 +’ +(；
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!! " #$（"）
" % $（#）

# $" % &$! $# $$ % &$! $%，

!# " $! $（#）
# % #$! $（#）

" % #$# $" $$ % #$" $%，

!" " $（#）
# $$ % #$（#）

" $$ % $# $%，

!$ " #’! $（"）
# % $# $（#）

" % &$$ $%；

!% " &$! $（#）
# $$ % #&$! $（#）

" $$ % $（"）
# $" % #$# $（"）

" % &$! $# $% % #&$" $$ $% (
（"）)&* " )&*（ +），其中 + ! ’，!

,! " $! $" % $# $$，,# " +$! $" % $%，

-! " $! $#，-# " $" $$，-" " $# $"，-$ " $! $$；

!! " +$! $# $$ % $! $%，!# " +$! $# $$ % $# $%；

!" "（ + % !）$# $" $$ % $" $%，!$ "（ + % !）$! $" $$ % $$ $%；

!% "（ + % !）$! $# $" $$ % $! $" $% % $# $$ $% (
并且 ) 中李运算由下式给出

［ !，.］"（/% !） . ’"
#

0 " !
（/#% 0.）$#%( )0 ’（/%.） ! ’"

#

0 " !
（/#% 0!）$#%( )0

%"
#

0 " !
（（/0!）（/#% 0.）’（/0.）（/#% 0!））， # !，. $ ) (

其中 /0 是关于 $0 求一次导，由此运算可以得出 ) 具有以下性质：

引理 ! ("［!］ )"*，)(* 和 )&* 分别是 !$ 维，!$ 维，!( 维的非限制单李代数。

命题 ! ("
（!）在 )"* 中存在自同构 1!$ )*+)"*，使得 !% !%，!%% !，$0% !0，!0% $0，-2% -2，

,!% ,!，,#% ,! % ,#（ 0 " !，⋯，$；2 " !，#），且 1# " ,+)"*
(

（#）在 )&* 中存在自同构 1#$ )*+)&*，使得 !% !%，!%% !，$0% !0，!0% $0，-2% -2，

,!% ,!，,#% ,! % ,#（ 0 " !，⋯，$；2 " !，#），且!
# " ,+)&*

(
上述命题直接验证即得，也可如文［#］利用李代数的根系的自同构证明。

! ) 的导子代数

一个代数的导子代数可以作为其自同态的向量子空间。确定其导子代数的结构对研究

它本身也具有一定的意义。在特征 ’ 代数闭域上有限维半单李代数的导子代数 -./ 3 " 0+
3（参见［$］中 1022.*3042定理）。而模李代数这一结果未必成立，故确定特征 #代数闭域上单

李代数 )（*# 与它的变形）的导子代数是有意义的。由于 ! " 阶化李代数的导子代数必定是

! " 阶化的，可设 ) 的导子代数为3，则 3 "&#
0$!30，其中 30 " ｛/$ 3 4 /)2’ )0% 2，# 2$

!｝。下面，我们将分别给出 )0*（ 0 " "，(，&）的导子代数。

! (! ) " )(*
利用 )(* 深度为 # 的阶化求它的导子代数，需对它的每一层进行讨论。

引理 " (" ("
（!）3 "&#

’#)0；

（#）3! " 0+ )!，3’! " 0+ )’! (
证明 （!）因为 ) "&#

0 " ’#)0，所以 30 " ’，3’ 0 " ’（ 0 5 $）( 以下只需证明 30 " 3’ 0 "
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!（ ! " "，#）即可。

! " # 时，对!#" $#，由于 #%&$ "［#%&%，%&%］’［%&%，#%&%］" !，#%! " !（ ! " &
%，⋯，$），所以 # " !。从而 $# " !。同理 $&# " !。

! " "时，对!#" $"，设 #（(!）" )!*& +由于% "［(%，("］"［($，(#］，有 #（%）" #（［(%，
("］）" #（［ ($，(#］），即 )% ,*" ’ )"-*# " )$ *% ’ )# ,*$，所以 )! " ! + 于是 #%&$ " #%&% " !，

从而 $" " ! +同理有 $&" " ! +

（$）对!# " $%，有 #（%）" %&% + 可设 #（%）" #
#
! &%

)!(!，则

（# & ’(（ , &% )% *% ’ )$ *" ’ -&% )" *$ ’ ,&% )# *#））（%）" !
不妨设 #（%）" ! + 由于 #%%$ %$，可设 #（ *!）" .!*&（ ! " %，⋯，#）+ 从而 #（(%）" #（［%，

, &% *%］）" .%/%，#（($）" #（［%，*"］）" ,."/%，#（("）" #（［%，-&% *$］）" -&% ,.$ /%，#（(#）

" #（［%，, &% *#］）" .#/% + 考虑 #（(!）" 0!/%（ ! " %，⋯，#），其中 0! 就是# 作用于 (! 所得/%

的系数。利用 #（ *&）" !，［/%，*&］" ! 有 #（［(!，*&］）" !。从而 #（ *!）" !，#（(!）" !。由

于 % 可由 %&%% %% 生成，故 #% " !。所以 # " !，$% " ’( %% +

对!# " $&%，有 #（ *&）" %%，可设 #（ *&）" #
#
! " % )!*!，则

（# & ’(（)% (# ’ ,&% )$ ($ ’ ,&% )" (" ’ -&% )# (%））（ *&）" !
不妨设 #（ *&）" ! + 由于 #%&% $ %&$，可设 #（(!）" .!·%（ ! " %，⋯，#）+ 从而 #（ *%）"
#（［(#，*&］）" .#/%，#（ *$）" #（［ ($，, &% *&］）" ,&% .$/%，#（ *"）" #（［("，, &% *&］）"
,&% ."/%，#（ *#）" #（［(%，-&% *&］）" -&% .%/% + 考虑 #（ *!）" 0!/%（ ! " %，⋯，#），其中 0! 就

是 # 作用于 *! 所得 /% 的系数。利用 #（%）" !，［/%，%］" ! 有 #（［ *!，%］）" !。从而 #（(!）
" !，#（ *!）" ! + 由于 % 可由 %&%% %% 生成，故 #% " !。所以 # " !，$&% " ’( %&% +

引理 ! +! +"
（%）$! " ’(%!%〈’(（(% ("），’(（($ (#）〉；

（$）$$ " ’(%$%〈（’( *%）$，!〉+ 其中

! " ’(（(% ($ (（$）
" ’ (（$）

$ (" (# ’ -(（"）
" (# ’ ,(% (# (& ’ ($ (" (&）

（"）$&$ " ’(%&$%〈（’((%）$，!1〉+其中!1 满足!1（ *&）" 2%；!1（ *%）" ($，!1（ *#）" ("，

!1（ *$）"!1（ *"）" !；!1（/!）"!1（ 2%）" !（ ! " %，$），!1（ 2$）" %；!1（%&%）"!1（%&$）" ! +
证明 （%）首先，容易验证 ’(%（(% ("），’(%（($ (#）使 % 保持稳定，故它们确是 % 的导子，

并且它们在 %&$ 的作用均为 !，在 %$ 的作用为恒等作用。

给定 # " $!。设 #（%）" )·%，则以 # & ’()/$ 代替 #，可设 #（%）" !，设 #（(%）"

#
#
! " % )!(!。令&# " # & ’(（)"-&% 2% ’ )$ 2$ ’ )#-&%/%）& )%’(（(% ("），则&#（(%）" !，并且

&#（%）" !。然后让&# 代替#。由［%，2%］"［%，2$］"［%，/%］" !，［%，/$］" % 可知［%，#%!］"
!，故 #%!$〈 2%，2$，/%〉。

不妨设 # 以下面这种方式作用在 %! 上：

#（ 2%）" )%% 2% ’ )%$ 2$ ’ )%"/%

#（ 2$）" )$% 2% ’ )$$ 2$ ’ )$"/%

#（/%）" )"% 2% ’ )"$ 2$ ’ )""/%

#（/$）" )#% 2% ’ )#$ 2$ ’ )#"/










%
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由 !"! #［""，$"］可知 %（!"!）#［""，%$"］# !&"" "! ’ &"# "# ’ !""! "$，从而 %（"!）# &"" "!
’ !(" &"# "# ’ &"! "$。由于 " #［""，"!］，所以 % # %（"）#［""，%"!］# &""·"，故 &"" # %。由

于 "# #［""，$#］，有 %（"#）#［""，%$#］# !&#" "! ’ &## "# ’ !&#! "$。利用［ ""，"#］# %，有 %
# %（［ ""，"#］）#［ ""，%"#］# !&#"·"，从而 &#" # %。

因为 !"$ #［""，)"］，有 %（!"$）#［""，%)"］# !&!" "! ’ &!# "# ’ !&!! "$，于是 %（"$）#
［""，%)"］# &!" "! ’ !(" &!# "# ’ &!! "$ *由于［""，)#］# ""，有 % # %（""）# %（［""，)#］）#
［""，%)#］# !&$! "! ’ &$# "# ’ !&$! "$，所以 &$ + # %（& # "，#，!）。

由于［ "#，"$］# "，有 % # %（［"#，"$］）# &!!·" ’ &##·"，即 &## # &!!。而［ "#，"!］# %，

有 % # %（［"#，"!］）# &"!·"，故 &"! # %。利用［ "!，$"］# %，有 % # %（［ "!，$"］）# ,&"# "$，即

&"# # %，所以 %（"!）# %。另一方面，从 "# #［"$，$"］可知 %（"#）#［%"$，$"］# &!!，&## "#
’ !&#! "$ # &!! "#，所以 &#! # %。再者因 "# #［ "!，)"］，有 %（"#）#［"!，%)"］，得 &## "# #
,&!# "$ ’ &##，&!# # %。又由于 ,)" #［"，-&］，知 %（ -&）# &## -&。

综上所述，% 在 . 上的作用为

%（"）# %， %（ -&）# &## -&
%（""）# %
%（"#）# &## "#
%（"!）# %
%（"$）# &## "










$

%（ $"）# %
%（ $#）# &## $#
%（)"）# &##)"

%（)#）#










%

%（ -"）# %
%（ -#）# %
%（ -!）# &## -!
%（ -$）# &## -










$

所以 % # &##’(（"# "$）。

（#）由于（’( -"）#，!使得 . 稳定，故它们确是 . 的导子，属于 /#。又因为

’( -&（"）# ,)"，（’( -"）#（"）# ,$"，!（"）# $#，
所以它们线性无关，只需再证：若 % ! /#，%（"）# &)#，则 % # %。

显然 %（)#）!〈 -&〉，利用 " #［"，)#］，［"，-&］# ,)" 知 &)# # %（"）#［%（"），)#］’［"，

%（)#）］!〈)"〉，得 & # %，故 %（"）# %。又因为 %." # %，利用 ,"" #［"，-"］，"# #［"，-!］，

!"! #［"，-#］，,"$ #［"，-$］得 %（"0）# %（ 0 # "，⋯，$），即 %.(" # %；从而 %.% #［.("，%."］

# %，故 % # %。

（!）由于（’(""）#，!1 使得 . 稳定，故它们确是 . 的导子，属于 /(#。又因为

’("（ -&）# ,)"，’("（""）#（ -&）# !$#，!1（ -&）# $"，
所以它们线性无关。只需再证：若 % ! /(#，%（ -&）# &)#，则 % # %。

显然 %（)#）!〈"〉，利用 -& #［ -&，)#］，［"，-&］# ,)" 知 &)# # %（ -&）#［%（ -&），)#］’
［ -&，%（)#）］!〈)"〉，得 & # %，故 %（ -&）# %。又因为 %.(" # %，利用 ." #［.("，.#］得 %（ -0）

# %（ 0 # "，⋯，$），即 %." # %；从而 %.% # %，故 % # %。

定理 ! *! . 的导子代数有如下性质：

（"）/ # ’(. "〈’(（ "" "!），’(（"# "$），（’( -"）#，!，!1，（’(""）#〉，其中

! # ’(（"" "# "（#）
! ’ "（#）

# "! "$ ’ !"（!）
! "$ ’ ,"" ,$ "& ’ "# "! "&），

!1 在 . 上的作用如同引理 " )" )#（!）；

（#）/1 # ’(. "〈（’( -"）#，（’(""）#，’(（"" "! ’ "# "$）〉是 . 的极小 2 ( 包络代数；
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（!）! ! "#$"# $ %&# 是六维可解李代数。

证明 （’）的证明是显然的。

（(）% ! (。由于变形 # 是单李代数，可通过自同构 %&：&! %&& 嵌入到’( 中。由于单李代

数的［ %］映射是 &［ %］! &%（" &# #），又注意到（%& )’）( !（%& )(）( ! *（%& )!）( ! *+(（%& ))）(，

（%&&’）( ! *（%&&)）(，（%&&(）( !（%&&!）( ! *；（%&,’）( ! *，%&（&’ &! - &( &)）! .+’（%&,(）( !
*+’（%&/’）

(，（%&/(）
( ! %&/(，%&（&’ &! - &( &)）( ! %&（ &’ &! - &( &)）。故 ’( 本身是限制李代

数，在同构意义上 ’( 是# 的 % + 包络代数。而利用［)］中定理 + 0,（!）可以验证 ’( 是极小的。

（!）!是由!’，%&（&’，&!），%&（&(，&)），（%& )’）(，!，%&（&’）(，!( 在!中的象生成的李代数，

且它们线性无关，故 &-.! ! /。同时 !（(） ! *，所以 !是可解的。

’ 0( # ! #!1，#01
#!1，#01 分别有一个使正负阶化对称的平方为恒等映射的自同构 2’，2(，从而有：

引理 ! 0" 0! ’+ 3 $ ’3，" 3 # !。

应用［!］，用 # 的自同构诱导 ’ 的自同构即可得到。与 #/1，1( 的导子代数证明类似，可

以得到：

定理 ! 0" #!1 的导子代数 ’ 有如下性质：

（’）’ ! %&# %〈%&#（*&’ &（(）
( &! - *&（(）

( &+ - &’ &) &+）， %&#（&( &! &+），%&#（&’ &(），

%&#（&! &)），"’，"(〉，其中

"’ ! 2’%&#（*&’ &（(）
( &! - *&（(）

( &+ - &’ &) &+）2+’
’ ，

"( ! 2’%&#（&( &! &+）2 +’
’ 0

’ 的中心 4（’）! *。

（(）’( ! %&# %〈%&（&( &! &+），"(，%&（ &’ &(）〉为 #!1 的极小 % + 包络。

（!）# 的外导子代数 ! ! "#$# $ %&# 是一个六维可解李代数。

定理 ! 0# #01 的导子代数 ’ 有如下性质：

（’）’ ! %&# %〈%&（ &( &)）〉；

（(）’( 是 # 的极小 % + 包络代数；

（!）# 的外导子代数 ! ! "#$"# $ %&# 同构于一维李代数。

文［0］给出 1( 的其它两个变形 #)1，#+1 的导子代数。这样，1( 及其变形的导子代数已

完全确定。

( 最小生成元集

李代数最小生成元集的讨论是比较重要的。我们知道特征 * 域上的单李代数可以由两

个元素生成（［+］），更好的结果是在域 "，# 上的单李代数 ’ 满足：任给 *& &# ’，总存在 5

# ’，使得 &，5 生成李代数 ’。特征 * 域上的典型单李代数 1( 也可由两个元素生成（［/］）。对

于模李代数还没有明确的结论。有限维 $ % 阶化单李代数 ’ !% .
+ 6’3 若满足’3 !（’+’）

+ 3（ 3
7 *），则 ’3 ! ’+’’3-’（+ 6 ’ 3 ’ . + ’）。从而 ’ 可由 ’+’ % ’. 生成（［)］）。利用命题 ’ 0’，

#（#!1，#01）可由 ’+’% ’( 生成，也可由 ’+(% ’’ 生成。但我们更感兴趣的是 ’ 的最小齐

次生成元集。本节的目的之一就是给出 #31（ 3 ! !，/，0）的一个最小齐次生成元集。由于这些

代数都是非一维的，故只要给出只有两个元素的生成元集即是最小的，由此可以说明它们均

+第 ! 期 李可峰，等：特征 ( 李代数 1( 变形的导子代数

万方数据



可由两个元素生成。在本小节，〈!，"〉表示由元素 !，" 生成的单李代数。

定理 ! #" $!%，$"% 和 $#% 的一个齐次最小生成元集分别是：

（$）$!% &〈 ’%，!$ ( !!〉，（) ! $）；

（&）$"% &

〈 ’$ ( ’%，!$〉，

〈 ’$ ( ’!，!$〉，

〈 ’$ ( ’! ( ’%，!$
{

〉，

（) ! $）

（) & $，* ! $）

（) & $，* & $）；

（!）$#% &〈 ’$ ( ’& ( ’%，!& ( +!! (（ + ( $）!%〉，（ + ! ’，$）

证明 分别讨论 %& 的这几个变形 $,%（ , & !，"，#）。

（$）设 - &〈 ’%，!$ ( !!〉。对 - 中元素应用引言中给出的李运算，有［ ’%，!$ ( !!］& .$，
［ ’%，.$］& )’&。由于 )! ’，得 ’&。因为［ .$，!$ ( !!］& !%，进而有［ ’&，’%］& ’(，［ !%，’&］& /&，

［!$ ( !!，/&］& !! 得 !$。因为［ !$，!!］& $，［$，’&］& !&，我们就得到（$!%）&"（$!%）0$，所

以 - & $!%。

（&）设

- &

〈 ’$ ( ’%，!$〉，

〈 ’$ ( ’!，!$〉，

〈 ’$ ( ’! ( ’%，!$
{

〉，

（) ! $）

（) & $，* ! $）

（) & $，* & $）

由于 - 中参数的取值范围不同，需分几种情况分别讨论。

)）) ! $，- &〈 ’$ ( ’%，!$〉#
由［ ’$ ( ’%，!$］& .$ ( .&，［!$，.$ ( .&］& )!! ( !&，［ !$ ( )!! ( !&］& )·$得 $ # 由［)!!

( !&，.$ ( .&］& )*!% ( *!$ 得 !%，进而［ !%，.$ ( .&］& !& ( !!，结合 )!! ( !& 得 !&，!!。另

一方面，由［ ’$ ( ’%，.$ ( .&］& *’& ( )0$ *’& 知 ’&，于是［ ’$ ( ’%，’&］& ’(。故已有（$"%）0$"
（$"%）&。

))）) & $，* ! $，- &〈 ’$ ( ’!，!$〉#
由［ ’$ ( ’!，!$］& .$ ( /$，［!$，.$ ( /$］& !! ( !%，［!$，!! ( !%］& $知 $。由［$，’$ ( ’!］

& *!$ ( !& 得 !$，!&，进而［ !&，.$ ( /$］& !!，结合 !! ( !% 得 !!，!%。另一方面，由［ ’$ ( ’!，.$
( /$］&（ * ( $）’& ( ’%，［（ * ( $）’& ( ’%，/$ ( .$］&（ * ( $）’! ( ’$，［ ’$ ( ’!，（ * ( $）’! ( ’$］
& *· ’( 知 ’(，于是有（$"%）0$"（$"%）&。

)))）) & * & $，- &〈 ’$ ( ’! ( ’%，!$〉。

由［ ’$ ( ’! ( ’%，!$］& .$ ( .& ( /$，［!$，.$ ( .& ( /$］& !% ( !! ( !&，［!$，!% ( !! ( !&］
& $知 $。由［$，’$ ( ’! ( ’%］& !$ ( !& ( !% 得 !& ( !%，!!，进而由［ !!，’$ ( ’! ( ’%］& /&，［/&，

’$ ( ’! ( ’%］& ’!，［$，’!］& !& 得 !%。于是［ ’$ ( ’! ( ’%，’!］& ’(。故得到（$"%）0$"（$"%）&。

综上所述，李代数 - & $"%。

（!）设 - &〈 ’$ ( ’& ( ’%，!& ( +!! (（ + ( $）!%〉，利用引言中给出的李运算，有

［ ’$ ( ’& ( ’%，!& ( +!! (（ + ( $）!%］

&（ + ( $）.$ ( +（ + ( $）.& ( +& .! ( +（ + ( $）.% (（ +& ( $）/$，

［ ’$ ( ’& ( ’%，（ + ( $）.$ ( +（ + ( $）.& ( +& .! ( +（ + ( $）.% (（ +& ( $）/$］

&（ +& ( $）’$ ( +& ’& ( +’! (（ +& ( $）’% (（ +& ( $）（ ’$ ( ’& ( ’%）
知 ’$ ( +’! ( ’%，’& ( +’!。由［ ’$ ( ’& ( ’%，’$ ( +’! ( ’%］&（ + ( $）’( 得 ’(。知 ’& ( +’! (（ + (
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!）!"，得 !"，!! " !#，!! " #!$。由于

［ $# " #$$ "（ # " !）$"，!! " !#］%（ # " !）&! " ## &$ " #（ # " !）&" " ##’! " ’#
与（ # " !）&! " #（ # " !）&# " ## &$ " #（ # " !）&" "（ ## " !）’! 比较可知 #（ # " !）&# " ’! " ’# (

［ #（ # " !）&# " ’! " ’#，!! " !#］% #（ # " !）!" "（ ## " !）!$ " !# "（ # " !）!!，得到 !$，!!，!#，
!"。再由［ $# " #$$ "（ # " !）$"，#（ # " !）&# " ’! " ’#］%（ # " !）$" 得 $" (［$# " #$$ "（ # " !）$"，

$"］% !。得到（)%*）+#!（)%*）!（注意到 # " &，!）。所以 , % )%*。
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