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群上的亚 同态【1一是指群 G 上的这样一种映射，它满足如下的等式 J( ，Y)： 

J(32， )： f(xyf(1丁) )=f( )f(Y)f：( ) ，V32，Y∈ G 

上式中f2( ) 表示[f2(z)] 。一般地， 尸 (z) 表示[尸 (z)] ，下同 它来源于集 

合上的 Yang-Baxter方程的一个解 。而集合上的 Yang—Baxter方程的解 的问题是九十年代 

菲尔兹奖获得者v．G．DrinIeld在[2]中提出来的。所以，群上亚同态的概念是有深刻背景 

的 。 

这个概念给出后，产生这样一个问题：关于群上的亚同态，除[1]中提到的“，是G 上的 

同态”及“r(z)= ，V ∈G”两个例子外 ，是否还能举 出其它的例子?本文首先来 回答 

这一 问题 

设 G是群。在本文中我们用 Q(G)来表示 G 上全体亚同态组成的集合 ，则我们有 

定理 1 设 z(G)是群 G 的中心 ，n∈Z(G)且 n≠e(e为G 中单位元 ，下同)，则由 n 

决定的左平移 L _3_不是 G上的同态 ，但 L ∈Q(G)。 

证 直接验证知对于 f=L ，等式 J( ，Y)成立 ，Vz，Y∈G。故 L。∈Q(G)。当 n≠ 

e时，由于 L (e)=n≠e，故 L 不是 G上的同态。 

定理 2 设 G 是群，fEQ(G)，取 n∈Z，定义 g(-丁)=，( )f(e) ，V ∈G，则 g∈ 

Q(G)，且当 ，不是 G上的同态时 ，g一般也不是。 

证 n=O时命题显然成立 。而 ”>0和 ”<0两种情况 ，证明方法是类似的，所以我们 

只证明 n>0的’情况 。 

据亚同态的定义 ，就是要证明 

g(xyg( ) )：g(．72)g(Y)g (．32) ，V ，Y∈ G． (1) 

注意到 ，是亚同态，考察(1)，我们有 
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左边 ：，( (，( )，(e) )一 )，(e) =f(xyf(e)一 (z)-1)，(e) 

：
，( )，( ( )一 ) (z)一 ，(e) =f(x)f(eyf(P)一 ，(e)一 ) (z)。，(e) 

= ，( )f(e)f(yf(e)一‘ f2(e)一 f2(x)-1f(e) 

： l厂(z)，(e)f(eyf(e)-(n-2)，(e)一 ) ( ) ( ) ，(e) 

： ，( )，(e)，( )，( ( )一‘ ) ( )一 f2(e)～严(z)-l，(e) 

： l厂(z)，(e) ( )尸( )一 (z)-1f(e) 

右边：l厂(z)，( ) ( )，(e) (，(，(z)，(e) )，( )”) 

= _厂(z)，( ) ( )，(，(z)，( )”)一 ． 

故(1)等价于 

f ( )一”严(_丁)一 f(e) =f(f(x)f(e) )一。，V ， ∈G· 

也即 

，(e)一 (z)厂 (e) = f(f(x)f(e)”)，V Y∈ G· 

据[1]知，等式 f(z，Y)对任何 z，yEG成立等价于 

厂(X-1 厂( ))=，(z)-l，( )f2(z)，Vz，Y∈ G 

因此，，满足(3)，由此考察(2)，有 

右边= (e- ( )，(e)71-1f(e))=f(e)-1，(，( )，(e) ) (e) 

= ，(e)一lf(e一 f(x)f(e) f(e)) (e) 

= ，(e)一’，(e)一 f(f(x)f(e) )户( )尸( ) 

(2) 

(3) 

= f(e)一 (1厂( ))尸(e) =左边． 
gliB)1T g是G 上的亚同态 ，再用同态的定义直接计算 可知 ，当 f不是 G 上的同态 

时。g一般不是 G上的同态。 

一 般地，若 g∈Q(G)，2∈G，我们记使，(z)=g(x)z，V ∈G 的映射，为g ，则由 

上述定理可知：若 fEQ(G)，而 ，(e)=z，舜j必存在 gEO(G)，g(e) e，使得f 。 

定理3 设 d是群G 中的任一元素，令 ，一1，口( )：X-14，VX∈G，则 f-1'd∈ 

Q(G)． 
一 般地 ，对 a∈G，n∈z，我们可定义 G 上的映射 ， ：̂ ． (z) Xnft，VxEG· 

定理 4 设 G 是交换群，d∈G， ∈Z，则由上述定义的 厶，。∈Q(G)c 

证 令 f： ． ，则 Vz，Y∈G， 

f(xyf(x)一 )=f(~y(xna) )=，(z 口 ) 

： ( 一 一 ) 口：z 一 口一 d = 一 口 目． 

另一方面 ， 

l厂(z)，( ) ( )一 =，( )，( )，(z d)一 =a：nay d((xna)na)一。 

= v d (3~n Zan+1)-1=xnyna 一 a⋯  =工⋯  Sa 一 ． 

所以，对任何 z，yEG， ( ，Y)成立 ，即 ．。∈Q(G)。 

定理 5 设 G 是群 ，口∈G，定义。 (z)=口， ,27∈G，则 cd∈Q(G)。 
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对于群 G，我们分别Aut(G)和 End(G)表示 G 的自同构群以及G的全体自同态的集 

合 ，则显然我们有 Aut(G)CEnd(G)匕Q(G) 

定理 6 设 G是群 ，fEQ(G)， ∈Aut(G)，则 OfO-1∈Q(G)。 

证 令 F= -。，则对任何 z， ∈G 

F(五yF(z)-1)= OfO一 (xyF( )-1)=Of(( z)( ‘ )( F(z))-1) 

： Of(( 一 )( 一‘y)f( 一 z)-i)= [f( 一 z)f( 一 )f ( z)-1] 

= OfO一。(z)OfO-I( )( f2( 一 212))-i= F(x)F(y)F (z)-1 

所以， ∈Q(G)。 

推论 设 ，是 群 G 上的映射 ，则 f∈ Q(G)当有 仅 当存在 一个 0 ∈Aut(G)，使 

OfO一‘∈Q(G)． 

由上述定理，我们可以通过 ·f=OfO 来定义 Aut(G)在 Q(G)上的作用 ，并把 

Q(G)按这一作用的轨道来进行分类。 

下面 ，我们再就一类特殊的群来构造亚同态。 

定理 7 设 H 是群G 中指数为 2的正规子群，若存在周期为 2的元素 b，使 G=H U 

Hb．定义 f(h)=b，f(hb)=e，V h∈H，则 fEQ(G)，且 f~End(G) 

证 对 ， 属于H 或Hb的情况分别验证，(z， )成立，从而 fEQ(G)由于 f(e)≠ 

e，故显然 ，每End(G)。 

满足定理 7条件的群有很多 ，例如二面体群 D ”次对群s 以及正交群 0 (R)等。 

下面 ，我们对几个低阶的群 G 来确定集合 Q(G) 我们 用 0来表示 G 上的零同态， 

即：0(z)=e，对所有 z∈G。而用 c来表示恒等映射。 

定理 8 设 G={e，Ⅱ}是 2阶循环群，则 Q(G)= ，c⋯L Cot。 

证 显然，0，c∈End(G)，故 0，c∈Q(G)。又由定理 l，L ∈Q(G)，由定理 5，e ∈ 

Q(G)。另一方面 ，G 到 G的映射只有这 4个，故得结论。 

定理 9 设 G={e，Ⅱ，口0}是 3阶循环群 ，则 Q(G)={L ，G ，f—I， z∈G}。 

证 设 Q (G)={L ， ，，一1． Iz∈G}，则由定理 1，定理 5和定理 3得 ：Q (G)匕Q 

(G)。另一方面，我们有 Q (G)={f：G—Gll，(G)I=1或 3}．所以只要证明若 ，是 G 

上的映射 ，I，(G)I=2，则 ，每Q(G)。由定理 2，我们还可假设 f(e)=e。 

用反证法证明：假设 ，∈Q(G)，若有 z∈G，z≠e，使 f(z)：e。则 由 ，(z，z)得 

f(x )=e，与 I，(G)I=2的假设矛盾 !从而可设 f(口)=f(n )=z≠e。则由 I(z0，e)得 

f(x)=e，矛盾 !这就证明了我们的结论 ，即 Q(G)=Q (G)。 

最后 ，我们来考察非交换群 G=S3={e，Ⅱ，口 ，b，ab，Ⅱ b}，其中 Ⅱ =b =e，bab= 

a-。。回忆一下 Aut(G)=t i z∈G}，其中 是由z决定的内自同构，即 ( )= 
xyx一。

，对所有 ∈G。End(G)=Aut(G)U{ l=0， 2， 3， 4}，其中 ker0 =A3，i= 

2，3，4， 2(G)：{e，bi， 3(G)={e，Ⅱ6}， 4(G)={e，Ⅱ bi。 

定理 l0 设 G=S3={e，Ⅱ，n0，b，ab，Ⅱ b t．则 G 的所有亚同态的集合为 

Q(G)：End(G)U t ， ， j ，f一1． ，c I Z∈Gt。 (4) 

证 首先我们记等式(4)的右边为 Q (G)。由于 S3=A 3UA3x，z∈{b，ab，a 2b}，而 
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是周期为2的元素，故由定理 7知， ， 学以及 D4 ∈Q(G)。而由定理 3和定理 5得 

，一1：，c ∈Q(G)，V 2∈G．所以，Q (G)[Q(G)。 

其次，我们来证明 Q(G)[ Q (G)。第一步我们先证明若 f6Q(G)，f(e)=e，则 ， 

EEncl(G)或 ，=f—I 

(i)设 f(口)= ．则由 I(。，口)得 f(口 )=e 由 f(ai，b)得 ，( )=f(b)，J=1，2。 

若f(b)= (i=0，1，2)，则由 f(b，b)得 n f=e，所以 i：0．从而f(b)∈{e，b，ab，a2b；． 

显然此时有 f6End(G)。 

(ii)设 f(口)=a．由 I(a，Y)得 

f( 。。)= 口，( )口～，Vy∈ G (5) 

所以 

，(ab)=a f(b)口 ，f(口 b)= (6)a (6) 

设 f(b)= ( =0，1，2)，则由(5)得 ，(口 b)=f(ab)=f(b)= 。由 f(b，。)得 f( )= 

a，故 ≠O。 

若 =1，则由 ，(b，b)得 f(口 )=n，这导致 ，(口 ，e)不成立。 

若 =2，则由 f(口 )=a同样导致 ，(n ，e)不成立。所以，f(b)∈t b，ab，口 b} 

若 f(b)=b，则由(6)得 ，f(ab)=ab，f(Ⅱ b)=口 b。由 f(b，n )得，f(n )=口 ，故 ， 

：(∈End(G)。 

若 f(b)=ab，刚 f(ab)=a2b，f(a b)=b。同理由 ，(b，a 2)，得 f(a )=口 ，所 以 ， 

= D z∈End(G)。 

若 f(b)=a 2b，则 f(ab)=b，f(a b)=ab。由 I(b，口 )以及 ，(口 b，口 )，得 f(a )= 

a ．故 f=D ∈End(G)。 

( )设 ，(n)=口 ，由 f(口，a)得 f(a )=a。由 ，(a，y)，得 f(a )=a 2f( )口 ， 

VyEG，由于 口(口 )口=口 6，故 f(a'b)=a2f(口 6)口。。而 口 =aJ ‘≠ ，所 以 

，(Ⅱ )∈t b，ab，口 b}，i=0，1，2。 

当 f(b)：b时，由 f(6，ab)得 

，(a2b)= bf(ab)b． (7) 

若 f(ab)=b，则 f(ab，e)不成立，若 ，(ab)：ab，则由(7)得，，(a2b)=a2b。此时 f= 

， ，若 f(ab)=a2b，则 由(7)得 f(a b)=ab。此时 ，= EEncl(G)。 

当 f(b)=ab时 ，由 f(b，e)得 f(ab)=b。又由 ，(b，a2b)及 f(ab，a2b)得 f(a b) 

=a2b
， 即f=D 6∈End(G)。 

当 f(b)=口 b时 ，令 g=D ．则 g(a‘)=a_ ，g(b)=ab。因此由上述讨论得 

g(ab)=b，g(n b)=a2b。所以 f(ab)=ab，，(n b)=b 即 ，=D ∈End(G)． 

(iv)设 f(a)=b，由 f(a，e)得 f(ab)=bf(b) 。由 f(口，ab)得 f(口 )=f(b)_。。 

又由 f(a，a 2)得 f(a )=bf(6) 。从而 6厂(6) ：f(b)2o得 f(b) =b．矛盾 ! 

( )设 f(a)=ab，令 g=D 。由于 g(e)=e，g(a)=b，故 g满足( 口)的假设 ， 

所以g每Q(G)，由定理 6的推论得 ，每Q(G)。 

( )设 f(a) a2b，则如上类似的讨论，由于 D 告Q(G)。故 ，告Q(G)。 
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第二步，若 fEQ(G)，f( )=z≠ ，则存在 gEQ(G)，而 g(e)=e，使得 ，：旷 。 

若取 g=f—I． ，则 g =， EQ (G) 下面我们对每个 g E End(G)以及 zEG， 

2≠e，来逐个验证是否 ，：旷 ∈Q(G)。 

若 g=0，则 g ：C EQ(G)，而 c EQ (G)．若 g=c，而 fEQ(G)，则 由 ，(z， ) 

得 z = z，Vz∈G 即 zEz(G)={e{，矛盾 故对 ≠e，c Q(G)。对一般的 g， 

若 厂= EQ(G)，则 由 (e，e)得 ，(z一 )=z _厂(2)_。 又由于 ，(zI1)=g(zI1) = 

g(z)I1z，f(z)=g( k 得，g(z)2=zg(z)，即 z与g(z)可交换 从而当 2=6时，g 

= 06或 02；当 z：ab时，g=D 或 p3；当 z=a 26时，g=Da 25或 04。 

而当f=02时，由 ( ， )得 =by，VYEG，矛盾。故 02 Q(G) 又由于 D盘 

= 0 D20azl，0： =o 020 ，故 p盎，0： Q(G)。另一方面，0 ，Of'，0§ ∈ 

Q (G)。 

最后 ．设 f= ，q E G。则 由 ，(z， )得 =＆z，V 5／7 E G，矛盾!从而 0；击 

0(G) 而 0 =060 0 ，其中 5E=06(q)。从而 0 Q(G)，于是我们证明了结论。 
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Abstract． In this paper we give sDme examples of metahomomorphisms on groups，which 

indicate the generality of the concept and are useful for understanding properties of 

metahomomorphisms W e also determ ine the Sets of metahomomorphisms On some groups of 

lower orders． 
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