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提要 本文利用把特征 2域上的典型李代数 嵌^ Cartan型李代数 f5)的结果
． gArrY 

的导子代数以及外导子代数。 

差 ： 中图分类号0153
．

3 一 一  外 手丁t欹 

1 李代数 G2 

我们知道，如果V是特征0的代数闭域 F上的有限维半单李代数 (例如G )，那 

么DeW ：adV(即 L的每一导子都是内导子 )，参见 [3
，5．3 J。但是当 charF：P>0时， 

这一结果是不成立的，其主要原因是 Killing的这一有力工具在此失效了
。 本文的目的在 

于确定p：2时，典型李代数G 2的导子代数。通过计算，可以看出此时G 有外导子存 

在。我们还将计算G：的外导子代数。 

设 是 G 2的根系，Ⅸ， 分别是短单根和长单根。设 ： (̂ 
，h >是 Cartan子代 

数，f̂ ，̂ ， l ∈ }是G 2的Chevalley基。定义(G 2) ：( l ： g+f ∈ >，i 

≠0，(G 2)o： (A ，h ，X ，x一 >，则 G 2=0 一2(G ) 是一个深度为 2的阶化李代 

数。 

在以下的讨论中，总假设p：2。则 G 同构于5维的Heisenberg代数，故G 可嵌 

人 (5)(它是 Heisenberg型的普遍阶化李代数 )中，参见 Ill。以下的记号基本上都 |了[1l 

中相 同a令 V： 0 一2V c K(5)，r
一 2： <1>，V—l= ( l' ，x]， 4>，V o 

(̂ 】，̂ ，el，P 2>，V l= l ^>，V2= >，其中 

h】 xIX3+ X2X4， h x 2x 4+ x5， e】 xl 4，e： x2 ； 

f J=x]x2x 4+xIX 5，f2= lX 2x 3+X 2X 5，，3：X3 5， ： 4X 5； 

，5 xlx]x，+ 2 4 5。 

那么我们有 

定理 1 1 [IV 是同构于G 2的特征 2的限制单李代数 

定理 1．2 设 】~EndV，使得 
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l一^，／5一 l， ．一／f， ，f=l，⋯，4，P【_+e1，e 2一e 2，h1一h1，h 2 h1 

+ 2̂，则 【是V的自同构，且 1_id 。 

证明 直接验证即得。事实上，若令△={ ， ，△ 缸，一(3 + )}，则△，△ 都 

是 的基，故 一％ 一 一(3 + )决定了 的一个自同构。而 【就是由这一根系的 

自同构所诱导出的G：的自同构。 

定理 1．3 设 2EEndV，使得 

l_+1，／5_+，5， 【-÷ 2， 2一+ l， 3_+ 4， 4_+ 3，／】-÷／2，f2_+，I， 

一 ， 一，3，h【一h【，h 2一h【+h 2， l—e 2，e 2一e】，则 2是 的自同构，且IPj 

= id 。 

证明 映射 】， 2， ]， 4)一 2， 】， 4， 3)诱导出了K(5)的自同构。这一自同根限 

制在 V上就成为 V的自同构 ：。 

2 G，的导子代数 

我们知道，z一 阶化李代数的导子代数是 z一 阶化的。设 L=Der，V，则 L= 

0 Lf，其中Lf：{DeLIDV c V ， ∈z)。 

弓l理 2．1 — 兰 ，、 eN。 

证明 由定理 1．2知 是 V的自同构。与【2】中第三章定理 2．10类似地，由 【可 

诱导出 的自同构 ：D-÷妒】D ，使 一 =西 『)j于是 一f L 。 

引理 2．2 =0 一2 。 

证明 由以上引理，只需证明：L．=O， f≥3。 

显 然， 由于 V= 0 一2 Vf，故 = 0，V >4。任给 D∈L 4，则由 V一2 

： 【V一【，V一【】得 DV一2=0，从而 D=0，故 L 4=0。任给 D∈ 3，则 DV一】c V 2。 

设 Dx =kif5， EF，，= I，⋯，4。贝Ⅱ由 l=【 l， 3】=[ 2， 4]，得 D(1)=D[x】， 3】 

： D 2， 4]，从而 【f3+ 3f】=k2f4+k 2，于是 k = 0，i= l，⋯，4。故 DV—l 

= 0，得 DV一2=0，即D=0，所以 L 0 

引理 2．3 L 2=adV 20<ad 【 4 s)，ad 2 3 5)>。 

证 明 首先，容易验证：ad( l 4 5)( )亡 V，ad( 2 3 5)(V)亡 V，所 

以 ad ( 】 4 5)，ad ( 2 3 5)是 V的导子，故属于 2。又 ad ( 【 4 5)(1) 

=e】，ad (x2 3 5)(1)=e 2，adf,(1)=h【，所以ad 【 4 5)，ad 2 3X 5)，ad／,线 

性无关，并且我们只要证：若 DEL 2，D(1)=kh 2，则 D=0。 

显然 D(̂2)∈ 5>。得 l= 【l，h 2]，[1，／5】=hl得 kh 2=D(1)=【D(1)，h 2】 

+【l，D(̂2)】∈<̂ 【>。由此，七=0，故 D(1)=0。由 

xi=【1， 】，f_l，⋯，4， (21) 

得 D f)=0，i= l，⋯，4，即 DV一】=0。而 V 0=[V一-'V】】，故 DV 0=0，从而 D 

= 0。 

注记 2 l 由定理 l，3，经验证易知ad 2 3 5)= 2ad 】 4 5 。 
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引理2．4 工 adVt。 

证明 给定D∈工 则D(1)eV一 。设D(1)=∑ kj, ．，则 

fD—ad∑ }，I)(1)=o， 

故不妨设 D(1)=0。由于 DV c V 2。设DO" )=t,fs， l，⋯，4 则由(2．1)得D ) 

= ，f̂i， I,--,4。而从 

f = ，，5】，i=l，⋯，4。 (2．2) 

得 D )=0 所以，．=0，f= l，⋯，4 则 DV±i=0，故 DV0=0，从而D=0。 

引理2．5 工o=adV o0(ad l 2)，ad 3 4)，ad 2 4))。 

证明 首先，容易验证，ad 2)，ad X 4)，adr 2 )使 v稳定，故它们确 

是 v上的导子，并且它们在 v+2上的作用均为0。 

给定 D∈工o 设 D(1)=k·l。则以D—adkh 2代替 D，可设 D(1)=0。设 D 1) 

= ∑{|l ， ．。令D =D—ad(k 2P 2+kih1)一k 4ad ( 3 )，则D ( i)=k 3 3， 

且 D (1)=o。再以D 代替 D。 由【l，Pil=【l，P 2l=【l，hl】=0，[1，h 2】= l，可 

知 【l，DV o]=0，故 DV oc<Pi，e 2，hl>。 

{殳D(e。)=k{t +k e2+ki)hl，D(hf)=kf+ +k +2．2e 2+k +2ĵ l，f=l，2 

由0= i。Pi]得 0=D[xl，ei】=kI3 i+k12X 2+k3 4，所以，k 3：kj2=ki3=0， 

从而D i)=0。 

由【l，f5】=hi，得 D(h1)=k"hl，又由 i= i，hI】得 k”xl=0，故 D(ht) 

= O，从而 

D )=o。 (2．3) 

由h【= 【，e 2】得 kll=k22。由ei=【ej， 2̂]得 “2=kt3。由e 2=【e 2，h 2】得 k 4【 

= k 。由 2=Ix【，e 2】得 D(x 2)=k∞ i+k【l 2。由 i=【 i， 2]得k42= =0。 

由 2，e 2]=o得 k2i=0。即 

D(et)=kjl l，D(e 2)=k【ie 2+七n̂ l，D(hI)=0，D(h 2)= ∞ei。 (2．4) 

设D(x 3)：∑ i，． 。则由Ix 3，h 2】=0得，1=0， 4=k 。叉由Ixl， 3】=l得f] 
= 0。由 4=[ 3，el】得 D(x4)= 2 【+kii {。从而 

cD(x i)=0,

12X 2 k

。 

D ￡ 12x k X 4。 s， D 3)= + 4， {)= i+ il 。 、 
于是，由 (2．2)及 (2，3)，得 

、  ； k D Izf +ktJ,。 、 D(r3)=，三厂2+2 ， )= + 。 
由 (2l3)一(2．6)以及 D(1)=0知 D=adk et+，2adr txz)+k【1ad 2X4)。 

定理 2．1 Der，V=adV0 <ad ( i 4 5)，ad ( 2 3 5)，ad ( 【 2)， 

ad ( 3 x 4)，ad ( 2 4)，pi，p 2>，其中 pI： lad y< 1 4x，) ，p =r,p 

ad 2 { 5 1。 
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证明 由引理 2．1知 ￡一【=中￡】。又由引理 2 4， l=adVl 故 一l=中ad 】 

= ad l V l= adV一】。 一：= L：，弓I理 2．3，得 一2= 中adV 2 0 <中ad 

】 4 5)l Oad 2 3 5)>=adV一20<pl，P2>。再由引理2．2，即得定理。 

下面，我们来讨论 G 2的外导子组成的代数。记 =DerV／adV，则我们有 

定理 2．2 (I)G 2的外导子代数 是一个 7维李代数； 

f2) 0)=0。故 是一个可解李代数。 

证明 (1)设 】，{ ，叶【， 2，玎3， ，{ 分别为 ad ( l 4 s)，ad 2 3x 5)， 

ad ( I 2)，ad 3 )，ad (X 2 4)，p】，p 2在 中象。显然，由定理 2．1知， 

= <{h《2， l， 2， 3，{ ， > 容易验证，这 7个元素是线性无关的，于是它们构成 的 

基。故dim2=7。 

(2)经计算得， ， 3】=f ， ， 3】= ， ， ]】={ ，i=1,2，而上述基中其余 

元素之间的李运算均为零。所以 “=< ，‘2， l， 2， i， >，故 0 =0，从而 是可解 

李代数。 
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