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素特征李代数概述 

林 磊 (=) 2． 
(华蓦{师范 凡学 数学 系， 上 海， 20O062) 

『】摘要 近20{F来，国内外在素特征李代数的研究中取得了许多突破性的进展．本文是对近年 
来国内外在这 领域的研究成果的～个综述．第 一部 分 是对 Cartan型李 代数的定 义 及主要结 

掏的回顾．然后．重点介绍 r两个萤要的分类定理，即；素特征域上的有限维局艰单李代数的分类定 

理以搜素特征域 卜的有限维 李代数的分类定 理．由于后～分类是在前一分类的基础上完成的，所 

以，本文对第一个分类定理的证明作 r 一个简 的介绍．在第三三部分中，对素特征李代数的表示理 

论方 面取得的成果，主 要是阶化李代数的阶化表， 作 r介绍． 后， 由于分类定理 没有 涉及小特 

征情形，所吼本文对罔内外在构造小特征的 单李代数方面所作的努力作丁彳亡绍． 

关键词型 小特征李 教 ——————～～ ●， ，| l似 
由  、 j 

李代数有 3个较大的研究方向 特征零右限维李代数，素特征李代数以及 Kac—Moody及 

其它无限维李代数 ．素特征事代数即特征 p>0的域 F上的李代数，故也称特征 p李代数 ，或 

模李代数．它的讲究始 丁：本 世纪30年代．特别是对特征 p的 李代数的研究最初是由 Jacob一 

80n，Zassenhaus，Witt以及张禾瑞开始的．到 目前为止，素特征李代数理论的发展已有了50 

多年的历史．值得 一提 的是、近20年来，素特征牵代数的研究取得 了许多突破性的进展．本 

文将对近年来在这 一领域所取得的成果作 一个简单的介绍． 

1 Cartan型李代数 

我们知道，从复数域上的有限维 李代数出发，通过改变基域，可以得到一系列的素特 

征 李代数，这砦李代数称为典型李代数．这 李代数 ，或商去它们的中心后大多是单李 代数． 

但是，除了这些典型李代数外、是否还有其他的孽李代数呢?I937年，E．Witt首先发现了一 

个非典型的单李代数 ，这是特征 >2的域 t的 一个 p维的单李代数． 。有 一个基 
一  ， ， 

⋯
，e ． H-具有李运算 · 

]： 一 lIj， 若 一2< ， ： I， 

。 l0， 其它 ． 

同年．N．Jacobson引入 j‘局限李代数的概念 (参见 21])．一个特征 p的域 F上 的 李 代数 L 

称为 限_乍代数，如果 L带有 ·个映射 p ：L一·L，Ⅱ 4 ‘，使得 
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(1) ad dI PI= (d n) ， n∈ 上； 

(2) ( n)’ = n ， ∈ F， n∈上； 

(3)(口+6)’ ’=n ’+b ’ ∑ ：s。(。，6)， 

其中 (ad(aA+ )) (n)；∑ ： is。(n， ) ’ ， V。，b∈L． 

在以下的讨论中，我们假设 p>2． 

设 4(， )=佃 =(口(I)，⋯ ，a(m))f0≤ o(r)∈Z}．￡。=( ．r，⋯ ，占。 )．对 Ⅱ，卢∈A(m)，记 

(；)=(：： ；)“·( ： ；)．给定n=ctlt,""~Ila ，n ∈N，设 cm，n ： 。e cm 。c c < 
P 。 ．定殳 93(m)是一个无限维的交换的结合代数 ，它 的每个元素都是形式和∑d ，其 中 

。跑遍 A(m)，d ∈F (允许无限和)。乘法定义为 一 

= (。：卢) ． 
给定 ：( ，⋯，月 )， ，∈ ．记 (垅，n)是由所有 0∈A(m，n)张 成 的 子 空 阃，则 

锄(m，n)是 诳(m)的子代数．弛 1=(】，⋯，1)，那么 锄(m。1)~FLXl，⋯，x ’。／( }，⋯， ￡) 

： 日 ． 

对缸个m元正整数组n，在趣(m)上可定义 一个滤过：取锄(m)j-为所有 。。 。的 和(可 以无 

限 )，其中u∈A(m)，nld(1) ⋯ +t 2 a(m)≥，．此 外。 (m)有 一拓扑阶化(即允许无限和)： 

班(仇)=∑棚(m) ，其中翻(m)jI是所有 的张成 ，Ⅱ∈A(m)，” 。(1)+⋯ + Ⅱ(m)：7．这样 

一 个滤过使 (m)具有拓扑代数的结构． 

对 缸个 ，存在 ( )的连续导子D ，使得 

f ⋯ f，若。∈A(m)，0(t)>0， 

D ( )：{ 
【0， 若a(A(m)。“({)=O． 

我们常把 i 作 j．集合 “】D】+⋯ +“ D ∈9-1(m)(或 “，∈ (m，n)) 是 Der~l(m)的 早 

代 数， |己作w(m)(或W (m。n))． 

．

如 果我"j令 

w(m) =∑锄(m) Dk， 

则 ( H)构成 一滤过代数，且它 有 一拓扑阶化 ("z)=∑ (m)⋯，其中 

w(m)J =∑ 棚(m)f 一。 】D ． 
k=l 

对任何 子代数M w(m)，如果定义M = (，rc) r]M，则M便成为 (m)的滤过子代数． 

设n(m)是除幂代数9．1(r几)上 的微分形式组成的代数，我们定义 s， ，ux∈D(m)如下： 

= ∑dx．̂ ⋯，m=2r， 

K=d ⋯ +∑( 一， ．一 ，)，m=2r+1． 
1 l 
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定义 (m)的子代数 (tlI)，Ⅳ(tlI)． (m)如下： 

s(仇)= D∈W (m)：D(u s)=0 (m≥3)， 

(m)= D∈W(m)lD(∞Ⅳ)=0 (m=2r≥2)， 

(m)={D∈W(m)lD【 )∈W(m)∞ } (m=2r+1≥3)． 

对 (m)的任一 自同构 ，对 =W ， ，I4或 ， 定义 

x(m，n， )= x(m)t (m，n)． 

对x=W， ，I4或 ，我们把X(m，n，id)简记为 (m，n)．注意到 W(m，n， )=W(m，n)， 对 

(m)的任意 自同构 成 立． 

在以后的讨论中，我们总假定用以定义滤过和阶化的m元数组是1，但对代数 (m)或 (m， 

n，西)除外，此时，我们取这一数缎为(1，⋯，l，2)，对x= ，H或 ，令X(m，n)⋯ =W(m， 

n)『1 (m)Ⅲ 那幺易证x(m，n)是阶化的，注意到滤过代数x(m，n， )是滤过代数W(m，n) 

的滤过子代数，所以我们可以把对应的阶化代数gr(X(m，n， ))看成阶化代数 gr(W(m，n)) 

=W(m，n)的阶化子代数．一般地，我们把x(m，n， ) ． 称~／Cartan型李代数 (在某些文 章 

中，电称为， 义Cartan型李代数． 

下 面我们来简 单地讨论 一下x(m．n)的结构 ．首先，对于取定的A(m，n)，规定 ：=(p 一 

l，⋯，p m—1)∈^(m，n)．W(m，n)的结构是清楚的，所以我们先来讨论S(m，n)．为此，筏 

们引入以下的散度映射 

那幺，我们有 

fW(m，n)一W(m，n)， 

1∑ +∑： j)． 
s(m，n)=(E∈W(m，n) div(E)=0)． 

为 r考察S(m，n)⋯的结构，我们引人映射 

通过汁算易知 

f"7i(m，n)一 (，n，n)， 
D #{ 

．|一D 3‘1 D D tnDt 

(m，n)̈ 。=<D．J(，)l／∈ (r ，n)，l、：f ： ≤m>． 

给定m∈N，设r是 大 _F 的最大整数，对，∈ l，⋯，2 )．令 

口(，)：。f ' 、 。， 
一

I， r ， 2r． 

另 外，我 们 定 义 

]t：-z ， ， 

，一 r， rt ，一2r． 

那么 ，我 们有 

H(2r，n)={∑fjDjlu( )D．(， ．)=u(j )。 (，，)，l≤、l，，c 
、 】 

定义映射 

3n 
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D。 ：p<2r,y—w(。 ， ， 
， 己； I ( )Dj(，)Dj-． 

显然，kerDH=F】，D ( (2r，n))[圩(2r，n)，并 且我们有 

H(2r，n)柚 =<DH( 。)f口∈^(2r，n)，口≠ >， 

以及 李运算 公 式 

『 Ⅱ(，)，D (口)]：DH(D (，)( ))，f，g∈ (2r，n)． 

最后，我们来 论 K(trc，n) ”．为此，假设 m：2r+1．引入映射 DK； (m，n)-．W (m， 

n)，DK(f)：∑ t，jD，，其中 

rfi= ‘JD (，)+o(i 、Dj (，j， ≤2r， 

【， =2，一∑ ； J JD (，)． 

易知 D 是一个单一线性映射，并且 

D ( (m，n))=K(m，n)． 

通过计算，我们还可发现在 K(m，n)中有如下李乘法公式 

[DK(，)，DK(口)：=DK( )，f，g∈ fm，n)． 

其 中 

=( 一蒿 。 )(f)Du(g)-2-蒿x'~Dj)c 。 c，，+蒿 c，，。 ，。 ，． 
关 于K(” ，n) 的结构，我们有 

， ={ )1 m一+3~。0 (mod pFD mod； 'lIj— ( 。)， m+3三O( 芦) 
定理1．1 假设基域 F的特征p>2 

(1) (m，n)J~．mp ·维的 李代数 

代数． 

那幺 

称为广 义 Jacobson-Witt代数或一 般 CartOn型李 

(2)设 m 3．则 3(m，n)⋯是(m—I)( 一1)维的单李代数，称 为特殊Caftan型李代 

数 ． 

(3)设 m：2r≥2．则 H( ，n) 是p一’一2维的单李代数，称 为 Caftan型 HamiLton李 

代数． 

(4)殴 fn：2r+1 3．则 K( ．n)⋯是 李代数． 当 m 3~O(mod p)时， (m，n) E)= 

K(m，n)是 一 维的；当 m+3---0(m。d p)时， (m，n)⋯是 P“ 一l维的
． 这一代数称为接 

触 Cartan型李代数． 

’ (5)对 =w ， ，H，K， (， ，n) 是 可局 限的 当 且仅 当 n=1． ’ 

2 分类 定理 

本节中我们总假定基域 F的特征p)7．我们要介绍素特征李代数理论 中的两个重要的分 

类定理． 

首先来划画 一下第一个分类定理中所涉及到的那些李代数．对于复数域C 上的每一个有 

3l 
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限维单李代数 A，设 A 是 A的某一组 Chevalley基的 z～张成，把它再扩充到基域F上：A， 

=A ∞F．然后再商去它的中心 c(A，)(当 A羔$【(『])，P} 时，这 一 中心非零)，那么，我 

们就得到了一个基城F 上的 的、并且是局限的李代数．它们对应于不可约根系 A (n≥1)， 

B (7I j2)，c (r~j-3)，D ( ≥4)，E6，Ei， s， ，G2．50年代，Mills和 Seligman用 公理化 

的方法对典型李代数进行丁刻咖 ． 

除 丁典型李代数这 ·类局限 李代数外，还有另一类李代数，即：Cartan型李代数．从 

第 1节中我们知道u(卅，1)二=兰 ．我们把u(m．1)与口 等 同，则易证 W(m，1)：DerBm．把 

Ⅳ(m，1)简记为 ．相应地，把 S(m，1)，H(m，1)(f =2r)， (m，1)(m=2r+1)分别简记 

为 s ，H 以及 ． 是从第 1节中我们 知 道， ，s (n≥3)， 。(m=2r≥2)， ’ 

(m=2r+l≥3)都是局限单李代数．上述所叙述的 w，s，H， 型局限 单李代数，称 为 Caftan 

型 局限 单李代数 ． 

1 987乍，美国数学家 Richard E．Block和 Robert Lee Wilson完成 对有限维局限单李 

代数的分类定理 ．通过这 一分类定理，使 我 们对局限 啦李代数的结构有 了一个完整的了 

解．所以这是素特征李代数研究 中的一个重大突破．下面我们来给出这一分类定理． 

定理2．1(Block—Wilson) 设 F是特征 p>7的 代数闭域， L是F上的有限维局限单李代 

数 ，邯幺 L或者是典型单李代数，或者是 Cartan型局限 李代数． 

返 一分类定理的解决．实际 I：得益于许多数学家的共同努力．它最早是由原苏联数学家 

A．1．Kostrikin~II．R．Shafarevib．在l966年提 出的 ，所 以Block和Wilson实际 上是证 明 了Kostrikin 

— Shafarevi6猜想．对这 一分类问题作出重要贡献 的数学家还有：已 故 的 B．Ju Welsfeiler， 

V．G．Kac，S．P．Demu~ki．．G．Sel Jgmatt，I．Kayla z~sky，G．M．Benkart，M．J．Osborn以及 H． 

Strade等 教授 ． 

面，我们把这 t}类定理证明的主要思蜡 简单地彳r绍 一下． 

假设 L是fE一有限维单李代数，L。是其极大 于代数，L ．是包含 L。的ad L。一不变的子空 

间，使得 L一．／L。是ad L。-- 可约的．根据 E．Ca rtan和 Welsfeiler的方法，我们叮归纳地定义 

L的 ·系列 子空问 L，如 F： 

L 1=EL L I+L ． [I 0， 

L +I= ∈Ltl ， I 1̈_『If}， f≥ 0． 

这样，我们就得到 L的 一个滤过，称为桕伴 f极人于代数L。的滤过．设 G=∑Gf，G{=L ／ 

+ ． 那么 C是由 该滤过 所相伴 的骱 亿 代数． 

分类定理的第 一个重要步骤，是从 Kostrikin和 Shafarevi~在l969年，Kae，Wilson在7n 

年代 以及 其他数 学家 一系列 工作的 结果所得 到 的以下 所谓 的 “识别 定理 ”： 

定理2．2 舢̈ (识刖定理) 设 L是F上的行限维单李代数，L。是其极大子代数．赋予 L 

一 个柏伴 r L 的滤过．设 G是相伴的阶化代数．假设 G满足： 

(1)G 是局限李代数． rLGo是 一蝗局限理想的直和，这些理想是典 的，gl(n)， 

5l(n)，pg【(n)，若pl n，或者是交换的； 

‘2)G。任 G一 上的作 川是局限 的； 

(3)如 粜 i 0。 ∈G ．且 ．G ]=0，则 =0； 

那幺 ． 或 者 是典型 ∞ ，或 者是 Cartan型 的． 

接 F来的工作，是对局限李代数 L，怎样找到合适的极大 子代数L。，使得(L，L。)满足识 
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剁定理的暇设．寻找L。的方法有两种．笫 ·种方法用在低(环面)秩代数的情况．事实上 我 

们可对秩 l霸l秩 2的满足墓 限制条件的半 局限李代数进行完垒的分类．其中，关于环面 

秩 为2的分_类 E要用剑 rBlock l969年所{_!_}的结果，即 Block定理 ，它确定了所有具有 

极小理想 的微分单环．这些低秩乍代数的分类有助 于对 一般秩 的情况能够找到合适的L 。 

第 ：种方法是耐一般秩的情形采用埘部分析疗法．住此，Block~lWilson引入了所谓“截 

面 ”的概念．设 ^是个局限乍代数， 71硅^的一个极大环面，则有 ^关于 71的Cartan分解： 

A=C (T)+∑ ∈r，1 ．如 果 ∈厂(或 ，。．卢∈厂，Ⅱ，卢融 j， A 。=∑ {∈ A{ (或．A ’ = 

∑ ，j∈zA!̈ j )以及 0 =A ／solv A (或，Af q， =A⋯ ’／solv A )．代数 AEa3(或， 

AEa，口])称 为A(Z-f 的)秩 J(攻，秩 2)的截面．此外还0}入 l『 “正常根”这 一重要概念． 

满足识别定理的极大子代数 L ．必须乜青 -个具l仃某些镀好性质的极火环面 ， 中一个重要 

性质即要求正常根尽可能地多．利刖Winter共轭，任 L是局限堆李代数时，“r以找到一个具 

有极大维数的坏面 71，使得兑 t：丁的所有根均是J 常的．这些工作J{需在秩 2截面上进行即 

可 ． 

最后，在有 了这样 的71之后，再坚找 ·十 f-代数 0．取L。是 L的包含0的极大子代数， 

可证Lo满足戳别定理的要求 从而完成 _r分类定理的征明． 

在局限单李代数分类定理的基础 J ．之后人们义t1：始了对一 般的有限维 单李代数的分类 

问题的研究．在这方而，早芷1970年，Kostrikin就枉法阈屉嘶 举行的闰际数学家大会上，提 

出了他对这--@题的猜想，即所 谓 的 “广义 Kostrikin—Safarevi~猜想”．所以人们研究的目 

标就是要验证这一猜想是否成立．经过许多数学家的努力，其中包括Block，Wilson，Benkart， 

Osborn，特别是 H Strade的杰m工作，终 在】989~ff-完成了这 工作．具体地 说，就是得到 

了以下的第 ：个分类定理． 

定理2．5 特征 P>7的代数闭城 J：的有限维 李代数或者是典型李代数，或者是 Cartan 

型李代数． 

这 ’定理的证明一分为几个部分 ，分别发表在不同的杂志上 ，主要由Strade所完成 []6-t D】． 

其证明的要点在于： 旨先是充分利用了局限李代数分类定理的方法和技巧．其次是引入了P一 

包络的概念，井发展 了p 包络理论．第三，Strade g『进了所谓 “绝对环面秩”TR(K， )的概 

念 ，其中 是任 李代数 的子代数．最后，对 于半 单代数 L，通过把它嵌入其导子代数， 

可得到子空间 。：一∑}： L{ ，其中 Ⅱ是根，通过对根 a的讨论 (实际 [ 是对 性质的讨 

论)，可把搬分成四种情况 ：A，B，C，D．然后，对 这 四种情况分别进行处理 ，便最终完成了 

分类定理的征明． 

．  
5 表示理论 

素特征域 的李代数的表示理论与特征零的域 L的表示理论有很大的不同，对于单卒代 

数 的表示尤 如此．对 于特征零的代数闭域上的有限维半单纯李代数的有限维表示，有许多 

很好的结果，其中包括著名的Wely定理，即完全可约性定理．并且，对于这样的代数上的不 

可约模的结构，也知道得很多，因为它们部是最高权表示．但是对于素特征的情形 ，甚至半 

、 单纯李代数的结构也 是很清楚，不用说它们的表示 ．即使是单李代数的情形，也有两类 

代数，即典型李代数和 Caftan型代数．并且，此时完全口丁约性定理不成立，所以使得表示理 
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论比特征零时要复杂得多，因为此时除 了要考虑不可约模之外，还要考虑不可分解模 ．对于 

典型代数，也不象特征零时那样，不可约模都是最高权模．总而言之，素特征域上的表示理 

论基本 上不能用特征零的方法来建立．不过，对于素特征的表示，至少有一点优势是特征零 

时所没有的，这一点就是 面的 

定理5．1 (N．Jacobson) 设 F是一个正特征 p的域．假 定 ，．是F上的有限维李代数． 

那幺每个不可约L一模 都是有限维的． 

由。]~Cartan型代数的表示具有更多的特殊性 ，所以本节中我们主要介绍 Cartan型代数的 

表示 ． 

谈到 Carta,n型代数的表示，人们 自然 会提到最 早从事这方面研究的张禾 瑞 教 授 ．1941 · 

年．他在德国学习期间，在E．Witt和H．Zassenhaus教授的指 导下，对 FWitt代数，即 的 

不 可约表示进行了研究，并且确定 rWitt代数的所有不 可约表示 ．在以后相当一段时间内， ． 

这 一结果是非典型单李代数的表示理论方面仅有的成果 目前，在 Carton型李代数的表示理 

沦方面，已经取得了相当一部分战果．其中，沈光宇教授对1：阶化C~rtan型李代数的阶化表 

示方面的 亡作是十分重要的，因此，我们对此作一简单的介绍． 
‘

先，沈光宇提出 r 吖申张”的概念和模的混合积的概念，并讨论了它们的性质． 

设 u是一个交换结合代数．如 D “，D 是 !J上_-组两两交换的微分，则微分 集 = 

(∑d D j d ∈u，是一李代数．令 M( )=gf(n)是以 -．' I为基的 n维线性空间 『 的 

所有线性变换的李代数， 为满足 ．， =d， 的线性变换，考虑田 (n)=u@，M( )，它 

在换位运算 。 ^， 日 =d 0 ，1．日 F是 一李代数，如 L。是 (n)的一个子代数，则 

r 一 ～ 一  、 

L= D=∑ D ∈Kf∑Df(。j)@Ef ∈u圆，．。} 
{ 。z·J 

是K的 子代数． L称 为 L。在K中的伸张 】． 

令，．o为吖(n)的子代数，L为L o在，(中的伸张， =，．①!J．如 P。是L。在模 上的表示 ， 

p是 在模 U上的容许表示 面≈∈F，夸 

k(D ，)：卢v(Dt七，)+(pl ④po)(西)， 

这里D∈=L，，∈u， =∑D r )0 ∈ 9M( )．则 是 在 u@V E的表示 ⋯】．表示 

(模 u@ )称为 卢和 卢0(U和 V)具有膨胀系数 的混合积，记为卢㈨ Po(U㈨ )． 

定理5．2 设 L o为M(n)的局限子代数， L为 Lo在 中的伸张而k是F的素域 p中 

的元，如 L是局限代数，p，口相应为三及 L o的局限表示而 p是容许的 则 ㈨ 是 的局 

限表 示 ． ． 

其次是引八了阶化 李代数的正、负阶化摸的概念，对它们作 了一般 |寸论，并把结果应用 

干阶化 Cartan型李代数的趼化模 ”“． 

阶化李代数 =@ H z￡ 的模称为正 (负)阶化摸，如 =0 。 ．且 ￡，Vi i+f(￡ 

Vf { )．如 ≠0(必 要时重排足标)，总 殴 l，0≠0．v 0是一 o～谟，称为v的底(顶)空间． 

定理5．5 设 ￡为阶化李代数．对每一不叮约 o一摸 。 在同构意义下，存在一个且只 

有一个不可约正(负)阶化 ￡模以 V o为其底(顶)空间． 一 、 

对 于阶化ca r【日n型李代数的阶化摸，主要讨论了可迁L一摸u >司 。以及诱导模 k x]v。， 

得到了一些很好 的性质．其中 u， 分别表示除幂代数及多项式代数， ￡表 示 1)'cB ) 中 

的饪一李代数． 
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通过对于混合积和正负阶化模的讨论，在文献fI ]中，沈光字确定了在 特 征≠2，3的域 

上的Cartan型W，S，H型 李代数 L(n)和 L(m，n)的所有不可约正负阶化模．此外还确定了 

L(m．n)的所有不可约正 负滤过模．对 于 L(H)，每个不可约负滤过模都是负阶化模．然而， 

存 在 不是阶 化模 的不 可约 正滤 过模 ． 

1992年，R．R．Holmes对局限接触Cartan型代数确定了其不可约局限模(由洗光宇的结果， 

是阶化模)．除 了少数例外情形． 

1 093年，博士研究生胡乃红对 一般的有限维接触代数确定了其所有不可约阶化模 口 ． 

4 小特征李代数 

小特征李代数的研究与大特征完全不同．许多的工具和结论在此部不能使用．所以，关 

于p≤7的 李代数的分类问题 目前还是一个悬而未决的问题．在这些小特征中，最有希望的 

应该是 p=7的情形，因为大多数李代数方面的专家认为，分类定理应该对 P=7的情形也成 

立，只是还有一·些技术上的问题．但是，对 于P=2，3，5，分类定理一定不成立．当p=5肘， 

原苏联数学家 G．M．Mellkyan举出了 一个反例 ，这一族代 数 现 被 称 为 Me!ikyan代数． 

Melikyan{~数是已知的特征 5的代数闭域上的既不是典型的又不是 Caftan型的单李代数的仅 

有的反例 ．”r是这一代数却满足识别定理．以后，M．I．Kuznetsov对 这一代数又作 了操入的 

研究 ．对 1F特征 3，有诈：多既不是典型代数叉不是 Cartan型代数的反例，在这方面，M． 

Frank，Kostrlkin以及 Gordon Brown都举出了一 反例．其中以 Brown在 这 方面的工作最 

多 ．他还在这方面写过综合性的文章．在小特征李代数中，尤以 P=2的研究最困难，因 

为此时连许多典型李代数都退化 l『．并且，在最初 Cartan型代数的研 究 中，H， 型代数在 

p：204甚至部没有定义．此外，从 下面的定理中，我们不难发现p=2时研究的特殊性． 

定理4．1 设 F是特征P=2的域，那幺在F上不存在环面秩为 l的有限维局限单李代数． 

下面 我们来讨论一下特征P=2时的Cartan型代数．对于这一课题的研究，应 该归功于 

已故的 Weisfeiler教 授．正是由于他l 983年的北京讲学以及他 的建议 ，才引出了薛小西对于 

H型f 数以及后来本文作者对于 型代教的讨论．在此，我们假设基域 F的特征P=2．对于 

l 型代 数 ，我们 有 

定理4．2 (1)如果 m 、l，则 W(m，n)是单代数． 

(2)如果 rI 2，则 W(1，n) 是 代数． 

(3)W (m，n)⋯ 是 可局限 的 且 仅 当 n=1． 

对 T：S型代数，结论与太特征时是一致的．对于H代数，其定义也 与大特征时一致，并 

且有 

定理4．5 假设 r≥2或 r=l怛 n≥2，那幺 

(1)H(2r，n) 。 是单李代数． 

(2)H(2r，n) 是 可局 限的 当且仅 当n=1． 

对于 型代数． _L殳m=2r+l， _．1 r)是 F的子集 ，且满足条件 

t + i r：l， l≤ t≤2r． 

定 义映 射 

r)⋯ 』ll(m， ) W(m，n)， 
～ 【，H ∑ ，jD，， 
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其中，， =Dj．(，)+ j D (，)，l 2 ，， =，+∑； 。 D (，)．则 DK是单一线 

性映射．1 (m，n， ；)为lI(m，n) D F的像，m0 (m．n． 。)是 (m，n)的一个子代数 ． 

任给 ／， ∈U(优，n)， 改[Dk(，)，D ( )]=Dk( )，则 

(，+i∑
= t 

‘Di(，))( +( 荟 ‘D E( ( ，)) 

∑ (D．(，”(D ( ))． 

由于 D 是 恤射，我们 - 把 ( n， ，) ll(优，n)等同．从而有 

定理4．4 、 ( ) (『『l，n， ，)。。 是 单代数． 

(2)巫口果 r I(mod 2)，则 ( ，n， ，) = (优，n， {)j 

如果 r__̈_0(mod 2)，则 K(m，n， ，)。。。=< I n∈A(m，n)，Ⅱ >． 

(3) (m，n， )⋯ 是 叮局 限 的当且仪 当 n=1． 

对 J：局限Caftan型李代数，本文作者还计算了它们的导子代数 ” ．对于非局限的情形的 

型代数的 导子代数，我们有 

定理4．5 (1)发 r是大干 l的奇数，那幺 

Der (2r+l，n， ．)=ad (2r+l，n， ．)④M， 

其中 M =<D}’Ii=】，⋯，2 +】， ．<n >． 

(2)设 r是偶正数 ， 邡幺 

Der (2r+l，n． 。) ”=ad (2r+l，n， ．)。。 Dad ①M． 

本l文作者1989年在特征 2的域 f：引人了一类 与H型代数性质非常相似，但又完全不同于 

型代数 的新代数 _p(m，n)．根据沈光宇教授的建议，后把这类代数命名为非交 错 Hamilton 

代数 ．下面，我们把这类代数作 一简单介绍． 

设 P (m，n)={∑ ， D ∈W(m，n)ID．(， )=Di(，．)．1≤l， ≤m}． 

那么容易i【E明，P (m，n)是 W(m，n)的子代数(作为滤过及阶化)． 

定义映射 

r￡l(m，n)一 W (m，n)， 

I，1。∑?：．D (，)D ． 

则 kerDP=Fl，P (m，n)： DP(U(m，n)) P (r ，n)．定 义 

尸(m，n)： P (m，n) ”． 

可知 ，如 果 n≠1，则 _p(m，n)=P (m，n)；如 果 n=1，则 

P( ，n)=<DP( )I口∈A(优，n)，n >． 
我们 有如下 

定理4．6 (1)假设 n一'，则 P(m，n)是2一‘ l维单代数． 

(2)假 设n=1，捌4 P(m，n)是单 的 当且仪 当 ≥4．dim P(m，1)=2协 2． 

然而． i一般的Caftan型李代数不同，我们有如 下 

定理4．7 假设n 1或 n=1，但 m≥4，则所有代数 _p(m，n)均是不可局限的． 

此外，通过对其 导子代数的计算 町以证明，其通常的滤过在某些条件下具有不变性．特 

别地，P(m，1)的通常滤过是不变滤过．于是它 是一类新的单牵代数 ．可以|正明，当m≥4时， 
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时，P(m，1)与 Kap|ansky在【lJ 1中定义的第一类李代数 G(m)是同构的． F是 我 们 得刊了 

G(m)的 许多很 好 的性 质 ． 

除 r以 L我们所构造的非交错Hamilton代数之外，人们还构造了许多既非典型的，又非 

Cartan的代数，例如，Kaplansty在[1{ 中就构造了四类这样的代数．沈光字利用普遍阶化李 

代数的方法，通过对G 型典型李代数进行变形，也在特征 2上构造了一系列低维 的新的单李 

代数 ⋯ ．总之，在 特征 2以及其它小特征李代数方面还有许多工作可做 ，而对这些代数进 

行分类目前看来还是～项非常艰巨的任务． 

致谢 作者对在本文写作过程中给 予支持、帮助并提出很好建议的沈光字教授表示感谢 ． 
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A Survey OIl Lie Algebra of Prime Characteristic 

(DepI．of Math．，East China Norma~University，Shanghai，28806 2) 

Ab st ract During recent twenty years，in the study of Lie algebra of pri~ne 

characteristic， a lot of outstanding advances have been obtained． This survey paper 

Conee[ns with maior achievements．It is essential(1)to recall deflnitions and strut— 

tures of Lie algebras of Cartan type； (2)to~ntroduce emphatically the tWO important 

classification theorems： the one of finite dimensional r~stricted Lie algebras and the 

other of non—restricted ol2es} (3) to make a survey o'f the results on the representa— 

tion theory of Lie algebras， especially， on the graded representation theory of graded 

Lie algebras．In addition． since both the classification theorems do not oonc8rⅡ with 

Lie algebras of small characteristic， achievem ents oil the constructions of simple Lie 

algebras of small characteristic are reviewed． 

Key word s Lie algebra of prime eharacteristicj Cartan type； representation 

theory； small characteristics 
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