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提 要 _。‘ ～ - 

本文讨论了三角函数在有理度数上的取值的代 性质，襻出其取值均为代数数 
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1 主要 结果 

首先，我们来 回忆一下代数数的定义。设 “∈C，若存在一非零多项式f(x)eQ[xl， 

使得 “)=0，则称 “是一个代数数 (参见[1，第4章])。我们的主要结果是 

定理 1 设Ax)是任一三角函数，a是任一有理数，且使得 口。)有定义，则 口。) 

必是代数数。 

由定理 1容易得出 

定理 2 给定 g(x)EQ(x)， )是任一三角函数，a是任一有理数+使得 g 口。))有 

定义，则 g 口。))是代数数。 

2 定理 的证明 

由代数数的定义，容易得到 

性质 l a是代数数当且仅当[Q(口)：Q]<∞+即Q(口)是Q的有限扩域。 

性质 2 代数数关于四则运算封闭，即代数数全体构成复数域 C的子域。 

若我们把全体代数数组成的集合记作 ，则由性质 2知 是复数域c的子域，并且 

我们还有 

性质 3 aEA当且仅当存在0≠，(x)EAIx】，使得 口)=0。 

证明 由于 QcA+故必要性显然。 

充分性：若存在f(x)： 芑口 ∈A【 】+使_厂(口)=0，其中 a ≠0。于是，( ) 
0 

∈Q 。，⋯，口 ) ]。令 K Q(a o，⋯，口 )，则 [ (口)：KI≤ a而由于每个 口 EA， 

故 ：Q】<∞。所以， (口)：Q】： )：KI ：Q】<∞。于是 

[ (口)：Q]： (口)：Q( )】[Q(口)：Q】<∞， 
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即 [Q )：Q]< o。。由性质 1知，口∈ 。 。 

引理 1 sinO∈A当且仅当 cosO∈ 。 

证明 如果 sin06A，由于 sin 0+ cos 日= 1，应用性质 2和性质 3，即可知 cos0 

∈A。由对称性即知反之亦然。 

由于引理 1，在以下的各 f理的证明中，我们只需在命题 sina。∈A和 cosa L=A之 

间证 明一个即可。 

引理 2 sinl8。，Cos18。 。 
． 

证明 由计算知 siol8。亍二 。由于 是 。一5=0的根，故 ∈ 。所 

以由性质 2知 sinl8 ∈ 。 

引理 3 sinl5。，c0s15。∈ 。 

证明 由于 sinl5 满足方程 

1— 2x = cos30。 

而 cos30。= EA．故 sinl5 EA。 
L  

引理 4 sin3=，cos3。∈ 。 

证明 因为 sin3。= sin(18。一 l5。) 

理 2，引理 3知 sinl8：，cos18。，sinl5：， 

引理 5 sinl。，cosl ∈A。 

证明 由三角恒等式 

sinl 8。cosl 5 一cosl8 sin15 ，由弓 

eosl5 ∈ ，故由性质 2知 sin3。∈ 。 

cos30= 4cos 日一 3cosO。 

知 cosl。满足方程 

4x 一 3 — c0s3。 ： 0。 

于是由引理 4以及性质 3知 cosl。∈A。 

引理 6 若 cos(2a)：∈ ．则 sina。．cos~t ∈ 。 

证明 类似于引理3。 ；。 

引理 7 若 cos(／／a)。∈A，其中 ∈N，则 sina=，cos~t。6A 

证明 由引理 6，不妨假设 =2r+ 1是奇数。 

由棣莫夫公式知 

c0s 日=
． 
(一1) (筹)c0 一 日sin 日 

=

，  (一l ( )c。s” 日(1一cos 20) 。 
所以COSt／ 满足方程 

． (_1) (易) (1- 一 圳。=0。 
由于上述等式的左边 x”的系数为2 ≠0，所以，存在多项式 0≠厂( ∈A[x J，使 

得flCOSa。)=0。由性质3，得 COSa。6A。 
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弓I理 8 若 sina。，sinb。∈ ，则sin +6)。∈ 。 ． 

证明 利用公式 

sin(a+6)。：sina。cosb。+cosa。sinb。 

以及性质 2即得。 

膏曩 l 对于任意给定的有理数 a，我们有 sina。∈ 。 

首先，由引理 5知，sinl。∈ 。又由引理 8知：V，，IcN，sinm。∈ ．于是若m 

∈z，则sinm。∈ 。再由引理7，VneN，sin )。∈ 。于是命题得证。 
定理 l的证明 由上述命题，定理 l对，h)=sinx成立．于是由引理 l知，对m ) 

=COSX也成立。因为 

t ， ctgx= · 一 = ， c 一 ， 

所以由性质 2可知定理成立。 

定理2的证明 设g( )= 岩，其中gl )=．曼 ．g：( )= 兰6 』eQ 】。则 
由性质 2和定理 l知 

从而定理得证。 

g 口。))= 

Z a~ffa。) 

z b Ⅱ。) 
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Abstract 

This paper discusses an algebraic property of values of rational degrees of triangle fon c- 

tions．W e obtain that they are all algebraic numbers
．  
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