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④ 特征p=2的无限维Cartan型李代数 m)* 

一 舭 师范 ⋯  ⋯ 范 ∞  

提 要 

《=) 3- 

文[1]讨论了当基域的特征数p>3时，无限维Carl,an型李代数的性质．本文证暇了当基 

域的特征数 p=2时 由 P 世 微分型定义的无限维的,0arta~型单李代数 五(m)的滤过不变 

性．然后讨论了 正(m)的自同构与它结合的除幂代数的自同构的关系，证明了五(m)的每个 

自同构均是由它结台的除幂代数u(m)的自同构所诱导的． 

关键调 Carta'n型牵代数 (m)，ad一幂零元素，特征． 

1 B(1。91)主题分萎 17Bfi5． ～  

§1．滤 过 不 变 性 

喜考望享矸致 
无 维  

本文总假设基域 F的特征数是 2．设 m≥3是正奇数．r= ．对 c,ENm，夸 

l I。曼啦．设口(m)是由生成子t扩1“∈Nm)和定义关系 ：( + 1 + 决定的缮 
‘- 、 ， 

舍代数 ． 我们知遘，口(m)∞一<扩!l“I—t>给出了U(m)的一个阶化结构．口(m)·一 
r m 1 

0口(mh给出了相应的口(m)的滤过结构．我们称 (m)=1∑，·D|I，I∈口(m)}为W一型： 
扫 ‘ L‘一1 J 

李代数，其中 n 是使得 D。( )一 ‘的特殊导子．令 

T (m)[‘]=<，D．I，∈口(m)̈ 1】， 一1，⋯， > 

则 W(m)是阶化李代数，并且 { (m)·}． 一 给出了 (m)的相应的滤过结构． 

令 pJ∈F， 一1，⋯，2,r 使得 

p，+ p 一 1， 

其中j =j+r 若 1≤j≤n．f，一j—r，若 r<j≤2r． ， 

Pfaff微分型∞=d m+∑ j 珏 决定了W(m)的子代数 
，—1 

(m)一(DEW(m)l三b∈口(mJ· ． 

我们称 rm)为特征 2的无限维 一型李代数． 

设yE口(m)．-令 

D (，)=蓍(D， ，+m ’m，)D，+I，+著 。 )j’-． 
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仿照 【2]， 得 D (，)∈置(m)， 且 置(m)一{D (，)1f∈盯(m))及[D (，)，p (9)]一 

Dz )，其中 

h- +蚤 ，，)珊 + +蓍 D )Dmf+蓍‘D ) )． ( - ) 
令 ) <D五 j I l I+‰ +2)， 

则 (m)一0 (m)m是阶化李代数． 设{ (m) }· 是相应的滤过结构．直接验证 
2r 

可知， (m)Dc (m)o W(m)o几 (m)一 (m)o．因为 D冒( )一矿。功 +∑ 

矿· + · 一，D 譬 (m)1．所以 (m)l荜 (m)1．但是 (m)jc (m)i． 

设 一(三 )．我们知道，日p(2r)一{ “) 2rI (蜘)一(％) }是辛李代数．用 
e．j表示( ，j)位置是 1，其余位置是零的矩阵．显然有计算公式 

b 8 I]一6 翰一6 8 ． (1．2) 

设 五是李代数，D∈三，如果 add是 五 的幂零 自同态，则称 D是 ad 幂零的．当 五一 

(m)时，如不致混淆，我们也简称D是 ad-幂零的． 

命嚣 1．1 (i)设D—D，+Dr ，其中D ∈ (m)[1]，Dr ∈ (啦) 十1，若 D是 ad—幂譬 

的，砌 D，亦然． 

(ii)设 D∈ (m)是 8d一幂零的，砌 D∈ (m)o． 

设 ，是 (m)∞r模 (m)c． 所提供的表示．我们仍用 ，表示在基底{五l1J⋯，D 

上它所结合的矩阵表示，即 

，：W(m)[o】— g (m) 

D一∑峨 ‘．Dj ÷一(啦 )‘． 

下面的命题在特征 一2时仍成立． 

命题 1．2 (i)([1]的命题 3．2)设 DG (m) ，砌 D是 8d r幂零的当且仅当 

)是幂零阵． 

(ii)([1]的定理 4．1)设 三是 (m)的任一子代数， Ⅳo一{DfDG (m)coh，(D) 

是幂零阵}， Ⅳ= Ⅳo+ (m) ，则集台 AⅣ中每个元素是8d 一幂零的． 

因 (m)ocW(m)o，故 (m)o的任一元素D可唯一地表为D Dl十五 的形式，其 

币 一 目· ‘‘功 ∈W(m)∞]， ∈ (啦)-．直接验证可知 

r： (m)o (m) 

D—Dl十． ，(Di) 

是 (m)o的一个矩阵表示． 

命匮 1．8 D∈ (m)o是 8dz(蚋)一幂零的当且仅当，(D)是幂零阵． 

证 若 于(D)是幂零阵，则r(b )是幂零阵．由命题 1．2的(i)知，． 是8d r幂 

譬 的．由命题 1．2的0i)知，D是 ad 广幂零 的．极 D是 8dz r幂零的． 

反之．若 D是 8d ( )一幂零的．设(8d酌 ) 一o，则对 V6：，⋯。 E．F，有 

0=(ad五㈨D ”《 6 丑E(盘“)+矗mD (1)) 
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目(ad1r( )( + )) (∑ ； ) (rood (m)0) 

§(ad ( n) (∑6 f)(moa~W(m)0)． 

故(&d ( D1) 一0．从而可知，，(上 )是幂零阵，故r('D)是幂零阵． 

设 。是于在 (m)∞ 上的限制，则 是 (m)∞】的表示．通过简单计算可证明 

以下 

命蘧 1．4 。是忠实表示．进而 

Do(K(m)[o】)一日p(2 o0 ∑ 8“+B )- 

~sp(9r)。一{( )． 
定义 若sp(卸)的子代数刀是由幂零阵构成的，则称 刀为诣零子代数． 

命题1．5 (i)sp(2r)由它的所有幂零阵生成． 

(ii)目p(2r)中存在两个极大诣零子代数 刀 和岛，使得 丑n 一0． 

证 (i)设 Ⅱ 是 日p(2r)的所有幂零阵生成 的子代数． 只须证 sp(2r)的标准基 {口坤， 

(1< <2 ， ·，+ (1< <j<2 )}含在口 中．而这可通过计算得到． 

(ii)由计算知，子空间A1一<8“，(1≤t<r)，e· +口 (1< <j< >与A 一 ，+· 

(r<』<2 』 > )>都是sp(2r)的子代数，并且—“是 Abel子代数以及[4b c 1． 

所以刀 ； + 是 印(2 )的子代数． 

对v ∈丑 ，则$可写成分块阵的形式： ． )，其中 与 是幂零的 阶矩阵 
块．设 K =0一 ，则 ；0．故髓 是诣零子代数．下面证嘎刀l的极大性． 

对 Vg∈卵 2r)＼刀 ，砌 由∞与 刀t生成的子代数 日 含有如下形式 的非零阵： 

一 ∑ + ∑
．  

(e‘ +8j )+
． 罩 ô (8‘ +BJ )． (·) ” 

通过对以下三种情形分别讨论，可以证嘎 丑 不是诣零子代数： 

① 在(·)式右边的系数中，有某个o P O，其中1< <n <膏(此时必有 <i<新)． 

② 在(．)式右边所有的o =O(1< ≤ j <‘)，但有某个 0(r< <2r)． 

⑧ 所有的 ，(1≤ <n ． <r)与所有的 o (r< <2r)均为零． 

令 B。一t IQ∈刀 )，则 岛 也是极丈诣零子代数，且 甄 n岛 一0． 

命题1．B Ⅳ 舡‘ ’ )(印(2 o)一，o( (m)M)． 

证 由命题i·4，只须证 “+̂一)，印(新·ojc日p(卸)a即可． 
设霉是 (m)的子代数．若 毋的子代数 的每个元素都是 凸a f ，一幂零的，则称 

是 口 的8d-幂零子代数． 

命题1．7 (j)若 是蜀( 的极大Bd一幂零子代数，则 ，+ (m) 是 (啦)的 

极大 3d幂零子代数． 

㈨)设E 1‘∈ )是 (m)m的所有的极大ad一幂零子代数，则{ + ( 也1‘∈ ) 
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恰为 (m)的所有的极大 ad幂零子代数． 

我们用 nil表示 (mj中所有的 ad一幂零元素的集合． 

命题 1．8 (i)设D∈ (m 、 (m) 则存在国∈nil，使得[D 卸 车 (m)o． 

(n)设D∈ m) ＼ m)0，则存在 ∈nⅡ，使得In，明 车 (m)o． 

证 (i)设 D一日D (1)-I-D ．其中D， (仍)山 ∈ ，疗 0．设 j肼 ( ‘。l_)， 

其中 1≤ ≤新．则 ∈nil．易知[D， ]车 (m)o． 
口r 

(ji)设D一∑。工 ( )+D ，其中 ∈ (m) 且某个田≠0．令 一 ( 嘶，)． 
i— l 

刚 ∈nil且[上}，曰]畔K(m)o． 

定理 1．1 (m)。是 (m)的不变子代数． 

证 设To是由niln (m)m生成的子代数．由命题 1．8与 1．4知，n ( )恰是由 

卵(2 )。0 Ff莹 ．e“+B )中所有幂零阵生成的子代数 于是 。 o)惜是由日p(2矿)o 
中所有幂零阵生成的子代数． 由命 题 1．5知 亍。(To)一日p(新)o． 由命 题 1．6知【亍o( 

(m)∞ )，月p(新)o]csptir)。．故[亍o( (m)M) 亍o( )]c_0( T0)．因亍。是忠实的， 

故[ (m)【们，T0]cT。． 

令 Nil是由nil生成的 m)的子代数．卿 TocNil．易知，对 vD∈ (m) ，砌 r(D) 

是幂零阵．于是由命题i．3知， (m)1cnilcNil，所以 0-I-K(~)acNil．若D=z)0+ 

D ∈nil，其中Do∈ (仍)【口]】 ∈ )i 由命题1．1的(i)，DoGnil 故 ∈To，从而 

D∈To十 (m)1，故nilcTo+．K(m)1．因To+ (m)i是子代数，故NⅡc } (m)1． 

从而 Nil T0+ rm)l_于是 

[ (m)【0]，Nil] 
一 [ (m c。】，To十 (m )]c[ (m)[0]，To]+ (m)|cT0+ (m)1一Nil． 

所以 Ⅳ t )(Nil)3 (m)[o】+Nil一 (m)o．由命题 1．8知，Ⅳ )(Xil)一 (m)o，因而 

(m)o是不变子代数． 

定理 I．霉 (i) (m)z是 (m)的不变子代数． 

(ii){ (m)。lt 一。是 (m)的不变滤过． 

证 由命题 i．3、命题1．4和命题 1．5的(ii)知，存在 (m)【0]的极大 ad (mr幂零子 

代数 与 ，使得 n 一0，从而可推得( + (m)i)n( + (m)z)一 (m)1． 

设{ 1 ∈ )是 (m)【0]的所有的极大8d r幂零子代数的集合．设 三是 (m) 

的所有的极大 ad-幂零子代数 的集 合． 由命题 1．7知，三一{ + (m) 1 ∈d1． 故 

n ( q + (m) 一 (m)1- 
‘EA 

设 是 (m)的自同拘．由 也是 (m、的自同构知， 诱导出双射 

． 三 三 

b-> (毋)． 

从而三一 ( + (m)1)i ∈d1．故 n ( + (m)z)一 (m)i．所以 
⋯  

( )i)一 (n ( 十 (m)i))c n t + (m)i)一 (m)k 
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(ii)由(i)和定理 1．1即得． 

注1．1 用以上方法可以证明，当基域的特征为2时，{ (m)l】。，一t是 (m)的不变 

摅过． 

§2．自 同 构 

下面我们讨论五(m)的自同掏与它结台的除幂代数的自同拘的关系． 

设,rEAutu(m) 则映射；：DI--* 是Deru(m)的卜 十 自同掏．设Ⅳ是 

DerU(m)的子代数．令 

Au七(U(m) Ⅳ)一如∈Am U(m) ；(Ⅳ)cⅣ ． 

则A (U(m)，Ⅳ)是半群．以下命题当基域的特征是2时仍是成立的． 

命题2．1 若 蚍，*-1 7‰∈ (m) 并且 d。t(D )是 ( 的单位．则存在唯一 

的；∈Aut (m) (m))，使得 ( ·)一 i=1，⋯，m．此时 f(矿 )‘ )一 ， ≥0， 一 

1，⋯，m 而且{啦 ⋯，∥ )是 口(m)的标准生成系．半群 Aut(U(m)， (m))是群，映 

射 f卜+；是 Aut(U(m) (m))到 Au (m)的单 同态． 

设．日‘一DE($ ·)， 一1 ⋯，2r ．日 一口 (1)． 

命题 2．霭 (i)若 ∈Aut (m)，则存在 (m) 的基底噩L，⋯，同 使 得 

(丑‘)--_--~‘(rood (m) ，‘一1 ⋯，m． 

(ii)设 ∈Au (m)且 (．日。)一暑 c． ，其中％∈巧(m) 则如t(0· 是U(m)中 
t-1 

的单位，于是 (且·)li一1，⋯，m)是自由U(m)一模 ( 的基． 

证 (i)由 (m)的滤过不变性知， 诱导出F 空间 (m)／ (m)o的自同构 ， 

它使得 ( + (m)o)一 ( )十 (m)o 因 (且 + (m)o} 一1 ⋯，m)是 (m)／ 

(m)。的基，故 (豆。)+ (m)o i一1 ⋯，m)也是它的基．故(i)成立． 

(ii)若 det( ，)不是U(m)中的单位，即det( ，)EO(moaU(m)1)，故 de ( ．，)一 ， 

其中 一 j十 (m)1∈ (m)／ (m) ．于是存在不垒为 0的吼∈ ， 一1，⋯， ，使得 

∈u(m)1，j一1，⋯，m．因暑m日t年 (m)o，故 ．日 年五(m) 然丽 (善m 

．日‘)一∑m(∑o jD，)一∑Ⅱ ‘ j∈ (m)on (m)= (m)“ 此与母( (m)。)= (m)o 
‘ J ●·J 

矛盾． 

命题2．8 设 ∈Aut (m)， ∈Aut (m)．如 果 l苴‘帆。 一 m) 一 一1， 
一 2，则币一 lz( 】． 

证 对 用归纳法证明 1 k，一 1 c- ． 

假设上式对 ‘<s是成立的．可设 s O．令 D∈ (m)m．设 T一 (D)一 (D)．由 

题设， (．日。)一 (．日；)，‘一1，⋯， ．故[T， (．日 )]一 [ 嚣c]一 [D，日 ]．由归纳假 

设， [D，日I]一 [D，日 ]，从而 [if,， ．日‘]一0． 

由命题2．2的(i) 存在 (m)[．句的基t同·)，使 ( )一圈·+Q·， 一1，⋯，m，其 

中 ∈ (m) 故[T，噩+Q小～．设目 · ， 一1，⋯， 则l ，聋。·觑J。 
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IT．一Q ]， 一1，⋯，m．因 de七(a·‘) 0，故可推得 

[ ，．Dd一[T，丑‘]， ’ =1，⋯，m， 

其 中马 ∈W rm)o． 

困2)6 (m)M且s≥0，故DEW(m)o．由 (m)与 (m)的滤过不变性知，T一 

．D一 ．D∈ (m)0．故可设T一蓦世“其中世 ∈ (m)∞．将T= 世』代入(· )式可 

推得[ 。，．Di]一0， 一1，⋯，m．故 MoEW(~)̈ ]．又因Mo6 (m) ，故 。一0．同 

理再 由(”)式可得 一0， =1，⋯， 所以T=O，郎 D一 D． 

定理 2．1 Aut( (m)， (m))与 A (m)在映射 卜+；之下是同拘 的，其 中 

；(．D)一 ．D -’ V．D∈ (m)． 

证 先证此映射是满的，即击证，对V~6Aut (m)，存在 ∈Au ( (m)， (m))， 

使得 一；l ，． 

令Eo一 (．D (1))，凰一 (．D ( ))， =1，⋯，m． 由命题2．2的(ii)知，圊o，蜀 ， 

⋯，巩，是自由 (m)一模 (m)的基．故可设E =善 E“ 因．D (1]一[．Dz(1)， ．DE 

( )]，则 
2r 

风 一[风 ，圊 ] ∑ 目o( )圊 
⋯  

因为 ，．D (∞ )一[．D ( ) ．D ( )]，故 

p,eE+= ，，风 ]一∑ 圊 ( )圊，+ ，Eo， —1，⋯，2r． 

所以 ，(卯)= 

1， 岳 j—O， 

。 1≤ 一j<m， 
一 "，1≤ <m，j=o， 

0， 其它情形． 

令T 客．Dz( Q一 (T)．设Q一耋 ，．由[风(1)，明10知，0一旧。，Q] 
一 蓦矾 ，)西．由． ( )一[．D (铲)，T]知 

E =[圊·，Q]一 圊t( ，)圊，+ ：，四。， =1，⋯，2r． 

所以 t( ，)一 

0， 

l， 

-

p, ’ 

0． 

一 j=o， 

1≤ 一j<m， 

1≤ < b j一0， 

其它情形． 

因为[D置 )， 一0，故有0一[圊m，Q]一I Er 2r “ 。(—伽+荟蚰： )四o+ !r 1 ， 2 、 
2r 

∑( 一 岬‘)四1．于是 

一 ‘ 1． 一 1，⋯ ，2矿． 

令y．-qo+T 0】 一 r，1≤ ≤2矿．则 det(圊{( ))一1． 
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设 ．=∑o· 功，则有矩阵等式：( ‘( ))一( ，)(n(虮))．由命题2．2的(ii)，de~(o‘，) 
， 

是 U(m)中的单位．故(Dl( ))是 (m)中的可逆阵．由命题 2．1，存在 f∈Am ( (m)． 

(m))，使得智< )‘ 】= ， ；1，⋯，怖， ≥O．易知 ；l [棚 一 lⅡc棚 ， =一口，一1． 

由命题2．3， 一；f 札 

下面再证映射 卜+；是单的，即去证，若f∈Aut( (m)， (m))且；I [棚)一 ( 

则 f— d 

因；1日( ，一岳d目 ) 梭 f (1)；D (1) ， D ( )一 (矿·)f，从而有 

D (∞ )=0， 1《 <m， (2．1) 

D (∞ )一1， (2．2) 

(n，+ j)啊)( ∞ )一a ， (2．3) 

(D。，+ 。， D )(髓。-)= f，f( “)． (2．4) 

将(2．1)代入(2．3)式得，．Dt(∞ )一 ，l《‘， 《2 故有 

)= ‘ 』；1，⋯，2r． (2．5) 

将(2．口)与(2．5)式代入(2．4)式得， ‘ 一 ．因 “，⋯， 。一是 (m)的标准生成系，故 

一 记F( )
． 

注l+2 对于特征2的有限维 Qartan型李代数 (嘲 m，m)(见[8])，定理 2．1仍 

是成立的，因为上面的证明完全适用子有 限维 的情形． 
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